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《俄罗斯 数学 教材 选 译 》 序 





从 上 世纪 50 年 代 初 起 , 在 当时 全 面 学 习 苏 联 的 大 背景 下 , 国内 的 高 等 学 校 大 量 
采用 了 翻译 过 来 的 苏联 数学 教材 . 这 些 教材 体系 严密 , 论证 严谨 , 有 效 地 帮助 了 青年 
学 子 打 好 扎实 的 数学 基础 , 培养 了 一 大 批 优秀 的 数学 人 才 . 到 了 60 年 代 , 国内 开始 
编纂 出 版 的 大 学 数学 教材 逐步 代替 了 原先 采用 的 苏联 教材 , 但 还 在 很 大 程度 上 保留 
着 苏联 教材 的 影响 , 同时 , 一 些 苏联 教材 仍 被 广大 教师 和 学 生 作 为 主要 参考 书 或 课外 
读物 继续 发 挥 着 作用 . 客观 地 说 , 从 解放 初 一 直到 文化 大 革命 前 夕 , 苏联 数学 教材 在 
培养 我 国 高 级 专门 人 才 中 发 挥 了 重要 的 作用 , 起 了 不 可 忽略 的 影响 , 是 功 不 可 没 的 . 


改革 开放 以 来 , 通过 接触 并 引进 在 体系 及 风格 上 各 有 特色 的 欧美 数学 教材 ， 大 
家 眼界 为 之 一 新 , 并 得 到 了 很 大 的 启发 和 教 益 . 但 在 很 长 一 段 时 间 中 , 尽管 苏联 的 数 
学 教学 也 在 进行 积极 的 探索 与 改革 , 引进 却 基 本 中 断 , 更 没有 及 时 地 进行 跟踪 , 能 看 
懂 俄 文 数学 教材 原著 的 人 也 越 来 越 少 , 事实 上 已 造成 了 很 大 的 隔膜 , 不 能 不 说 是 一 
个 很 大 的 缺憾 . 


事情 终于 出 现 了 一 个 转折 的 契机 . 今年 初 , 在 由 中 国 数学 会 、 中 国 工业 与 应 用 数 
学 学 会 及 国家 自然 科学 基金 委员 会 数学 天 元 基金 联合 组 织 的 迎春 茶话会 上 , 有 数学 
家 提出 , 莫斯科 大 学 为 庆祝 成 立 250 周年 计划 推出 一 批 优秀 教材 , 建议 将 其 中 的 一 
些 数学 教材 组 织 翻 译 出 版 . 这 一 建议 在 会 上 得 到 广泛 支持 , 并 得 到 高 等 教育 出 版 社 
的 高 度 重 视 . 会 后 高 等 教育 出 版 社 和 数学 天 元 基金 一 起 邀请 熟悉 俄罗斯 数学 教材 情 
况 的 专家 座谈 讨论 , 大 家 一 致 认为 : 在 当前 着 力 引进 俄罗斯 的 数学 教材 , 有 助 于 扩大 
视野 , 开拓 思路, 对 提高 数学 教学 质量 、 促进 数学 教材 改革 均 十 分 必要 .《 俄罗斯 数 
学 教材 选 译 》 系 列 正 是 在 这 样 的 情况 下 , 经 数学 天 元 基金 资助 , 由 高 等 教育 出 版 社 组 
织 出 版 的 . 





nde 《俄罗斯 数学 教材 选 译 》 序 





经 过 认真 选 题 并 精心 翻译 校订 , 本 系列 中 所 列 人 的 教材 , 以 莫斯科 大 学 的 教材 为 
E, 也 包括 俄罗斯 其 他 一 些 著名 大 学 的 教材 . 有 大 学 基础 课程 的 教材 , 也 有 适合 大 学 
高 年 级 学 生 及 研究 生 使 用 的 教学 用 书 . 有 些 教材 虽 曾 翻译 出 版 , 但 经 多 次 修订 重 版 ， 
面目 己 有 较 大 变化 , 至 今 仍 广泛 采用 、 深 受 欢 迎 , 反射 出 俄罗斯 在 出 版 经 典 教材 方面 
所 作 的 不 懈 努 力 , 对 我 们 也 是 一 个 有 益 的 借鉴 . 这 一 教材 系列 的 出 版 , 将 中 俄 数学 教 
学 之 间 中 断 多 年 的 链条 重新 连接 起 来 , 对 推动 我 国 数学 课程 设置 和 教学 内 容 的 改革 ， 
对 提高 数学 素养 、 培 养 更 多 优秀 的 数学 人 才 , 可 望 发 挥 积极 的 作用 , HEERKE 
响 , 无 颖 值得 庆贺 , 特 为 之 序 . 


李 大 潜 
2005 年 10 月 








阿尔 伯 特 ' A LE AP + 施 利 亚 耶 夫 (Am6epT Huxonaeswa Ilupses, 
Albert Nikolaevich Shiryaev, 1934—) 为 俄罗斯 概率 论 学 派 当前 的 领军 人 物 . 1957 年 
毕业 于 莫斯科 大 学 数学 力学 系 ; 1961 年 获得 副 博 士 学 位 ; 1967 年 获得 博士 学 位 . 1970 
年 成 为 莫斯科 大 学 教授 . 1997 年 当选 为 俄罗斯 科学 院 通讯 院士 . 曾经 获得 国内 外 许 
多 重要 奖项 和 欧洲 科学 院 院 士 、 纽 约 科学 院 院 士 等 荣誉 称号 , 以 及 荣 任 Bernoulli 学 
会 、Bachelier 金融 学 会 等 国际 学 术 团体 的 主席 . 


施 利 亚 囊 夫 的 导师 是 20 世纪 最 伟大 的 数学 大 师 之 一 、 概 率 论 公 理 体系 的 提出 
AWK RIB (A. H. Konmoropos, A. N. Kolmogorov, 1903—1987). PRAK% 
夫 有 许多 杰出 的 学 生 , 其 中 好 儿 位 像 他 一 样 荣获 奖励 终生 成 就 的 数学 最 高 奖 一 一 沃 
MRK. 但 像 施 利 亚 耶 夫 那 样 完 全 以 概率 纶 为 专业 研究 方向 、 并 且 在 概率 统计 的 众 
多 领域 中 都 有 卓越 贡献 的 学 生 并 不 多 . 因此 , 我 们 不 妨 说 , 施 利 亚 耶 夫 是 以 柯 尔 莫 戈 
BRARR RE SRC “ORES”. 事实 上 , 他 不 但 在 概率 统计 的 各 个 
领域 发 表 了 150 多 篇 研究 论文 , 并 且 还 出 版 了 多 部 在 国际 上 影响 很 大 的 教科 书 和 专 
著 . 他 的 《概率 》 教 程 自 1980 年 出 版 以 来 , 已 经 再 版 多 次 , 并 且 还 有 英文 版 和 德 文 
版 . 2004 年 又 扩展 为 两 卷 本 , 中 文 版 已 由 高 等 教育 出 版 社 正式 出 版 . 他 的 主要 专著 有 
《统计 序 贯 分 析 》( 俄 文 版 1969, 英文 版 1978, 并 改名 为 《最 优 停止 法 则 》),《 随机 过 
程 的 统计 》( 与 R. Sh. Liptser 合 著 , 1977, AXIMAX), PE (F R. Sh. 
Liptser 合 著 , 1986, 有 英文 版 ),《 随机 过 程 的 极限 定理 》( 与 法 国 数学 家 J. Jacod 合 
著 , 英文 版 1987, 俄 文 版 1994, 英文 第 二 版 2003),《 临 近 性 和 统计 不 变 原 理 》( 与 P. 
Greenwood 合 著 , 1985),《 统 计 试验 和 决策 》 (5 V. Spokoiny 合 著 ， 2000)， 《最 优 停 
止 和 Stephan 问题 》( 与 G. Peskir 合 著 , 2004) 等 . 





E 译 者 前 言 








本 书 是 施 利 亚 耶 夫 关于 随机 金融 数学 的 一 本 力作 . 正如 作者 在 序言 中 所 说 , 本 书 
是 为 新 加 坡 世界 科技 出 版 社 (World Scientific) 主编 《统计 科学 和 应 用 概率 论 高 级 从 
书 》 的 Ole E. Barndorff-Nielsen 教授 在 1995 年 初 向 他 约 稿 的 , 因此, 本 书 的 英文 版 
与 俄 文 版 几乎 同时 间 世 . 可 能 是 由 于 作者 向 世界 科技 出 版 社 提供 的 仅仅 是 俄 文 手稿 ， 
最 后 使 得 两 种 版 本 的 内 容 并 不 完全 一 致 . 除了 俄 文 版 的 书 名 为 《随机 金融 数学 基础 
(OcHOBbr Croxacrwueckoit Punancosom MaTeMaTIEKI) 》 英文 版 的 书 名 为 《随机 金 
融 精 华 (Essentials of Stochastic Finance) 》 以 及 黄 文 版 的 译 者 在 翻译 时 不 完全 拘泥 于 
原来 的 表达 以 外 , 它们 的 不 一 致 中 , 有 些 似乎 是 俄 文 版 在 编辑 校订 时 的 增删 , 有 些 似 
乎 是 英文 版 的 编译 者 自行 加 入 的 补充 . 本 书 的 翻译 主要 根据 俄 文 版 出 版 者 BA3MC 
所 提供 的 俄 文 影印 稿 , 但 同时 也 参考 了 世界 科技 出 版 社 的 英文 版 , 如 果 两 者 在 内 容 
上 有 出 入 时 , 我 们 干脆 GEER, 只 要 一 种 版 本 上 有 的 , 我 们 都 译 出 收入 . 总 体 来 
说 , 英文 版 上 有 的 、 俄 文 版 上 没有 的 内 容 较 多 , 尤其 是 有 关 背 景 资料 . 但 俄 文 版 上 有 
的 、 英 文 版 上 没有 的 内 容 也 有 一 些 . 对 这 些 有 差别 的 地 方 我 们 都 加 了 “ 译 者 注 ”. 在 
翻译 过 程 中 , 我 们 也 发 现 了 少量 印刷 错误 . 有 的 英文 版 已 经 更 正 , 但 多 半 英 文 版 仍 保 
持原 样 . 我 们 对 一 些 较 重要 的 印刷 错误 更 正 也 都 加 了 “ 译 者 注 ”. 此 外 , 我 们 还 加 了 
少量 说 明 性 和 资料 性 的 “ 译 者 注 ”. 出 于 目前 国内 熟悉 俄 文 的 读者 较 少 , 而 英文 则 比 
较 普 及 , 在 我 们 中 译本 最 后 的 术语 对 照 索引 中 , 我 们 只 采用 英 中 对 照 , 而 略 去 了 俄 中 
对 照 . 对 于 西 文人 名 , 按照 数学 专业 书籍 的 常规 , 通常 不 作 音译 , 而 用 原 人 名 的 拉丁 
字母 标 出 . 这 里 我 们 完全 遵照 英文 版 的 拉丁 字母 拼写 , 而 不 是 如 同 原版 那样 用 俄 文 拼 
写 来 表示 . 但 是 我 们 保留 了 四 个 例外 , 即 对 Brown, Gauss, Poisson, Wiener 这 四 位 学 
者 的 姓氏 直接 译 为 : Tp BH. TAS A. 这 是 因为 这 四 个 姓氏 的 音译 已 经 普及 ， 
同时 它们 又 经 常 变 为 形容 词 , 而 变 为 “布朗 运动 "、“ 高 斯 分 布 ” 等 等 . 这 样 在 行文 时 
似乎 比较 自然 . 

作为 一 位 在 前 苏联 环境 下 成 长 起 来 的 数学 家 , 施 利 亚 耶 夫 不 可 能 十 分 熟悉 西方 
的 金融 市 场 . 事实 上 , 作者 自己 也 曾经 对 人 说 过 @, 在 他 着 手写 作 本 书 时 , 他 对 金融 
理论 和 实务 几乎 一 无 所 知 ， 对 此 , 本 书 的 每 一 位 读者 都 一 定 会 感到 十 分 惊讶 ， 本 书 
中 有 关 全 球 金 融 市 场 和 金融 学 基本 理论 的 叙述 非常 到 位 , 很 难 想象 这 是 一 位 对 金融 
“几乎 一 无 所 知 ”的 人 的 手笔 . 当然 , “几乎 一 无 所 知 ” 是 施 利 亚 耶 夫 自 谦 之 词 . 其 实 
他 在 当时 与 丹麦 奥 尔 胡 斯 的 数学 研究 中 心 和 分 析 金 融 中 心 的 关系 十 分 密切 . 当 他 发 
现 他 的 概率 论 专长 在 金融 中 有 那样 深刻 广泛 的 应 用 时 , 他 一 定 以 极 大 的 热情 学 习 金 
融 知 识 . 或 许 我 们 可 以 说 , 本 书 中 有 关 金 融 的 许多 背景 材料 正 是 一 位 带 着 深 之 严谨 
的 眼光 的 前 苏联 数学 家 看 待 金融 业界 的 纪要 . 对 于 今天 一 上 来 就 学 萨 缪 尔 森 经 济 学 
的 年 青 人 来 说 , 可 能 会 感到 这 样 的 陈述 有 点 虚 时， 而 对 于 译 者 这 样 的 学 生 时 代 学 过 
苏联 版 政治 经 济 学 的 读者 来 说 , 却 感到 它 相 当 贴 切 地 为 你 补 上 了 对 欧美 金融 市 场 了 
解 的 不 足 ， 尤 其 是 作者 在 使 用 某 些 术语 上 的 “ 旧 痕 迹 ”, 并 不 会 使 你 感到 突 元 , 反而 


四 这 是 最 近 邀 请 施 利 亚 耶 夫 到 香港 访 问 的 香港 中 文大 学 教授 周迅 宇 告诉 译 者 的 . 











译 者 前 言 -iiis 





有 点 “似曾相识 感 ”一 个 典型 的 例子 是 “资本 (kamran) AARE. 在 本 书 中 , € 
专门 指 一 个 证 券 组 合 的 价值 . 在 英文 文献 中 , 对 它 适 用 的 术语 是 “价值 (valuej”，' 资 
金 (fund)”, “财产 (wealth FE. 但 是 没有 人 会 用 capital (资本 ). 英文 版 把 它 全 改 
成 了 value 或 fund. 而 我 们 仍然 把 它 译 成 “资本 ”. 其 实 它 并 不 会 引起 误解 , 但 却 是 
本 书 的 某 种 “特色 ”. 至 于 其 他 术语 的 翻译 , 我 们 尽量 采用 1993 年 全 国 自然 科学 名 词 
审定 委员 会 公布 的 《数学 名 词 》 中 所 刊载 的 名 词 , 以 及 参考 了 一 些 已 出 版 的 专业 书 
籍 . 但 偶而 也 有 一 些 我 们 自作 主张 的 翻译 . 证 券 市 场 术 语 的 翻译 在 国内 还 没有 统一 . 
例如 , call 作为 期 权 , 在 国内 有 “ 买 入 期 权 ”、“ 买 权 ”、“ 看 涨 期 权 ” 等 多 种 翻译 . 在 本 
书 的 俄 文 版 中 , 对 这 样 的 术语 常常 会 有 音译 和 意译 两 种 翻译 . 而 其 意译 刚好 是 “ 买 人 
期 权 ”, 于 是 我 们 当然 也 采用 “ 买 人 期 权 ”, 而 不 用 “看涨 期 权 ” 等 等 . 这 或 许 也 是 俄 
文 版 给 我 们 带 来 的 某 种 便利 . 

尽管 作者 可 能 原来 对 金融 业界 确实 是 “几乎 一 无 所 知 ”, 但 是 从 数学 视角 来 看 ， 
世上 大 概 谁 也 比 不 上 作者 对 随机 金融 数学 全 部 领域 更 为 全 面 精通 . 这 或 许 也 说 明了 
为 什么 从 1990 年 代 初 起 , 作者 全 身心 地 投入 了 金融 数学 研究 , 并 在 俄罗斯 带领 出 一 
支 精锐 的 金融 数学 和 精算 数学 的 研究 队伍 . 事实 上 , 我 们 从 上 面 列 出 的 施 利 亚 耶 夫 的 
专著 中 就 可 看 到 , 虽然 这 些 专著 分 属 概率 统计 学 科 的 许多 相当 不 同 的 领域 , 却 又 几 
乎 都 是 在 随机 金融 数学 中 得 到 深刻 应 用 的 强 有 力 的 工具 . 这 里 不 但 是 "Bie" 已 经 
成 为 表达 金融 学 核心 的 “资产 定价 基本 定理 ” 的 基本 语言 ,“ 随 机 过 程 的 统计 ” 、“ 统 
计 试 验 和 决策 ”是 实证 金融 分 析 的 基本 手段 ,“ 随 机 过 程 的 极限 理论 ”是 连续 时 间 金 
融 学 的 理论 基础 ,“ 最 优 停止 法 则 和 Stephan 问题 ”是 美式 期 权 定 价 的 基本 模型 , 即 
使 是 很 专门 的 “临近 性 和 统计 不 变 原 理 ” 也 被 施 利 亚 耶 夫 及 其 学 生 用 来 为 原来 不 够 
严谨 的 Ross 的 APT (套利 定价 理论 ) 提供 了 更 确切 的 理论 描述 . 这 使 得 作者 在 本 书 
中 叙述 随机 金融 数学 的 理论 时 , 比 任何 其 他 专著 更 为 全 面 透彻 、 淋 注 尽 致 . 

本 书 共 分 两 卷 . 每 一 卷 都 包含 四 章 . 第 一 卷 的 副题 为 : 事实 , 模型 .第 二 卷 的 副 
题 为 : 理论 . 这 两 卷 的 内 容 既 相互 联系 , 又 相对 独立 . 事实 上 , 读者 完全 可 把 本 书 当 作 
一 本 “随机 金融 数学 全 书 ” 来 读 . 每 一 位 读者 都 可 只 挑 其 中 自己 最 感 兴趣 的 部 分 来 精 
ie, 而 对 其 他 部 分 暂时 泛 读 , 甚至 不 读 . 

第 一 卷 的 第 一 章 是 有 关 国 际 金融 市 场 以 及 金融 理论 和 金融 工程 的 “事实 ”. 正如 
我 们 前 面 已 经 提 到 , 这 短 短 几 十 页 可 看 作 一 位 前 苏联 数学 家 对 西方 金融 市 场 和 金融 
理论 、 金融 工程 的 理解 . 其 中 作者 不 但 概述 了 金融 市 场 的 基本 状况 、 金 融 学 的 基本 
概念 以 及 Markowitz 证 券 组 合 选 择 理 论 、 资 本 资产 定价 模型 (CAPM), Ross 的 套利 
定价 理论 (APT) 、 有 效 市 场 理论 等 等 , 甚至 还 简要 地 介绍 了 理论 上 关系 不 大 、 但 观 
念 上 密切 相关 的 保险 业 和 精算 理论 , 使 读者 对 金融 市 场 和 金融 理论 有 更 广泛 的 了 解 . 
对 于 非 金融 专业 的 读者 来 说 , 这 一 章 是 非常 难得 的 尽快 进入 金融 领域 的 入 门 读物 . 而 
即使 是 对 于 熟悉 金融 市 场 和 金融 学 的 读者 来 说 , 也 能 从 这 一 章 中 看 到 一 位 前 苏联 数 
学 家 独特 的 眼光 . 其 中 尤其 值得 注意 的 是 作者 对 有 效 市 场 的 定义 是 与 众 不 同 的 . 他 
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认为 , 一 个 带 有 限 种 基本 证 券 的 金融 市 场 称 为 对 某 信息 流 有 效 , 是 指 其 中 存在 一 种 
“ 折 现 ”证 券 (通常 它 就 是 无 风险 证 券 , 但 并 不 限于 此 ) 和 某 “ 局 部 等 价 ”( 这 一 概念 
比 “ 等 价 ”要 弱 ) 概率 测度 , 使 得 所 有 基本 证 券 关 于 这 一 “ 折 现 ”证 券 的 折 现 价格 过 
程 都 关于 这 一 概率 测度 成 为 款 . 这 样 的 定义 不 但 比 经典 的 “随机 游 走 假设 ”之 类 或 
三 种 有 效 市 场 形 式 的 定义 更 一 般 , 也 比 Ross 提出 的 “有 效 市 场 就 是 无 套利 市 场 ”说 
法 在 理论 上 更 确切 、 更 精细 . 


第 一 卷 的 后 三 章 都 有 关 金 融 学 的 随机 “模型 ". 第 二 章 曾 述 离散 模型 . 其 中 首先 
讨论 金融 资产 价格 的 离散 动态 理论 模型 ,并且 开门 见 山地 提出 , 在 套利 定价 的 框架 
中 , Doob 分 解 、 局 部 拷 、 拷 变换 等 概念 在 价格 模型 的 讨论 中 起 本 质 作 用 ; 接着 讨论 
具体 的 价格 演变 的 统计 模型 , 除了 介绍 已 经 广泛 流传 的 移动 平均 模型 、 自 回归 模型 
及 其 各 种 组 合 的 线性 模型 以 外 , 作者 还 相当 详尽 地 介绍 近 20 年 发 展 起 来 的 ARCH 
和 GARCH 类 模型 (如 所 周知 , 其 主要 倡导 者 R. F. Engle 因此 荣获 2003 年 诺 贝 尔 
经 济 学 奖 ) 以 及 随机 波动 率 模型 等 非 线性 模型 . 尤其 是 作者 对 它们 在 很 大 程度 上 都 
统一 在 高 斯 模型 和 条 件 高 斯 模型 的 观点 上 来 进行 分 析 . 此 外 作者 还 以 相当 大 的 篇 幅 
来 介绍 混沌 模型 在 金融 资产 价格 模型 中 的 应 用 . 由 此 也 可 看 到 作者 的 学 术 视 野 几 平 
无 所 不 包 , 他 完全 不 把 自己 的 立足 点 局 限于 他 所 精通 的 概率 统计 领域 . SB — er SES 
连续 模型 . 在 这 一 章 中 我 们 同样 可 发 现 它 所 包含 的 内 容 远 超过 一 般 的 金融 数学 教材 
和 专著 . 通常 的 基于 布朗 运动 的 随机 分 析 以 及 由 此 派生 的 各 种 用 扩散 过 程 来 描述 的 
模型 自然 必 不 可 少 . 但 作者 把 它 放 在 第 三 、 四 节 中 来 介绍 , 其 中 也 包括 一 些 对 常用 的 
利率 期 限 结构 模型 的 叙述 . 而 它 的 更 深刻 的 推广 、 目 前 多 半 还 只 在 研究 文献 中 讨论 
的 半 训 模型 则 在 第 五 节 中 作 很 精辟 的 介绍 . 本 章 的 第 一 节 却 是 相当 详细 地 介绍 了 稳 
定 分 布 和 稳定 过 程 、Lkvy 过 程 、 双 由 分 布 和 双 曲 过 程 (它们 正 是 Barndorff-Nielsen 
于 1977 年 所 提出 的 ), 以 至 更 一 般 的 无 限 可 分 分 布 等 重要 工具 , 而 第 二 节 则 介绍 了 在 
金融 数学 应 用 中 独树一帜 的 分 形 布朗 运动 . 这 一 切 都 可 能 使 得 原来 只 熟悉 用 通常 的 
布朗 运动 来 为 金融 市 场 价 格 建 模 的 读者 大 开眼 界 . 它们 不 但 使 读者 在 为 金融 市 场 实 
际 建 模 时 可 使 用 的 工具 大 大 增加 ,并且 在 观点 上 也 更 上 一 层 楼 . 例如 , 由 此 可 以 了 
解 , 在 连续 时 间 金 融 学 中 作为 起 点 模型 的 几何 布朗 运动 , 只 是 Lévy 过 程 以 至 一 般 的 
稳定 过 程 、 双 曲 过 程 等 等 的 特例 , 而 这 些 更 一 般 的 过 程 及 其 分 布 则 可 能 用 来 描述 金 
融 市 场 中 的 “ 厚 尾 ”之 类 的 “异常 ”现象 . 通常 的 布朗 运动 也 仅仅 是 一 般 的 分 形 布朗 
运动 的 特例 、 后 者 不 但 同样 可 用 来 描述 某 些 “异常 ”现象 , 还 是 一 个 很 难 变 成 蒜 的 
过 程 , 从 而 由 它 就 能 形成 有 套利 机 会 的 无 效 金 融 市 场 模型 的 例子 . 第 四 章 则 又 讨论 
金融 数据 的 统计 分 析 . 作者 介绍 了 各 种 常用 的 金融 统计 方法 : 金融 数据 的 搜集 和 分 
pr, 汇率 、 指数 、“ 标 记 ” 等 金融 指标 的 统计 分 析 , 一 维 分 布 的 “ 正 态 异常 指标 ”(“ 峰 
度 ”、“ 厚 尾 ” 等 等 ) 的 刻画 , 有 关 波 动 率 的 各 种 分 析 , 还 有 起 源 于 分 形 几 何 和 混沌 研 
究 的 及 /5- 分 析 等 等 . 这 里 不 但 罗列 了 所 有 常用 的 金融 数据 分 析 的 方法 , 并 且 还 都 有 
作者 独特 的 见解 . 例如 , 关于 波动 率 分 析 , 作者 是 这 样 开 始 的 : “在 金融 数学 中 , 没有 
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— CS BORA BER IBEES EAA, 争论 不 休 , 真 令 人 遗憾 . ”这 一 语 就 足以 
为 许多 读者 拨 开 文献 中 的 迷雾 . 

第 二 卷 有 关 “ 理 论 ” 的 四 章 的 标题 都 很 明确 :“ 随 机 金融 模型 中 的 套利 理论 ”或 
“定价 理论 ”; 先是 “离散 时 间 ”, 再 是 “连续 时 间 ” 所 有 的 讨论 都 是 在 所 谓 (B, 5)- 
市 场 的 模型 框架 中 讨论 的 . 这 里 的 (B,S) 并 非 Black-Scholes, 而 是 Bank account 
(银行 账户 )-Stock (股票 ). 作者 没有 用 常用 的 “证 券 市 场 ”这 一 术语 , 似乎 既 要 造成 
Black-Scholes 的 错觉 , 又 要 强调 “银行 账户 ”作为 无 风险 证 券 的 作用 . 

所 谓 “套利 理论 ”, 就 是 指 所 谓 资产 定价 的 第 一 和 第 二 基本 定理 ; 粗糙 地 说 , BB, 
市 场 无 套利 机 会 等 价 于 存在 等 价 概率 款 测 度 , 使 得 所 有 证 券 的 折 现 价格 过 程 为 蒜 (第 
一 定理 ), 并 且 当 市 场 完全 时 , 这 样 的 靳 测度 是 唯一 的 (第 二 定理 ).， 这 样 的 资产 定价 
基本 定理 的 雏形 出 现在 1978 年 Ross 的 一 篇 论文 中 台 . 在 那里 , 虽然 其 数学 叙述 还 不 
EIE, 但 作者 已 经 正确 地 提出 需要 运用 凸 集 分 离 定 理 . 明确 的 资产 定价 基本 定理 
是 1979 年 在 Harrison-Kreps [214] 和 Harrison-Pliska [215] 中 提出 的 , 但 对 离散 时 间 
只 能 对 有 限 状 态 的 情形 证 明 ; 对 连续 时 间 更 是 不 知 怎样 严格 陈述 其 条 件 . 对 于 离散 
时 间 的 严格 的 资产 定价 第 一 基本 定理 的 证 明 是 1990 年 Dalang-Morton-Willinger [92] 
提出 的 ， 其 证 明 中 用 到 相当 艰深 的 “可 测 选 择 存在 定理 ”， 后 来 有 不 少 改进 的 证 明 ， 
但 仍然 都 不 太 容易 理解 . 对 于 连续 时 间 半 训 模 型 的 资产 定价 第 一 基本 定理 的 严格 叙 
述 则 是 在 Delbaen 和 Schchermayer 的 一 系列 研究 中 完成 的 (参见 [97]-[101]; 也 参见 
他 们 的 新 书 : F. Delbaen and W. Schachermayer, 2006, The Mathematics of Arbitrage, 
Series: Springer Finance, Springer). 其 中 所 应 用 的 数学 技巧 更 为 细腻 .要 向 一 般 读 
者 介绍 这 样 重 要 而 又 十 分 深奥 的 定理 , 对 于 任何 写作 金融 数学 专著 或 教材 的 作者 来 
说 , 都 是 莫大 的 挑战 . 大 部 分 作者 对 此 都 不 得 不 采取 含糊 带 过 的 态度 . 而 像 本 书 作者 
那样 原原本本 地 不 回避 任何 一 个 难点 (尽管 有 时 也 要 省 略 一 些 证 明 ) 来 进行 透彻 叙 
述 的 实在 是 绝无仅有 . 不 但 如 此 , 作者 更 是 高 脆 远 瞩 , 抓 住 要 害 , 以 他 的 统一 观点 来 
概述 这 方面 的 各 种 最 新 成 果 . 对 于 离散 时 间 情 形 , 他 指出 文献 中 曾经 出 现 过 的 各 种 
“无 套利 机 会 ”的 定义 以 及 各 种 款 测 度 的 存在 条 件 实际 上 都 是 等 价 的 (第 五 章 $2e 定 
理 A*); 对 于 连续 时 间 情 形 , 由 于 对 于 离散 时 间 情 形 的 简单 推广 已 经 不 成 立 , 他 对 文 
献 中 所 出 现 的 对 各 种 半 识 模型 的 各 种 “无 套利 机 会 ”的 修正 定义 以 及 各 种 款 测 度 的 
修正 存在 条 件 , 都 作 了 细致 的 讨论 , 使 最 后 结果 一 目 了 然 (第 七 章 S2b 定理 1-3 及 其 
推论 和 反例 )， 在 第 一 基本 定理 的 证 明 上 , 作者 着 眼 于 拷 测 度 的 构造 . 通常 的 金融 数 
学 著作 中 , 多 半 会 叙述 关于 布朗 运动 情形 的 Girsanov 概率 测度 变换 定理 , 而 在 这 里 ， 
我 们 更 能 读 到 Girsanov 定理 的 离散 版 本 和 半 蒜 版 本 ; 同时 , 还 能 读 到 最 早 用 于 精算 
数学 中 的 Esscher 变换 定理 的 各 种 版 本 . 而 在 第 二 基本 定理 的 证 明 上 , 作者 强调 的 是 
局 部 拷 的 表示 定理 . 这 种 表示 定理 有 明显 的 金融 意义 . 由 此 作者 也 得 到 离散 时 间 情 
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形 下 的 非常 一 般 的 版 本 (第 五 章 84f 定理 B*); 然而 , 在 连续 时 间 情 形 下 , 虽然 也 能 讨 
论 局 部 蒜 的 各 种 表示 , 但 简单 的 第 二 基本 定理 的 推广 已 经 变 得 很 困难 . 作者 对 此 也 
提出 了 一 些 值 得 探索 的 研究 设想 . 

所 谓 “ 定 价 理论 "@ 是 指 通过 投资 策略 进行 风险 对 冲 来 对 未 定 权 益 进行 定价 的 
理论 . 它 其实 是 Black-Scholes 期 权 定 价 理 论 原来 的 思想 . 作者 通过 “(对 冲 ) 上 价格 ” 
和 “(对 冲 ) 下 价格 ”的 概念 给 出 了 离散 时 间 的 对 冲 定价 公式 , 并 指出 了 它们 与 等 价 
概率 著 测 度 之 间 的 联系 . 但 对 于 连续 时 间 情 形 , 这 里 很 难 再 对 一 般 的 半 蒜 模型 来 进行 
Wit. 作者 对 此 只 限于 对 经 典 的 Black-Scholes 模型 得 到 一 些 经 典 结果 . Black-Scholes 
原来 的 通过 偏 微分 方程 来 求解 的 讨论 对 于 严谨 的 数学 家 来 说 是 不 能 完全 令 人 满意 的 
(为 什么 期 权 价 格 是 光滑 函数 等 等 ). 作者 指出 , 有 了 “吉方 法 ", 有 关 的 问题 都 可 迎 慷 
而 解 . 在 有 关 “ 定 价 理论 ”的 两 章 中 , 作者 还 详尽 地 讨论 了 美式 期 权 的 定价 理论 . 这 
里 当然 就 要 涉及 最 优 停 止 问题 和 Stephan 问题 的 研究 . 此 外 , 在 这 两 章 中 还 有 有 关 
各 种 特种 期 权 和 债券 市 场 的 定价 问题 讨论 . 

由 此 可 见 , 本 书 的 内 容 极为 丰富 多 彩 , 讨论 极为 全 面 彻底 . 正如 亚马逊 网 上 书店 
(http://www.amazon.com) 的 一 篇 网 上 书评 所 说 :“ 本 书 反映 了 ( 令 人 赞叹 的 ) 俄国 教 
学 风格 : 阐释 理论 的 起 源 , 通常 它 通 过 某 些 特殊 的 问题 ; 然后 , 对 于 所 提出 的 问题 并 
慎 展 开 精 心 制作 的 数学 理论 ; BUA, 揭示 问题 的 本 质 , 并 生成 漂亮 的 结果 .” “追随 本 
书 的 思路 , 你 可 以 看 到 作者 对 金融 数学 的 满腔 热情 和 深刻 理解 .” 每 一 位 对 随机 金融 
数学 有 兴趣 的 本 书 读者 , 即使 只 读 了 其 中 的 一 小 部 分 , 都 会 感到 获 益 菲 浅 .当然 , 本 
书 的 篇 幅 较 大 , 对 概率 论 、 随 机 过 程 等 方面 的 数学 预备 知识 要 求 较 高 , 这 可 能 会 对 阅 
读本 书 带 来 一 定 的 困难 . 但 是 本 书 的 上 述 叙 述 风 格 使 人 不 得 不 叹服 作者 的 思绪 周密 
清晰 而 引人入胜 . 一 些 很 艰深 的 内 容 常 常 在 充分 的 铺垫 下 ， 即 使 不 追究 那些 参考 文 
献 的 证 明细 节 , 也 都 变 得 相当 容易 理解 . 这 使 得 每 一 个 有 兴趣 的 读者 都 会 感到 这 是 
一 本 值得 时 时 参考 , 反覆 咀嚼 的 必 备 书 . 译 者 自从 2000 年 起 开始 阅读 本 书 的 英文 版 
以 来 , 对 此 有 过 许多 深切 的 感受 . 

本 书 的 翻译 期 间 正 是 国家 科技 部 973 项 目 《 金 融 风 险 控 制 中 的 定量 分 析 与 计 
算 》( 项 目 编号 : 2007CB814900) 的 立项 期 间 . 现在 这 一 项 目 已 经 立项 . 而 本 书 译 者 
作为 该 项 目 及 其 子 项 目 《 金 融 创新 产品 的 设计 和 定价 》( 课 题 编 号 : 2007CB814902) 
的 成 员 , 也 已 获得 该 项 目的 资助 . 我 们 项 目 组 的 同仁 们 都 感到 本 书 的 翻译 出 版 将 对 
本 项 目 开展 研究 有 很 大 的 促进 . 因此 , 本 书 的 翻译 出 版 应 该 作为 该 项 目的 一 项 成 果 . 
译 者 在 此 特别 声明 这 点 , 并 对 项 目 资助 表示 感谢 当然, 由 于 本 书 的 涉及 面 非常 广 ， 
而 译 者 的 学 识 又 相当 有 限 , 尤其 是 金融 学 和 概率 论 都 并 非 译 者 原来 的 “科班 ”专业 ， 
这 使 得 译 者 在 翻译 本 书 时 常 有 捉襟见肘 之 感 . 再 加 上 多 年 来 很 少 用 俄 文 , 而 本 书 作者 





DRL “reopua pacueros”, 它 的 本 意 为 “计算 理论 ", 其 中 并 没有 明确 的 “pricing ( 定 
Bry 的 含义 . 但 这 里 我 们 还 是 采用 了 英文 版 的 翻译 (theory of pricing), 把 它 译 成 “定价 理论 ”. 
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又 惯用 带 一 些 说 明 语 括 号 的 复杂 俄 文 长 句子 , 一 时 里 曾 使 译 者 不 知 怎样 把 它 表达 为 
易 读 的 中 文 ， 译文 的 不 当 之 处 在 所 难免 , 敬 请 本 书 的 读者 和 有 关 领 域 的 专家 批评 


指正 . 
史 树 中 


2007 年 9 月 
于 北京 大 学 光华 管理 学 院 





@ 译 者 后 来 才 慢 慢 适 应 作者 的 这 种 表达 风格 . 为 接近 作者 的 这 种 表达 方式 , 译 者 也 用 类 似 的 带 说 
明 语 括号 的 中 文 来 翻译 . 这 种 长 句 的 特点 在 于 , 如 果 不 计 那 些 括号 , 它 已 经 是 一 个 完整 的 句子 ; 而 
把 括号 去 掉 , 它 就 变 成 一 个 表达 得 更 清楚 、 但 读 起 来 会 感到 迭 口 的 很 长 的 句子 . 
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作者 的 意图 在 于 : 


e 挑选 和 阐述 那些 对 于 在 不 确定 条 件 下 运行 的 金融 市 场 模型 中 所 涉及 的 随机 分 析 
和 计算 来 说 必要 的 、 并 且 可 能 有 益 的 材料 ; 

e 介绍 随机 金融 数学 的 基本 概念 、 观 念 和 结果 ; 

。 给 出 在 随机 人 金融 工程 中 的 各 种 计算 上 的 应 用 . 


作者 也 随时 考虑 那些 在 分 析 市 场 风险 时 强调 概率 统计 观念 和 随机 分 析 方 法 的 
“金融 数学 与 金融 工程 ”专业 教师 的 查询 需要 . 

副标题 “事实 . 模型 . 理论 ” 并 不 能 更 好 地 反映 作者 所 形成 的 叙述 特征 和 风格 ， 
它 在 很 大 程度 上 是 作者 (在 莫斯科 、 苏 黎 世 、 奥 尔 胡 斯 等 地 的 ) 一 系列 讲演 的 听众 
“反馈 ”结果 . 

例如 , 学 数学 的 听众 总 是 表明 他 们 不 仅 对 “理论 ”的 纯粹 数学 问题 感 兴趣 , 并 且 
也 对 有 关 现 实 金融 市 场 及 其 运行 “事实 ” 感 兴趣 . 正 是 由 于 这 种 情况 , 促使 作者 把 第 
一 章 用 于 描述 这 种 市 场 中 出 现 的 关键 对 象 和 结构 , 确定 金融 理论 和 金融 工程 的 目标 
和 任务 , 以 及 讨论 在 分 析 金 融 市 场 时 某 些 概率 统计 观念 体系 的 历史 和 形成 的 问题 . 

另 一 方面 , 熟悉 比如 证 券 市 场 和 证 券 交易 的 听众 , 对 于 在 构造 金融 指标 (价格 、 
指数 、 汇 率 等 等 ) 的 动态 模型 时 所 运用 的 (或 者 可 能 有 用 的 ) 各 种 随机 过 程 以 及 (对 
风险 、 对 冲 策略 、 合 理 期 权 价 格 等 等 ) 进行 这 样 那 样 的 计算 , 显示 出 很 大 的 兴趣 . 

第 二 章 和 第 三 章 就 以 此 为 目标 , 讲述 各 种 随机 “模型 ", 既 有 离散 时 间 情 形 , 也 有 
连续 时 间 情 形 . 

作者 认为 , 这 两 章 中 的 有 关 随 机 过 程 理 论 的 材料 对 于 广大 的 读者 群 都 是 有 益 的 ， 
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而 不 仅 只 与 金融 数学 有 关 . 

这 里 我 们 想 特别 强调 , 在 离散 时 间 情 形 下 , 我 们 描述 随机 序列 的 演变 通常 从 它 
的 分 解 为 可 料 成 分 和 款 成 分 的 Doot 分 解 出 发 这 就 说 明了 , 为 什么 人 们 通常 把 所 考 
察 的 方法 称 作 “两 方法 ”, BATA “ 款 论 ”在 金融 数学 和 金融 工程 中 是 自然 而 有 
用 的 数学 工具 . 

渗透 在 我 们 今后 的 整个 叙述 中 的 “可 料 性 ”和 “ 黄 性 ”概念 从 经 济 学 视角 来 看 
也 是 非常 自然 的 . 例如 , 诸如 证 券 组 合 和 对 冲 那 样 的 经 济 学 概念 , 在 数学 上 干脆 就 汲 
取 “ 可 料 性 ”概念 来 定义 . 而 诸如 金融 市 场 中 的 有 效 性 和 无 套利 性 那样 的 概念 , 则 可 
汲取 靳 和 拷 测 度 的 概念 来 求 得 其 数学 表现 (资产 定价 第 一 基本 定理 ; 第 五 章 , 82b). 

基于 Doob 分 解 的 随机 序列 的 描述 方法 , 在 连续 时 间 情 形 下 , 使 人 们 以 极为 清晰 
而 合乎 逻辑 的 方式 转向 (非常 广 的 ) 半 款 类 (第 三 章 , 85a). 作为 一 个 随机 过 程 , FAR 
可 表示 为 有 界 变 差 过程 (“缓慢 变化 ”成 分 ) 和 局 部 著 ( 它 在 许多 情形 下 是 “快速 变 
化 ”成 分 , 例如 , 在 布朗 运动 情形 下 , 就 是 那样 ) 之 和 ; 这 使 它 具 有 这 样 的 引 人 注 目的 
性 质 : 对 它 同样 可 定义 随机 积分 , 从 而 用 这 样 的 过 程 来 为 金融 指标 建 模 时 开辟 了 广 
泛 应 用 随机 分 析 的 途径 . 

第 四 章 (“统计 章 ”) 期 待 对 金融 数据 的 经 验 分 析 中 必定 会 遇 到 的 现实 统计 “ 原 材 
料 ”形成 一 些 观念 . 

基于 主要 有 关外 汇 交 易 (它们 的 金融 市 场 带 有 国际 特征 , 并 且 是 最 大 的 金融 市 
场 之 一 , 每 天 的 交易 量 达到 几 千 万 亿美 元 ) 的 统计 数据 , 我 们 指出 ,“ 收 益 ” 随 机 变量 
(参见 第 二 章 81a 中 的 (3)) 有 带 “ 厚 尾 ” 的 分 布 密度 , 并 且 在 中 心 区 域 有 强 “ 峰 度 ”. 在 
这 些 量 随 时 间 变 化 的 性 态 中 可 观察 到 具有 “聚集 性 ”和 “ 强 后 效 性 ”( 形 象 地 说 ,“ 价 
格 记得 过 去 ”). 我 们 揭示 “收益 ” 量 波动 率 (变化 率 ) 的 一 系列 特征 的 分 形 结构 . 

当然 , 为 恰当 反映 金融 指标 的 实际 动态 变化 , 在 建立 模型 时 应 该 考虑 所 有 这 一 
切 ; 尤其 是 当 目 的 在 于 预言 它们 的 未 来 运动 时 , 这 点 就 变 得 非常 本 质 . 

“理论 ”, 尤其 是 套利 理论 , 专门 在 第 五 章 (离散 时 间 ) 和 第 七 章 (连续 时 间 ) 中 介 
28. 

这 里 的 中 心 点 是 第 一 和 第 二 资产 定价 基本 定理 . | 

“第 一 定理 ”( 带 某 种 保留 条 件 ) 断言 , 金融 市 场 无 套利 当 且 仅 当 存在 所 谓 蒜 ( 风 
险 中 性 ) 概率 测度 , 使 得 ( 折 现 ) 价格 关于 它 形成 园 .“ 第 二 定理 ”描述 满足 完全 性 的 
无 套利 市 场 , 它 保证 人 们 有 可 能 构建 证 券 组 合 , 使 得 其 资本 复制 偿付 索 求 . 

这 两 条 定理 事实 上 都 值得 冠 以 基本 , 因为 它们 在 (成 熟 发 展 的 ) REER, 对 
“无 套利 ”这 一 经 济 概念 有 可 能 赋 以 精确 的 数学 含义 . 

第 六 章 和 第 和 八 章 献 给 根据 第 一 和 第 二 基本 定理 的 计算 . 这 里 , 如 同 传统 , 对 各 种 
(欧式 或 美式 ) 期 权 的 合理 价值 计算 和 对 冲 策略 计算 的 介绍 占有 很 大 篇 幅 ; 期 权 就 是 
所 谓 衍生 金融 工具 , 它 具 有 最 为 成 熟 的 定价 理论 , 并 且 以 此 为 例 , 可 更 好 地 完整 理解 
无 套利 市 场 上 定价 的 一 般 原 理 和 方法 . 
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作者 面临 的 问题 自然 不 仅 是 所 阐述 的 “有 代表 性 的 ”材料 的 挑选 , 并 且 还 有 阑 述 
方式 的 挑选 . 

八 章 内 容 的 上 述 叙 述 可 给 出 一 种 衡量 所 挑选 材料 的 广度 的 尺度 . 然而 , 尽管 本 书 
已 经 那样 庞杂 , 我 们 还 是 留 下 了 金融 理论 及 其 应 用 的 许多 方面 (例如 , von Neumann- 
Morgenstein 和 Arrow-Debreu 的 经 典 理论 , 它们 的 考虑 “效用 函数 ”最 大 值 的 投资 者 
行为 的 最 新 版 本 , 以 及 还 有 对 于 应 用 来 说 重要 的 计算 成 果 ). 史 

读者 将 察觉 , 作者 经 常 采取 以 讲演 者 的 姿态 , 作出 “什么 一 何 地 一 何 时 (what- 
where-when)” 式 的 说 明 . 在 离散 时 间 情 形 下 , 本 质 上 引入 了 所 有 基本 结果 的 证 明 . 在 
连续 时 间 情 形 下 , 通常 限于 ( 著 论 、 随 机 分 析 等 等 的 ) 许多 结果 的 自身 陈述 , 并 引用 
能 找到 证 明 的 相应 文献 . 

为 世界 科技 出 版 社 (World Scientific) 写 一 本 有 关 金 融 数学 的 书 的 建议 是 Ole E. 
Barndorff-Nielson 教授 在 1995 年 初 向 作者 提出 的 . 尽管 作者 接受 了 这 一 建议 , 却 只 
能 在 1995 年 中 期 开始 草拟 本 书 ; 起 初 , 他 曾经 以 为 只 需 叙 述 离散 时 间 情 形 . 然而 , 随 
着 本 文 著作 的 推进 , 作者 越 来 越 相 信 , 不 触及 连续 时 间 情 形 , 关于 金融 数学 和 金融 工 
程 的 表达 远 不 是 完整 的 . 结果 , 书 中 既 给 出 了 离散 时 间 的 叙述 , 也 给 出 了 连续 时 间 的 
SU. 

本 书 由 两 卷 组 成 ， 第 一 卷 (“ 事 实 ， 模 型 ") 包含 第 一 章 到 第 四 章 . 第 二 卷 (“ 理 
16") 由 第 五 章 到 第 八 章 所 组 成 . 

基本 文稿 本 身 的 写作 大 致 花费 了 作者 两 年 时 间 . 有 几 个 月 时 间 花 在 书 的 样本 的 
计算 机 打印 、 编辑 和 准备 上 ; 这 些 工 作 是 由 俄罗斯 科学 院 数 学 部 的 信息 一 出 版 部 的 
M. JI. JIerocraeBa, T. B. Toxzososa 和 A. JI. Haax 做 的 . 作者 首先 衷心 感谢 他 
们 高 度 专业 而 又 无 比 投 入 的 协助 ; 同时 , 还 要 感谢 他 们 的 宽 宏大 量 : 当 作 者 不 断 更 改 
已 经 打印 编辑 好 的 本 文 , 向 他 们 再 次 提出 “最 后 ”版 本 时 , 他 们 每 一 次 都 不 厌 其 烦 . 

作者 感谢 他 在 俄罗斯 国内 外 的 朋友 和 同行 的 帮助 ; 还 要 感谢 莫斯科 的 精算 和 
金融 中 心 (AxryapHo-dunancospilt nregrp, ASI). EAI VW- 项 目 (Volkswagen- 
project)、 和 丹麦 奥 尔 胡 斯 的 数学 研究 中 心 (Mathematical Research Center, MCAA) 和 
分 析 金 融 中 心 (Centre for Analytical Finance), 以 及 巴黎 和 莫斯科 的 INRIA (法 国 国 
立信 息 和 自动 化 研究 所 )-MTY (国立 莫斯科 大 学 、 上 略 普 诺 夫 (A. M. JIamynos) 研究 
Br) 合作 项 目的 大 力 支持 和 热情 接待 . 





A. 施 利 亚 耶 夫 (A. IIIupsies) 
俄罗斯 科学 院 斯 捷克 洛 夫 (B. A. Crexnos) 数学 研究 所 
莫斯科 国立 罗 蒙 诺 索 夫 (M. B. Jlomonocos) 大 学 
1995 一 1997 于 莫斯科 








中 这 一 段落 只 有 英文 版 中 有 , 在 俄 文 版 中 已 经 删除 . 一 一 译 者 注 


施 利 亚 耶 夫 
Aab6epr HuroaeBny HlIupsesg 


( 1934 — ) 


俄罗斯 科学 院 通讯 院士 (1997) , 莫斯科 大 
学 功勋 教授 (2004), 莫斯科 大 学 数学 -力学 系 
概率 论 教 研 室 主任 (1996), 俄罗斯 科学 院 数学 
研究 所 随机 过 程 统 计 实验 室 主 任 (1986 ) 。 

施 利 亚 耶 夫 是 现代 概率 论 莫 基 人 、 前 苏联 
科学 院 院士 、 著 名 数学 家 A. H. 柯 尔 莫 戈 洛 夫 
的 学 生 。 施 利 亚 耶 夫 的 科学 活动 , 涉及 概率 论 、 
数理 统计 和 人 金融 数学 及 其 各 种 不 同 领域 , 出 版 了 
20 SAH, 150 多 篇 学 术 论 文 。 本 书 被 认为 是 随 
机 金融 数学 方面 最 深刻 的 一 本 著作 。 

施 利 亚 耶 夫 的 社会 科技 、 国 际 学 术 活 动 非 
常 活 跃 , 多 次 在 重要 的 国际 学 术 会 议 上 作 学 术 报 
n 参与 许多 学 术 研 讨 会 的 组 织 工作 。 曾 担任 : E] 
际 伯 努 利 学 会 主席 (1989 一 1991) , 国际 巴 施 里 
叶 金 融 学 会 主席 (1998 一 1999), 俄罗斯 精算 协 
会 主席 (1994 一 1998)。1985 年 当选 为 大 不 列 颠 
皇家 统计 学 会 荣誉 成 员 。 1990 年 当选 为 欧洲 科 
学 院 院 士 。 1997 年 当选 为 纽约 科学 院 院士 。 
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1. 金融 结构 和 金融 工具 


按照 现代 观点 (参见 , 例如 , [79], [334] 和 [345]), 金融 理论 和 金融 工程 要 求 研究 
金融 结构 的 性 质 , 以 及 利用 各 种 金融 工具 和 金融 运作 , 考虑 时 间 、 风 险 和 (通常 是 随 
机 的 ) 周围 环境 特征 等 因素 , 力求 以 最 合理 的 方式 配置 金融 资源 . 
时 间 、 动 态 变化 、 不 确定 性 、 随 机 性 : 正 是 因为 有 这 些 元 素 , 使 得 “概率 统计 ” 理 
论 , 诸如 ， 
e 随机 过 程 ， 
e 随机 分 析 ， 
。 随 机 过 程 统计 ， 
。 随机 最 优化 


形成 了 本 书 中 所 运用 的 适合 金融 理论 和 金融 工程 需要 的 数学 工具 . 


81a. 关键 对 象 和 结构 


1. 我 们 可 区 分 出 下 列 涉及 金融 理论 的 关键 对 象 和 结构 , 它们 被 用 来 定义 和 说 明 
金融 论题 的 特性 , 以 及 金融 数学 和 金融 工程 的 目标 和 工具 : 


e A, 
e A, 
e 中 介 机 构 ， 
e 金融 市 场 . 





机 构 


所 画 出 的 框图 指出 , 在 金融 的 理论 和 实务 中 , 对 上 述 四 种 结构 之 间 , 就 如 上 图 那 
FÉ, 赋 以 金融 市 场 中 心地 位 , 并 且 它 是 随后 叙述 的 金融 的 数学 理论 首先 关注 的 结构 . 


2. 个 体 : 他 们 的 金融 活动 服从 于 “消费 一 投资 ”问题 的 求解 . 个 体 既 作为 消费 
者 ( “是 现在 消费 得 多 些 ”) 又 作为 投资 者 (“还 是 现在 投资 使 将 来 钱 更 多 ? ”) 的 
双重 行为 , 导致 一 个 最 优化 问题 的 研究 , 它 在 数理 经 济 学 上 被 陈述 为 消费 一 储蓄 问 
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A (consumption-saving) 和 投资 组 合 决策 问题 (portfolio decision making). 在 效用 和 
偏好 理论 的 框架 下 , 第 一 个 问题 依靠 (von Neumann-Morgenstein) 关于 在 不 确定 条 
件 下 个 体 的 理性 行为 的 公理 来 处 理 , 它 通过 定量 比较 , 例如 , 通过 求 效 用 函数 (utility 
functions) 的 均值 , 给 出 某 种 类 型 的 最 偏好 行为 . 个 体面 临 的 “投资 组 合 决策 ”问题 
可 粗略 地 描述 为 金融 手段 (考虑 可 能 的 风险 ) 的 最 优 (投资 ) 配置 , 这 里 的 金融 手段 
比如 包括 不 动产 、 黄 金 、 证 券 (人 债券、 股票、 期 权 、 期 货 等 等 ) 之 类 . 建立 投资 组 合 中 
的 分 散 化 观念 (参见 §2b) 是 诸如 “不 要 把 鸡蛋 放 在 一 个 篮子 里 (Don't put all your 
eggs in one basket)", “SIC GRBAC (Nothing ventured, nothing gained)” Z 
类 的 流传 格言 的 体现 . 下 面 , 我 们 将 描述 个 体 在 一 个 证 券 市 场 中 所 面临 的 各 种 机 会 
(取决 于 其 初始 资本 量 ). 

公司 (企业 、 厂商 等 等 ); 具有 诸如 “土地 ”、“ 工 厂 ” 、“ 机 器 ”之 类 物理 上 可 触 
摸 的 贵重 物 , 也 具有 “组织 机 构 ”、“ 市 场 ”、“ 专 利 ” 等 等 类 型 的 贵重 物 ; 它 运 营业 务 
机 构 , 实施 业务 协作 , 开展 技术 生产 治理 . 为 增加 发 展 生产 的 投资 , 公司 时 时 要 发 行 
股票 , 而 有 时 也 发 行 债券 (就 如 政府 那样 )， 公司 的 治理 活动 应 该 由 股票 持 有 者 和 债 
券 所 有 者 的 利益 的 最 大 满足 来 导向 . 

中 介 机 构 (金融 中 介 机 构 ): 它们 是 银行 、( 共 同 基 金 (mutual funds) 类 的 ) 投资 
公司 .养老 基金 、 保 险 公 司 等 等 . 从 事 期 权 、 期货 合约 等 等 交易 的 交易 所 (exchanges) 
也 可 归 为 中 介 机 构 . 

举世 闻名 (1997 年 ) 的 交易 所 诸如 NYSE (New York Stock Exchange, 纽约 股票 
交易 所 ), AMEX (American Stock Exchange, 美国 股票 交易 所 ), NASDAQ (National 
Association of Securities Dealers Automated Quotation System, 全 国 证 券 交 易 商 自 
动 报价 系统 协会 , The NASDAQ Stock Market, 纳 斯 达 克 股 票 交易 所 ), NYFE (New 
York Futures Exchange, 纽约 期 货 交 易 所 ), CBOT (Chicago Board of Trade, 芝加哥 
商品 交易 所 ) 等 等 , 它们 全 在 美国 .? 


3. 金融 市 场 是 货币 和 外 汇市 场 、 贵 金属 市 场 、 包括 证 券 在 内 的 金融 工具 市 场 的 
在 金融 工具 市 场 中 , 通常 可 区 分 为 


° 基本 (一 级 ) TR, 
。 衍 生 (二 级 ) 工具 ; 


后 者 是 在 (更 初等 的 ) 基本 工具 的 基础 上 构造 的 复杂 金融 工具 . 
基本 金融 工具 包括 下 列 证 券 : 


1) 以 后 我 们 将 经 常 完全 面向 在 美国 的 金融 机 构 及 其 进行 的 金融 活动 . 其 主要 原因 在 于 美国 的 金 
融 市 场 有 着 根深 蒂 固 的 传统 (PARE); 也 就 是 说 , 有 许多 金融 创新 与 这 个 市 场 相 联 系 . 同时 , 对 
于 美国 市 场 有 浩瀚 的 文献 和 无 数 的 日 常 出 版 物 , 以 及 众多 的 专著 、 教 科 书 、 参 考 书 等 等 来 研讨 它 . 
对 此 , 读者 容易 通过 书 末 所 引 的 文献 来 核对 . 
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。 银 行 账户 ， 
。 债券 ， 
e 股票 . 


衍生 金融 工具 包括 下 列 证 券 : 


。 期 权 ， 

。 期 货 合 约 ， 

e 权证 ， 

e HH, 

。 组 合 期 权 ， 

。 价 差 期 权 ， 

。 复 合 期 权 等 等 


我 们 注意 到 , 金融 工程 常常 被 定义 为 衍生 金融 工具 的 制作 (目的 是 为 了 增加 资 
本 和 降低 风险 , 后 者 是 由 未 来 市 场 状况 的 不 确定 性 所 引起 的 ). 
我 们 现在 来 描述 金融 市 场 的 若干 基本 要 素 . 


81b. 金融 市 场 


i. 货币 的 起 源 要 追溯 到 人 们 学 习 “ 物 物 交换 ”的 时 代 , 即 把 人 们 的 “所 有 物 ” 换 
为 “ 想 要 物 ” 的 时 代 . 这 种 相互 关系 体系 至 今 仍 然 有 效 : 我 们 在 商品 交换 中 用 货币 去 
买 我 们 想 要 的 货品 , 而 出 售 者 又 转 而 用 所 得 到 的 货币 去 购买 别 的 物品 ; 与 此 同时 , 货 
币 也 是 服务 的 支付 手段 . - 

现代 技术 在 货币 流通 的 方式 上 有 一 场 革 命 . 当前 在 美国 流通 的 全 部 美元 量 中 只 
有 8% 以 银行 票据 和 现 钱 作为 支付 手段 ， 主要 货币 支付 是 通过 电子 通信 用 支票 和 信 
用 卡 来 传输 的 . 

货币 除了 它 的 “流通 介质 ”功能 以 外 , 它 还 扮演 重要 的 “价值 度量 ”和 “储存 手 
段 ” 的 角色 ([108]). 


2 外币: 作为 其 他 国家 的 货币 (其 定量 取决 于 汇率 等 等 ), 它 是 要 求 用 “外 国货 
币 ” 来 实现 的 国际 经 济 联系 的 支付 手段 ; 它 的 储备 量 是 国民 经 济 繁 荣昌 盛 的 重要 指 
标 . 

经 济 全 球 化 促成 了 多 个 不 同 国家 的 货币 联盟 , 承诺 一 起 协调 她 们 的 货币 和 信贷 
政策 以 及 调节 她 们 之 间 的 汇率 关系 . 

著名 的 布 菜 顿 森林 (Bretton-Woods) 货币 信贷 体系 就 是 一 个 例子 . 1944 年 , 在 
美国 新 罕 布什 尔 州 (New Hampshire) 布 菜 顿 森林 举行 了 一 次 国际 贸易 主要 参与 者 的 
会 议 . 在 这 次 会 议 上 , 一 致 同意 维持 一 个 以 “ 布 莱 顿 森林 体系 ”著称 的 货币 体系 , 其 
中 货币 汇率 只 能 在 一 个 非常 狭 罕 的 范围 中 偏离 其 官方 宣布 的 水 平 : 每 边 不 超过 196. 
同时 , 这 些 平价 汇率 都 是 用 美元 来 计算 的 , 而 为 起 动 和 管理 这 一 体系 , 有 关 国 家 建立 
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了 国际 货币 基金 组 织 (International Monetary Foundation, IMF). 


然而 , 由 于 触犯 主要 货币 (美元 、 德 国 马 克 、 日 元 ) 的 1973 年 的 货币 金融 危机 ， 
布 莱 顿 森林 体系 被 认为 已 经 耗 尽 其 作用 , 而 被 浮动 货币 汇率 所 取代 . 

1979 年 3 H, “共同 市 场 ”( 欧 洲 经 济 共同 体 (European Economic Community, 
EEC) 的 大 多 数 成 员 国 创立 了 欧洲 货币 体系 . 这 个 体系 规定 参加 国 的 货币 汇率 的 变 
化 通常 必须 落 在 官方 中 心平 价 率 的 +2.25% 的 范围 内 . 这 时 , 如 果 某 些 国家 的 汇率 被 
认为 处 于 离开 这 一 “走廊 ”的 危险 , 那么 这 些 国 家 的 中 央 银 行 必须 各 自 进行 相互 干 
涉 , 以 防止 这 一 事件 的 继续 进展 和 保证 这 些 国家 之 间 的 汇率 的 稳定 性 . (这 种 状况 说 
明 , 为 什么 类 似 的 体系 也 称 为 “校正 浮动 汇率 体系 ”.) 

另外 的 货币 联盟 的 例子 是 加 勒 比 沿海 、 中 南美 洲 、 东 亚 等 各 种 国家 群体 之 间 的 协 
A, 它们 把 本 国货 币 的 汇率 紧 盯 某 些 强 有 力 的 “领导 货币 ”. (详情 参见 [108; 459-468 
3.) 


3. 贵金属 ( 锭 ): HS. AR. 白金 以 及 其 他 贵金属 (其 中 包括 铂 属 元 素 : KM. 
4 SE. 8T), 它们 在 国际 货币 信贷 系统 中 曾 在 以 前 (尤其 是 在 19 世纪 和 20 世纪 初 ) 
起 着 重要 作用 , 并 且 至 今 还 在 继续 起 作用 . 

在 专著 [108] 的 “金本位 ”一 节 (459-460 页 ) 中 , 关于 黄金 的 作用 叙述 如 下 :“ 几 
乎 在 整个 19 世纪 和 部 分 20 世纪 中 , 黄金 在 国际 货币 信贷 体系 中 起 着 中 心 作用 . 金 
本 位 纪元 起 始 于 1821 年 , 当时 正 是 拿破仑 战争 结束 不 久 , 大 英 帝 国 宣称 , 英镑 可 兑换 
ARS. 美利坚 合众国 立即 紧 随 其 后 , 宣称 美元 也 能 兑换 黄金 . 从 1880 到 1914 年 ， 
金本位 就 四 处 开花 , 但 在 第 一 次 世界 大 战 以 后 , 再 也 没有 恢复 到 当年 的 盛况 . 1971 年 
它 的 痕迹 完全 消失 , 当时 美国 国库 最 终 宣布 废除 以 固定 价格 买卖 黄金 .” 

当然 , 黄金 在 国际 货币 体系 中 继续 起 着 重要 作用 . 例如 , 政府 广泛 运用 黄金 储备 
通过 中 央 银 行 来 偿付 外 债 . 

由 上 述 可 得 , 目前 人 们 可 清晰 地 把 在 外 币 市 场 中 调节 中 央 银 行 活动 的 国际 货币 
信贷 体系 的 发 展 , 区 分 为 三 个 阶段 : “人 金本位” 、“ 布 菜 顿 森林 体系 ”和 “校正 浮动 汇 


4. 银行 账户 可 看 作 债券 型 证 券 (参见 下 面 的 第 5 点 ), 其 本 质 在 于 , 银行 有 义务 
对 人 们 的 账户 支付 确定 的 利息 . 在 以 后 的 讨论 中 , 银行 账户 不 止 一 次 地 出 现 , 在 许多 
情况 下 , 它 是 各 种 证 券 价格 方便 的 “度量 单位 ”. 
通常 要 区 分 两 种 计算 利息 的 基本 方式 : 
e 一 年 m 次 ( 单 利 )， 
。 连续 计算 ( 复 利 ). 


如 果 你 在 一 家 银行 开启 一 个 以 利率 r(m) 一 年 支付 mm 次 利息 的 账户 , 那么 当 你 
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的 初始 资本 为 Bo 时 , N 年 以 后 , 你 的 总 值 就 变 为 


r(m) 


而 在 N + k/m (一 个 分 数值 , 其 中 0 < k < m) 年 时 , 你 的 资本 将 为 


Bn+k/m(m) = Bo (1 + rm) 


m(N+k/m) 
m ) f 


在 以 利率 r(oo) 连续 计算 利息 的 情形 下 , 初始 资本 Bo 在 N 年 后 , 将 等 于 
By(oo) = Boen, (2) 
显然 , 随 着 r(m)  r(oo) Al m 一 oo, 
By (m) ^ Bn(oo). 


如 果 连 续 计 息 的 利率 r(co) = r, 那么 对 应 它 的 “一 年 支付 mm 次 的 利率 ”r(m) 由 
下 列 公式 来 确定 : 
r(m) = m(e"/™ — 1), (3) 


由 此 可 得 , 按照 r(m) 所 对 应 的 等 价 连续 利率 r= r(oo) 可 由 下 列 公 式 求 得 : 
- r(m) 
r=mh (1+ m ) (4) 
在 m= 1 的 特殊 情形 下 , 对 于 他 = r(1) 和 r= r(oo), 我 们 得 到 对 于 这 些 利率 的 
下 列 相 互 转换 公式 : 
f—e'—1,  r-—ln(1-f). (9) 


除了 通告 “年 利率 7" 以 外 , 银行 还 可 能 通告 “年 贴现 率 人 的 值 , 它 意味 着 人 们 
必须 在 账户 中 存 人 Bo = Bi(1—@), 才能 在 一 年 后 得 到 总 量 B = Bi(). 信和 人 之 间 
的 关系 显然 为 

0-090 +F)=1, 
因此 ， 


~ 


可 能 提出 这 样 的 问题 : (假定 连续 计 息 利率 为 7 = a/100) 要 使 你 的 资本 加 倍 , 需 
要 多 少 N 年 ? 很 明显 , N 由 下 列 关 系 式 来 确定 : 


2 = eaN/100 
Rp, 


— 1n2-.100 _ 70 
MM RM 


N 
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在 实际 中 (比如 每 年 计 息 两 次 ), 人 们 经 常 运用 所 谓 72 法 则 : 如 果 利 率 是 a/100， 
那么 经 过 72/a 年 后 资本 加 倍 . 

为 使 读者 对 各 种 方式 的 利息 计算 (m = 1,2,3,4,6,12, 00) 的 资本 增长 有 一 个 印 
象 , MF t =0,1,---,10, Bo = 10000 以 及 r(m) = 0.1, 我 们 引入 对 应 于 所 有 m 的 值 
Bi(m) 的 表 : 




















12 
10000 
11047 
12204 
13482 


oo 
10000 
11052 
12214 
13499 




















13449 
14845 
16386 























18087 











19909 








19965 



































21967 | 22038 | 22109 
24238 | 24325 
26743 | 26851 | 26960 


5. 债券 : 这 是 政府 或 银行 、 企 业 、 股 份 公司 以 及 其 他 金融 机 构 以 积累 资本 为 目 
的 所 发 行 的 债务 契约 . 

债券 在 许多 国家 都 是 非常 普及 的 , 并 且 在 债券 上 的 存款 的 绝对 数量 要 超过 在 股 
票 或 其 他 证 券 上 的 投资 . 它们 的 主要 吸引 力 (尤其 是 对 于 保守 的 投资 者 来 说 ) 在 于 : 
对 于 债券 来 说 , 清 帐 是 在 预定 利率 规范 基础 上 支付 的 ,并 且 确 保 在 规定 的 时 间 偿 还 
全 部 借款 . 当然 , 人 们 不 能 确凿 地 肯定 政府 债券 或 公司 债券 是 无 风险 金融 工具 . 比如 
某 个 濒临 破产 的 公司 在 支付 利息 时 违约 的 风险 当然 总 是 存在 的 . 在 这 一 含义 下 , 政 
府 债 券 比 公司 债券 的 风险 要 小 , 不 过 , 公司 支付 的 利息 也 要 比 政府 支付 的 利息 要 高 . 

债券 购买 者 自然 渴望 知晓 他 想 购 买 的 债券 的 发 行 公司 的 风险 程度 . 人 们 可 在 一 
系列 出 版 物 (例如 “标准 普尔 债券 指南 (Standard & Poor's Bond Guide)” ) 上 找到 各 
种 债券 发 行 金融 机 构 的 评级 . 风险 越 小 的 公司 (BU, 评级 较 高 的 公司 ) 支付 的 利息 越 
少 . 而 相应 的 是 , 评级 较 低 的 公司 发 行 债券 就 要 通过 支付 较 高 的 利息 来 吸引 购买 者 . 

我 们 可 用 几 个 数值 参数 (G)-(vii)) 来 刻画 在 时 刻 t= 0 发 行 的 每 一 种 债券 : 


(i) 面值 (par value, face value) P(T, T), 即 在 到 期 日 向 债券 持 有 者 支付 的 总 额 ; 

Gi) 到 期 日 (债券 到 期 的 年 份 , the year the bond matures) T, Eh T 是 债券 的 生命 
期 (maturity) (对 于 短期 债券 的 生命 期 通常 是 一 年 或 更 短 , 对 于 中 期 债券 是 2-10 
^F, 而 对 于 长 期 债券 了 > 10 年 ); 

(iii) 债券 利率 ( 息 票 收益 率 ) (bond's interest rate, coupon yield) re 决定 红利 , 它 是 由 
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债券 发 行者 向 债券 持 有 者 支付 的 量 , 并 等 于 “cx (面值 )”; 
(iv) 在 时 刻 t = 0 发 行 的 T 年 到 期 的 债券 的 原始 价格 (the original price of bond) 
P(0, T). 


如 果 在 时 刻 t = 0 发 行 的 债券 比如 全 = 10 年 到 期 , 面值 为 $1000, 息 票 利率 
re = 6/100 (=6%), 那么 以 $1000 (原始 价格 ) 购买 的 债券 , 将 在 十 年 内 获得 $600 B 
Al, 它 是 下 列 各 项 之 和 : 


面值 $ 1000 

十 

10 年 利息 1000 x 6% x 10 = $ 600 

购买 价格 $ 1000 
$ 600 


在 时 刻 t= 0 购买 T 年 到 期 的 债券 的 持 有 者 当然 可 在 这 T 年 中 都 持 有 它 , 以 获得 
债券 利息 和 (在 时 刻 T) 获得 债券 面值 . 然而 , 其 实 他 也 可 认为 把 债券 持 有 到 到 期 日 
是 无 利 可 图 的 , 例如 , 如 果 通 货 膨 胀 率 rine > re. 在 这 种 情形 下 , 债券 持 有 者 可 运 
用 他 的 权利 (一 般 来 说 , 可 在 任何 时 刻 c, 0 < t < T) 出 售 (偿还 期 在 时 刻 T. 的 ) 债 
券 , 其 价格 为 其 在 时 刻 t 的 


(v) FAE P(T). 


显然 , P(O,T) 是 债券 在 发 行 时 刻 的 (原始) 价格 , 而 PT, T) 是 它 的 面值 . (在 上 
述 例子 中 , 两 者 都 等 于 $1000.) 虽然 在 原则 上 , TE Pt, T) 有 可 能 高 于 面值 P(T,T)， 
但 在 一 般 情况 下 , 总 有 不 等 式 P(t, T) < P(T,T). 


现在 假定 债券 持 有 者 在 债券 发 行 两 年 后 出 售 债券 , 债券 对 于 上 = 2, T = 10 的 市 
值 P(2,10) 变 为 $8800. 于 是 他 购买 债券 并 持 有 两 年 的 便利 如 下 : 


市 值 $ 800 

十 

利息 1000 x 6% x 2 = $ 120 

购买 价格 $ 1000 
—$ 80 


这 样 , 他 的 盘 利 实际 上 是 负 的 , 即 其 损失 为 $80. BAM, 以 市 值 P(2,10) = 
$ 800 购买 债券 的 投资 者 将 在 以 后 的 8 EPRA: 
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面值 $ 1000 
十 

利息 1000 x 6% x 8 = $ 480 
购买 价格 $ 800 


= $ 680 
我 们 强调 , 确定 息 票 支付 量 的 债券 利率 re 在 债券 的 整个 生命 期 中 是 不 变 的 ， 然 而 ， 
债券 市 值 PET) 是 随时 间 波 动 的 . 这 个 值 是 多 重 经 济 因素 作用 做 加 的 结果 : 需求 和 
供给 , 其 他 证 券 的 收益 率 , 投机 活动 等 等 . 把 (P(t, T)) 看 作 随 时 刻 t (0 « t « T) 18 
变 的 随机 过 程 , 我 们 看 到 , 这 是 一 个 在 下 列 含义 下 的 条 件 过 程 : PCD,T) 的 值 是 固定 
的 , 并 等 于 债券 的 面值 . 

图 1 画 出 了 市 值 P(e, T) 在 时 间 区 间 0 < t « T 上 可 能 有 的 随 上 变化 的 波动 , 而 
它 在 到 期 日 T 的 值 则 “达到 ”预定 的 面值 P(T, T). 


P(0, T) 








一 一 
0 t 





Y 


图 1 债券 市 值 P(t, 了 T) 的 演变 


还 有 一 个 常用 的 债券 特征 为 
(vi) 当前 利率 (the current yield) re(t, T), 0 < t < T, 它 确定 为 “年 利息 ”与 (当前 ) 

市 值 之 比 ， 

rolt, T) = M TY 0ct«T,O 

它 使 得 不 同 的 债券 之 间 有 可 能 进行 相互 比较 . (在 上 述 例子 中 , re(0,10) = re = 6%, 
re(2, 10) = 6% - 1000/800 = 7.5%.) 

此 外 , 还 有 下 列 大 概 是 最 重要 的 债券 特征 , 它 能 够 使 人 们 既 考 虑 利息 支付 、 又 考 
虑 到 期 日 偿还 的 (到 余下 的 有 效 期 的 ) BAY, 并 由 此 给 出 了 另 一 个 比较 不 同 债券 的 可 
能 性 ; 这 一 特征 就 是 

(«49 c t T? 是 英文 版 加 上 的 . 





一 译 者 注 
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(vii) 到 期 盈利 (用 百分比 度量 ) (the yield to maturity) RAF) # 
p(T ~t, T) 


(这 里 -t 是 债券 余下 的 生命 期 ); 它 使 得 在 区 间 (6, T] 上 的 利息 支付 的 折 现 值 
与 面值 之 和 等 于 债券 的 当前 市 值 ; 这 样 一 来 , 盈利 率 定义 为 下 列 方程 的 根 p = 
p(T —t,T): 








‘reP(T, T) P(T, T) 
PUT) = 二 (C+ ^ 9r 6 
(这 里 的 度量 单位 为 一 年 , t = 13,2, , T.) 
ETH PET) 总 是 与 面值 PT, T) 重合 的 情况 下 , 由 这 一 定义 得 到 (T-t, T) = 
在 图 2 中 画 出 了 典型 的 “盈利 曲线 ", 其 中 o(s, T) 的 曲线 图 像 是 作为 余下 时 间 
s 二 也 一 的 函数 来 画 出 的 . 


p(s, T) 








图 2 (FA s=T -t 的 函数 的 盘 利 率 p = p(s, T) 的 曲线 


在 土 述 叙 述 中 , 我 们 没有 触及 市 场 价格 {P(t,T)} 的 结构 问题 , 比如 , 在 概率 论 框 
架 中 来 考察 的 结构 问题 . 对 于 这 样 一 个 相当 不 简单 的 问题 , 我 们 将 在 第 三 章 中 进一步 
讨论 . 

这 里 我 们 仅 注意 到 , 价格 {PE 了 T)} 的 结构 和 动态 变化 的 概率 描述 通常 采用 下 列 
两 种 方式 : 


a) 直接 规定 价格 PE, T) 的 时 间 演 变 (基于 价格 的 方式 , a price-based approach); 

b) 间接 规定 , 其 中 , 首先 规定 的 不 是 价格 PT), 而 是 一 利率 (o(T — t, T)) 的 时 间 
结构 , 或 者 是 “利率 ”型 类 似 特征 的 时 间 结 构 (期 限 结构 的 方式 , a term structure 
approach). 


我 们 还 察觉 到 , SEO AUR AR PR RAK (6) 是 按照 “ 单 利 * 


模式 来 构造 的 (比较 m = 1 的 (1)). 也 不 难 给 出 “ 复 利 ”模式 下 的 相应 公式 (比较 
(2)), 即 在 连续 计 息 情形 下 的 相应 公式 . 
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正如 我 们 已 经 注意 到 , 债券 是 由 各 种 金融 机 构 为 了 各 种 目的 而 发 行 的 . 


公司 债券 (corporate bonds) 的 发 行 目 的 是 为 发 展 生 产 、 现 代 化 、 支 付 
运营 费用 等 等 积累 资本 . 

政府 债券 (government bonds) 用 于 各 种 政府 规划 , 偿还 外 债 等 等 ， 在 
美国 , 政府 债券 就 是 国库 券 、 中 期 国债 、 公 债 (U.S. Treasury bills, notes, 
bonds), © 它们 可 通过 联邦 储备 银行 或 经 纪 商 来 购买 . 

地 方 债券 (municipal bonds) 可 被 州 政府 、 市 政府 等 等 用 于 支付 各 种 项 
H (道路 、 学 校 、 桥 梁 等 等 的 建设 ), 补充 预算 等 等 . 


有 关公 司 债 券 及 其 特征 的 信息 可 在 许多 出 版 物 中 找到 (例如 , 参见 “纽约 股票 
交易 所 (New York Stock Exchange)” 中 的 “纽约 交易 所 债券 (New York Exchange 
Bonds)” 分册, 或 “美国 股票 交易 所 (American Stock Exchange)”). 

关于 债券 信息 的 某 种 方式 的 表示 可 能 以 下 列 形式 来 获得 : 

IBM-JJ15-7% of ’O1, 
它 意味 着 所 提 到 的 债券 是 由 IBM 公司 发 行 的 , 利息 在 1 A (January) 15 HA 7 月 
(July) 15 AXA), 利率 为 re = 7%, 到 期 日 是 2001 年 . 

当然 , 在 这 些 出 版 物 中 也 有 债券 的 面值 及 其 当前 市 值 的 信息 . (详情 参见 例如 , 书 

[469].) 


6. 股票 (stock, stocks): 这 是 由 公司 、 lh. J mg (如 同 在 债券 情形 下 一 样 ) 为 
增加 资本 而 发 行 的 股份 证 券 . 股票 基本 上 可 分 为 两 种 样式 : 普通 股 (common stock) 
和 优先 股 (preferred stock), 持 有 它们 在 红利 支付 和 风险 程度 上 都 有 所 不 同 . 

普通 股 的 持 有 者 获得 红利 作为 他 对 公司 的 利润 (收益 ) 份额 , 其 数量 取决 于 公司 
的 经 营 成 果 . 在 公司 破产 的 情形 下 , 投资 者 丧失 其 全 部 投资 . 优先 股 则 在 失去 其 全 部 
投资 上 的 风险 程度 较 小 ; 其 红利 发 放 是 有 保证 的 , 尽管 一 般 来 说 , 红利 的 幅度 不 会 随 
着 公司 的 利润 增加 而 增加 . 

还 有 其 他 样式 的 股票 , 它们 涉及 参股 的 份额 , 发 放 红利 的 特殊 方式 等 等 . 

许多 购买 股票 的 投资 者 并 非 是 被 红利 (对 应 债券 情形 下 的 利息 ) 所 吸引 , 而 是 由 
于 股票 价格 的 波动 , 他 可 通过 比 别 人 超前 地 低 买 高 卖 而 有 机 会 “赚钱 ”. 

根据 某 些 估计 , 5 千 多 万 美国 人 持 有 股票 . (1992 ER, 2418447 名 投资 者 持 有 
AT&T 公司 的 股票 , 其 股票 总 数 为 1339916 615 股 ; 参见 [357].) 

为 买卖 股票 , 人 们 需要 去 找 一 家 经 纪行 (brokerage house), 这 是 成 为 股票 交易 所 
(stock exchange) 会 员 的 投资 公司 . 应 该 注意 到 , 尽管 个 体 股民 数 在 增长 , 个 体 所 持 有 


OC pill, note, bond 的 区 别 就 在 于 债券 的 期 限 , 它们 也 可 明确 地 译 为 : 短期 国债 、 中 期 国债 和 长 期 
国债 . 一 一 译 者 注 


1 在 欧洲 利息 通常 一 年 发 放 一 次 , 但 在 美国 是 两 次 , 每 隔 6 个 月 发 放 一 次 . 
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的 实际 股份 数 却 在 下 降 ; 这 是 因为 个 体 投资 者 通常 不 直接 参与 证 券 市 场 的 活动 , 而 是 
通过 “机 构 投 资 者 ”(institutional investors), 其 中 包括 共同 基金 (mutual funds)、 养 
老 体系 ,保险 公司 、 银行 等 等 , 它们 是 包括 股市 在 内 的 证 券 市 场 上 的 基本 “局 中 人 ”. 

股票 交易 是 在 各 国 的 交易 所 中 进行 的 最早 的 交易 所 看 来 是 早 在 17 世纪 出 现 
的 阿姆斯特丹 证 券 交 易 所 (1602), 其 交易 对 象 是 股份 公司 的 股票 . 在 传统 上 , 欧洲 的 
(证 券 ) 交易 所 处 于 银行 的 有 力 控 制 之 下 . 与 此 同时 , 美国 的 证 券 交 易 所 是 与 银行 系 
统 分 隔 的 ([482; 第 10 页 ]). 

(1997 年 前 后 ) 两 个 最 大 的 美国 交易 所 是 NYSE (New York Stock Exchange， 纽约 
股票 交易 所 , 成 立 于 1817 年 ; 1987 年 有 1366 个 “席位 ”(seats)) 和 AMEX (American 
Stock Exchange, 美国 股票 交易 所 , 它 是 在 1842 年 创建 的 纽约 路 边 交 易 所 (New York 
Curb Exchange) 的 基础 上 于 1921 年 形成 的 ). 一 家 公司 为 了 使 自 己 的 股票 能 在 交易 
所 上 市 , 它 必 须 满足 某 些 要 求 ( 它 的 规模 、 利 润 等 等 )， 例 如 , NYSE 这 样 要 求 公司 : 
税 前 所 得 ( 计 税 前 的 利润 , pre-tax earnings, pre-tax profit) 必须 2500 万 美元 以 上 , 股 
份 数 必须 110 万 份 以 上 ; 市 值 必 须 1800 万 美元 以 上 . 尤其 是 , 只 有 著名 的 大 公司 的 
股票 才能 在 该 交易 所 交易 (1993 年 有 2089 家 上 市 公司 )J@. 在 AMEX 交易 的 基本 上 
是 中 等 规模 公司 的 股票 ; 在 那里 上 市 的 公司 有 841 AO. 

NASDAQ ( 纳 斯 达 克 , National Association of Securities Dealers Automatic Quo- 
tations) 交易 所 是 美国 的 另 一 家 股票 交易 的 大 机 构 ; 各 种 规模 的 上 市 公司 有 4700 家 ， 
其 中 有 大 公司 , 有 中 公司 , 也 有 迅速 发 展 的 小 公司 . 

参与 OTC (Over-the-counter, 场 外 ) 证 券 市 场 的 公司 数 (40000 家 左右 , [357]) 引 
人 注目 . 这 个 市 场 如 同 NASDAQ 那样 , 没有 类 似 NYSE, AMEX 等 等 那样 的 中 心 场 
B. 交易 是 由 经 销 商 通过 计算 机 电子 通信 来 进行 的 , 而 经 销 商 就 在 自己 的 账户 上 买 
ERE. 这 种 交易 包括 形形色色 、 五 花 八 门 的 证 券 : 普通 股 与 优先 股 、 公 司 债券 、 美 
国政 府 发 行 的 各 种 证 券 、 地 方 债券 、 期 权 、 权证、 海外 证 券 . 

转向 OTC 的 基本 原因 或 者 因为 是 小 公司 、 新 公司 , 或 者 因为 是 公司 股份 数 不 
多 ; 这 就 是 说 , OTC 对 于 公司 的 资本 规模 等 等 实际 上 没有 要 求 (或 者 说 只 有 最 起 码 
的 要 求 ). 

另 一 方面 , 那些 符合 其 他 交易 所 要 求 的 公司 也 经 常 转向 OTC, 只 要 OTC 的 “ 交 
易 谈 判 * 风格 比 “组 织 良好 的 交易 所 ”系统 所 要 求 的 更 方便 . 还 可 能 有 别 的 原因 来 转 
向 OTC ABE, 比如 , 有 的 公司 难以 按 “ 大 ”交易 所 的 要 求 来 披露 其 财务 状况 . 

当然 , 无 论 对 于 “大 ”投资 者 , 还 是 对 于 “小 ”投资 者 来 说 , 重要 的 是 关于 进行 股 
票 交易 的 公司 状况 、 股 票 报价 及 其 演变 的 信息 . 同样 重要 的 是 还 有 有 有关“ 整体 ”经 济 
状况 、 证 券 市 场 状况 的 信息 , 它们 都 以 某 种 “综合 ”指数 “一 般 化 ”指数 来 表达 . 

MAB “整体 ”状况 的 信息 的 视角 来 看 , 最 著名 的 是 道琼斯 (Dow Jones) 平均 指 


@ 截 止 到 2006 年 底 , NYSE 的 上 市 公司 为 2764 家 . 译 者 注 
四 截止 到 2007 Æ 6 A, NYSE 的 上 市 公司 为 859 Z. 一 一 FATE 
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数 和 道琼斯 指数 . 平均 指数 有 四 种 : 
e 道琼斯 工业 平均 指数 (Dow Jones Industrial Average, DJIA, 它 取 自 30 家 工业 


公司 ); 

e 道琼斯 运输 平均 指数 (Dow Jones Transpotation Average, 它 取 自 20 家 航空 、 铁 
路 和 运输 公司 ); 

e 道琼斯 公用 事业 平均 指数 (Dow Jones Utility Average, 它 取 自 15 家 煤气 、 电力 
和 人 能源 公司 ); 

o 道琼斯 65 综合 平均 指数 (Dow Jones 65 Composite Average, 它 取 自 包括 在 上 述 
三 种 平均 指数 内 的 65 家 公司 ). 


注意 , 比如 , 通常 就 称 为 道 (Dow) 指数 的 (综合 ) 指数 DJIA, 它 由 30 家 大 型 
(“蓝筹 (blue-chip)”) 公司 所 构成 , 但 它 并 非 是 一 个 简单 的 算术 平均 指数 , 而 是 根据 有 
较 高 市 值 的 公司 的 股票 在 综合 指数 中 有 较 大 的 权重 来 形成 的 .这样 一 来 , 少数 公司 
的 股票 价格 的 大 变化 可 引起 指数 整体 值 的 强烈 变化 (就 如 经 济 的 “工业 ”状况 指标 
ARE) 9101. 

(关于 Dow AR. 1883 4E, Charles H. Dow 开始 列 出 九 家 铁路 公司 和 两 家 
制造 业 公司 的 “收盘 价 ” 平 均值 表 . 这 些 表 被 广泛 流传 运用 , 并 且 为 Dow 及 其 同伙 
Edward H. Jones 于 1889 年 一 起 创建 《华尔街 日 报 (The Wall Street Journal) ) Be 
了 基础 . 参见 例如 , [310].) 

除了 道琼斯 指数 以 外 , 广泛 流传 的 指数 有 : 

e 标准 普尔 500 指数 (Standard & Poor's 500 Index, S&P500), 
e NYSE 综合 指数 (The NYSE Composite index), 
e NASDAQ 综合 指数 (The NASDAQ Composite index), 
e AMEX 市 值 指 数 (The AMEX Market Value index), 
e Value Line, 
e Russel 2000, 
e Wilshire 5000, 


标准 普尔 500 指数 (不 同 于 “道琼斯 ”) 目前 是 由 大 量 公司 来 构成 的 (总数 为 500 
= 400 工业 公司 + 20 运输 公司 + 40 公用 事业 + 40 金融 公司 ); NYSE 指数 包括 所 
有 在 纽约 股票 交易 所 上 市 的 公司 的 股票 , 如 此 等 等 . 

(关于 标准 普尔 (Standard & Poor) 的 历史 . Henry Varnum Poor H 1860 年 起 开 
始 每 年 发 布 《公司 统计 的 普尔 手册 (Poor's Manual of Corporate Statistics) 》, 比 道 
琼斯 公司 首次 每 日 发 布 “ 收 盘 价 ”平均 值 还 要 早 20 Æ. 1941 4E, 普尔 金融 服务 公司 
(Poor’s Finance Services) 与 标准 统计 公司 (Standard Statistic Company) 合并 , 后 者 
是 另 一 个 金融 信息 搜集 发 布 方面 的 领军 公司 . 这 一 联盟 的 结果 使 得 所 创建 的 标准 普 
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尔 公 司 变 为 金融 统计 的 大 型 信息 服务 发 布 商 (参见 , 例如 , [310].) 

除了 上 述 类 型 的 各 种 出 版 物 以 外 , 人 们 还 可 通过 “NASDAQ” 电子 系统 获得 5000 
多 家 参与 OTC 交易 的 公司 的 股票 的 “买卖 ”价格 (“bid price” Fil “ask price”) 的 即 
时 信息 @. 通过 经 销 商 , 经 纪 商 可 在 任何 时 刻 知晓 其 他 经 销 商 所 报 的 买卖 价格 . 然后 ， 
经 纪 商 可 直接 与 价格 上 看 来 对 他 更 有 吸引 力 的 某 个 经 销 商 进行 “交易 接触 ” 

经 济 全 球 化 导致 人 们 有 必要 不 仅 要 知道 本 国 公司 的 状况 , 还 要 知道 其 他 国家 公 
司 的 状况 . 相应 的 出 版 物 也 存在 (在 美国 采用 这 样 的 术语 用 法 : 术语 “世界 (World)”、 
“世界 范围 (Worldwide)” 或者“ 全球 的 (Global)” 是 指 包括 美国 市 场 在 内 的 所 有 市 
场 ; 而 术语 “国际 的 (International)” 只 指 美国 以 外 的 外 国 市 场 )， 

关于 16 家 国际 (International) 主要 交易 所 的 状况 可 从 《华尔街 日 报 (The Wall 
Street Journal) 》 上 得 知 , 它 在 其 “股票 市 场 指 数 (Stock Market Indices)” 版 上 登载 这 
些 交易 所 的 每 日 收市 指数 及 其 与 上 一 日 相 比 的 相对 和 绝对 变化 . 

每 个 人 都 根据 许多 出 版 物 (甚至 在 日 常 报纸 上 ) 熟知 , 股价 和 各 种 金融 指数 值 都 
总 是 以 诡异 混沌 的 方式 变化 . 

这 里 我 们 以 表明 DJIA 指数 变化 的 图 像 为 例 ( 见 图 3). 
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图 3 道琼斯 工业 平均 指数 (DJIA, Dow Jones Industrial Average) 的 演变 . 1987 年 10 月 19 日 ,在 
这 个 崩盘 日 , DJIA FRR 508 点 . 


在 图 4 上, 画 出 了 S&P500 指数 在 1982—1988 年 期 间 的 日 变化 S = (Sn) 由 再 
下 一 个 图 看 来 很 明显 , 从 研究 指数 中 所 蕴含 的 “随机 ”状态 的 视角 来 看 , 更 为 方便 的 


FER S = (Sy), 而 是 量 hs = In T 后 者 可 解释 为 “收益 率 " “回报 率 " 或 “对 


数 收 益 率 ，( 参 见 第 一 章 , la)， 它 们 的 性 态 比 S = (Sr) 呈现 得 更 “均匀 "， 对 应 的 
h = (hn) 的 值 的 图 像 在 图 5 中 画 出 . 
在 图 3 和 图 4 中 清晰 可 见 的 1987 年 未 的 急剧 下 跌 , 有 关 著 名 的 十 月 崩盘 ; 当时 


g@ 英 译本 在 这 里 还 加 上 可 通过 下 列 系 统 获得 金融 信息 : 路 透 (Reuter) . 8218. (Bloomberg), Knight 
Ridder 、Telerate. 译 者 注 
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图 5 根据 图 4 的 数据 所 构造 的 S&eP500 指数 的 ha. = In = 的 每 日 值 


n—1 


股价 突然 狂 跌 , MRAKA CARA”, 赶紧 抛售 股票 . 股票 的 大 量 抛售 引起 人 们 情 
AL FE LAR AR, 并 造成 市 场 上 股票 出 售 价 一 演 而 下 . 例如 , 在 NYSE, 1987 
年 整个 1 H, 只 有 3 亿 股 转手 , 而 在 崩盘 日 10 月 19 日 有 6 亿 零 4 百 万 股 转手 , 到 
10 月 20 A, 这 个 数目 又 增加 到 6 亿 零 8 百 万 股 . 

在 崩盘 日 , AT&T 股票 的 开盘 价 为 $30, 而 收盘 价 为 823%. 这 样 一 来 , 该 公司 损 
AT 21.296 的 市 值 . | 

整体 来 说 , 在 1987 年 10 H 19 H, DITA 比 1986 年 12 H 31 A FEET. 22.6%. 
用 绝对 数值 表达 , 它 意味 着 5 千 亿 美元 . 
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另 一 个 著名 的 经 济 危 机 是 在 1929 E, 同样 发 生 在 十 月 . NYSE 交易 所 在 (危机 
Bi) 10 月 24 日 转手 了 1290 万 股 , 而 在 崩盘 日 10 月 29 日 则 转手 1640 AR. 与 此 相 
应 的 是 , DJIA 指数 在 10 月 29 日 比 1928 年 12 月 31 日 下 跌 了 12.8%, 用 绝对 数值 
表达 , 它 意味 着 140 亿美 元 . 

在 图 3-5 中 我 们 可 清楚 地 看 到 DJIA 指数 和 S&P500 指数 在 一 个 几 年 的 时 期 中 
游 飞 不 定 的 波动 特征 . 作为 补充 , 在 图 6 中 , 我 们 还 直观 表明 DEM/USD 汇率 在 一 
个 交易 日 ( 即 1993 年 8 月 19 日 , 星期 四 ) 中 是 怎样 变化 的 . 
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图 6 汇率 DEM/USD (“买卖 ”差价 之 间 ) 的 平均 值 在 1993 年 8 A 19 日 一 整 天 的 动态 变化 (0 点 
对 应 格林 威 治 时 间 0:00) 


首先 试图 依靠 概率 论 概 念 来 对 (巴黎 市 场 的 ) 股价 的 演变 S = (Seo 进行 数 
学 描述 的 是 Louis Bachelier (1870.03.11 一 1946.04.28) 在 他 的 博士 论文 《投机 理论 
(Théorie de la spéculation) 》 中 作出 的 ; 该 文 发 表 于 《高 师 科 学 纪要 (Annales Scien- 
tifiques de l'Ecole Normale Supérieure) ) 第 17 卷 (1900), 21-86 页 , [12], 其 中 Bachelier 
把 S = (Si)tzo 看 作 一 个 随机 过 程 . 

在 分 析 价格 的 经 验 数据 SO, t = 0,A,2A，… (时 间 间 隔 为 A) 时 , 他 察觉 5( 人 一 
SS) 的 均值 (在 统计 意义 下 ) WH, 并 且 起 伏 [SI - SA 是 VA 阶 的 . 

有 同样 性 质 的 例如 有 随机 游 走 S$, t = 0, A,2A,…， 


S? — Ss M 4, 


*«[&] 


其 中 eA 是 以 概率 L 取 两 个 值 to VA 的 独立 同 分 布 随机 变量 ， 
A — 0 的 极限 过 渡 (在 相应 的 概率 意义 下 ) 导致 随机 过 程 


St = So 十 II t 20, 
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其 中 W = (Wihio 无 非 就 是 Bachelier 考察 的 布朗 运动 (或 者 以 N. Wiener ( 维 纳 ) 
的 名 义 称 为 维 纳 过 程 , 1923 年 维 纳 在 [476] 中 构造 了 这 种 过 程 , 并 对 它 发 展 了 严格 数 
学 理论 ; 也 参见 后 面 的 第 三 章 , 83a). 

从 布朗 运动 出 发 ， L. Bachelier 给 出 了 数学 期 望 公 式 Cr = Efr, 这 里 fr = (Sx 一 
K)*; 从 现代 观点 来 看 , 它 给 出 了 (在 假定 银行 账户 的 利率 + = 0 以 及 Bo = 1 的 条 件 
”下 ) 号 购买 一 个 标准 买 人 期 权 的 合理 (公平 ) 价格 (BAE), 它 是 标准 买 人 期 权 (call 
option) 购买 者 应 该 向 期 权 发 行者 支付 的 钱 , 后 者 承诺 在 到 期 日 (maturity time) T 以 
执行 价格 (strike price, exercise price) K 出 售 股票 (参见 下 面 的 $1c). (如 果 Sr > K, 
那么 期 权 购 买 者 有 综合 利润 为 Sr- K = Cr, 因为 他 能 够 以 价格 K 来 买 人 股票 , 再 
以 较 高 的 价格 Sr 来 卖 出 ; 而 当 Sp < K 时 , 购买 者 只 需 不 把 期 权 提交 执行 , 并 且 他 





的 损失 等 于 所 支付 的 权利 金 Cr.) 
Bachelier 求 得 的 公式 (参见 第 八 章 ， 81a) 
Cr = (Sy - K)® (s) tov To ( i ) (7) 
其 中 





pa) = eer, (x) = f. «oo», 


事实 上 是 对 于 标准 买 人 期 权 合 理 价格 的 著名 的 Black-Scholes 公式 (参见 第 八 章 §1b) 
的 前 驱 ; 对 于 后 者 假定 S = (S,) 用 几何 (或 经 济 ) 布朗 运动 来 描述 : 


Si 一 Soe Wet (Ho? /2)t (8) 


这 里 W = (Wi)izo 是 布朗 运动 . 
在 假定 银行 账户 利率 + 等 于 零 和 Bo = 1 的 条 件 下 , Black-Scholes 公式 给 出 下 
列 对 于 标准 买 人 期 权 的 合理 价格 Cr = E(Sp — K)* 的 表达 式 : 


Cr = So*(y.) — Ko(y..), (9) 
其 中 
2 
y+ = [m žo + | f^ (10) 


(ET r 40 Bo > 0 情形 下 的 一 般 Black-Scholes 公式 , 参见 第 八 章 , 81b.) 
值得 注意 的 是 , 根据 (7), 当 K = So 时 ， 


IT 
Cpco on? 


@ 这 里 和 以 后 的 关于 Bo = 1 的 条 件 都 是 英 译本 加 上 的 . 一 一 译 者 注 
“Bo > 0” 和 *81b^ 是 英 译本 加 上 的 . 一 一 译 者 注 
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它 给 出 了 合理 期 权 价 格 随 “执行 时 间 ” T 的 增长 而 增长 的 表示 式 . 

“正确 ”描述 这 样 那样 的 股价 类 金融 指数 S = (S,)so 的 动态 变化 的 问题 , 还 远 
没有 完全 研究 清楚 , 并 且 它 是 多 项 概率 论 和 统计 特征 研究 的 对 象 (以 后 的 第 二 、 三 、 
四 章 都 讨论 这 类 问题 ). 正如 我 们 早已 说 明 ( 见 第 4 点 ), 类 似 的 (但 大 概 更 为 困难 的 ) 
问题 也 在 联系 债券 市 场 价格 P = (PC,T)) 的 随机 演化 描述 时 发 生 , 后 者 作为 随机 过 
FB(O<t<T < co) TE «iw ^ (BE t — T) 有 固定 条 件 . (这 些 问 题 将 在 下 面 的 第 
三 章 中 讨论 .) 


$1c. 衍生 证 券 市 场 . 金融 工具 


1. 1970 年 代 初 , 世界 各 国 对 证 券 市 场 的 兴趣 都 陡然 大 增 . 人 们 自然 试图 理解 ， 
1970 年 代 初 发 生 了 什么 , 它们 对 经 济 的 新 发 展 ， 尤 其 是 对 证 券 市 场 , 产生 怎样 的 冲 
击 . 

金融 市 场 ( 既 包 括 资本 市 场 : 长 期 证 券 市 场 , 也 包括 货币 市 场 : 短期 证 券 市 场 ) 
在 1960 年 代 以 非常 低 的 波动 率 (变化 率 ) 而 著称 , 利率 非常 稳定 , 而 汇率 是 固定 的 . 
从 1934 年 到 1971 FRSA AA) (—28.25 克 ) 35 美元 的 固定 价格 买卖 黄金 . 
美元 被 看 作 黄 金 的 等 价 物 ,“ 贵 如 黄金 ”. 尤其 是 , 黄金 的 真实 价格 不 是 由 市 场 力量 来 
决定 的 , 而 是 以 人 为 方式 来 决定 的 . 

这 样 的 一 般 市 场 状 况 限 制 了 投资 的 主动 性 , 也 阻碍 了 引进 金融 新 技术 . 

另 一 方面 , 1970 年 代 发 生 了 几 起 导致 金融 市 场 结 构 巨 大 变化 和 波动 率 大 为 增长 
的 事件 . 我 们 列举 其 中 最 重要 的 一 些 (参见 [345], [108], 也 参见 §1b 的 第 2 点 ). 

1) (1973 4E) 许多 国家 群体 放弃 固定 汇率 , 而 转向 “浮动 ”汇率 (使 某 些 货币 在 
某 个 确定 的 “带子 ”内 浮动 ); 由 此 特别 是 提出 了 关于 中 央 银 行 怎样 最 优 干预 这 一 有 
趣 而 重要 的 问题 . 

2) 美元 (相对 于 黄金 ) 的 贬值 : 1971 年 尼克 松 政府 放 奔 了 1 APRE 35 美元 这 
一 固定 价格 . 这 导致 在 1970 年 代 以 美元 计算 的 黄金 价格 急剧 上 涨 : 在 1980 年 它 已 
涨 到 1 盎司 570 美元 , 1984 年 回落 到 308 美元 ; 从 1984 年 起 金价 多 半 浮 动 在 300 到 
400 美元 之 间 . 

3) 由 于 石油 卡特 尔 OPEC 的 政策 而 引起 的 全 球 石油 危机 开始 成 为 国际 市 场 上 石 
油价 格 的 基本 规律 之 一 -. (OPEC (Organization of the Petroleum Exporting Coutries, 
石油 输出 国 组 织 ) 建立 于 1960 F, 引 在 统一 和 协调 该 组 织 成 员 的 石油 政策 , 以 保护 
她 们 的 利益 ; ABT, 它 的 成 员 是 阿尔 及 利 亚 、 安哥拉 、 印度 尼 西 亚 、 伊 朗 、 伊 拉克 、 科 
威 特 、 利 比 亚 、 尼 日 利 亚 、 卡塔尔 、 沙 特 阿拉 伯 、 阿 联 酋 、 委 内 瑞 亚 .)3 

4) 股票 销售 活动 的 衰落 . (在 美国 , 这 一 衰落 按 其 实际 价值 计算 超过 在 1930 年 
代 大 衰退 时 期 的 衰落 .) 

@ 译 者 在 这 里 加 入 了 2007 年 开始 参加 的 成 员 国 : 安哥拉 . 另外 , 厄瓜多尔 和 加 入 也 曾经 是 成 员 
国 . 英文 版 在 这 里 略 去 了 对 OPEC 的 说 明 . 译 者 注 
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5) 世界 各 国 处 于 (特别 是 考虑 到 第 二 次 世界 大 战 的 破坏 ) 不 同 的 经 济 状 态 . 

在 这 样 的 条 件 下 , 传统 的 “ 单 途 经 验 的 方法 (拇指 法 则 )”{the old “rules of thumb") 
和 简单 的 回归 模型 开始 不 能 充分 反映 经 济 状 态 , 其 中 包括 金融 业务 . 

事实 上 , 市 场 对 于 投资 者 来 说 , 迅猛 地 展现 了 新 的 机 会 , 使 他 们 的 投机 活动 (不 
是 在 这 个 词 的 贬义 下 来 理解 , 而 是 在 它 的 原来 意义 下 来 理解 : “投机 (speculation)”: 
预想 , 思辨 构想 , 沉思 ) 获得 了 广阔 天 地 . 各 地 开始 建立 起 期 权 、 债 券 期 货 的 交易 所 . 
1973 年 CBOE (Chicago Board Options Exchange, 芝加哥 期 权 交 易 所 ) 开张 , 它 是 专 
门 从 事 标 准 期 权 合 约 交 易 的 交易 所 . 投资 者 对 这 一 新 的 更 具有 活力 的 机 会 立即 作出 
响应 . 在 开张 日 4 月 26 H, 出 售 了 911 个 16 种 股票 的 买 人 期 权 合约 ; 一 年 以 后 , 日 
交易 量 达 到 2 万 多 合约 ; 三 年 以 后 达到 每 日 10 万 ; 1987 年 则 是 每 日 70 万 . 如 果 再 
考虑 到 每 张 合约 都 涉及 买卖 100 股 股票 , 那么 , 这 就 是 说 , 在 1987 年 的 日 转手 率 是 
每 日 7 千 万 股 . (详情 参见 [353].)@ 

同样 在 1987 F, 纽约 股 柴 交易 所 NYSE (New York Stock Exchange) 的 日 转手 
率 为 1900 万 股 . 

1973 年 令 人 瞩目 并 非 仅 仅 是 建立 了 第 一 家 有 组 织 的 标准 期 权 合 约 的 交易 所 . 与 
此 同时 的 是 两 篇 著作 的 发 表 : F. Black and M. Scholes. The pricing of options and 
corporate liabilities (期 权 定 价 和 公司 债务 ), [44], 以 及 R. C. Merton. The theory of 
rational option pricing (理性 期 权 定 价 理论 ), [346]; 这 两 篇 著作 可 以 毫 不 夸张 地 说 在 
金融 资产 定价 的 方法 论 上 引起 了 彻底 革命 . 看 来 很 难 指出 在 金融 学 文献 中 还 有 别 的 
理论 研究 在 金融 资产 定价 的 实务 中 那么 快 地 找到 应 用 , 并 且 还 成 为 更 复杂 的 期 权 以 
及 其 他 形式 的 往生 证 券 的 各 种 各 样 研究 的 源泉 . 


2. 在 金融 工程 师 作 为 工具 来 运用 的 衍生 证 券 中 , 期 权 合 约 和 期 货 合 约 处 于 最 显 
著 的 地 位 . 通常 认为 , 这 两 者 和 另 一 些 衍生 证 券 都 有 很 高 的 风险 ; 但 与 此 同时 , 它们 
及 其 各 种 各 样 的 组 合 不 仅 被 用 来 成 功 地 获得 (投机 ) 利润 , 并 且 也 为 价格 的 剧烈 变化 
提供 了 保护 手段 . 


HAW (option): 这 是 由 公司 、 银行 和 其 他 金融 机 构 发 行 的 证 券 (合约 )， 
它 赋 以 购买 者 按 预 定 的 条 件 在 今后 某 一 个 期 间或 时 刻 来 购买 或 出 售 某 种 确 
定 的 有 价 品 (例如 , 股票 .债券 、 外 汇 ) 的 权利 . 
与 给 出 购买 或 出 售 权利 的 期 权 不 同 ， 


期 货 或 期 货 合 约 (futures): 这 是 在 未 来 的 某 个 确定 的 时 刻 按 照 在 签约 
时 刻 承诺 的 (期 货 ) 价格 来 购买 或 出 售 某 种 确定 的 有 价 品 (例如 , 黄金 、 谷 
物 、 外 汇 ) 的 承诺 义务 . 


©2005 年 , CBOE 的 期 权 交易 总 量 为 468249301 个 合约 , 比 上 年 增加 30, 这 些 合约 的 总 值 超过 
12 万 亿美 元 . 一 一 译 者 注 
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a) 期 货 对 于 形形色色 的 商品 和 有 价 品 的 购买 者 和 出 售 者 来 说 都 有 实际 意义 . 

例如 , 操心 在 未 来 以 “好 ”价钱 出 售 其 谷物 、 而 又 担心 价格 会 突然 “下 跌 ” 的 精 
明 的 农夫 乐于 与 磨坊 主 (面包 师 ) 签订 一 个 “适当 的 ”( 尚 未 成 熟 的 ) 谷物 供应 合约 ， 
以 取代 等 到 谷物 成 熟 以 后 再 以 未 来 市 场 上 ( 谁 也 不 知道 !) 的 价格 来 出 售 . 

从 磨坊 主 (面包 师 ) 的 方面 来 看 , 也 同样 对 以 “适当 的 ”价格 来 购买 谷物 感 兴趣 ， 
以 避免 谷物 在 未 来 可 能 大 幅 上 涨 . 

最 终 , 对 双方 来 说 , 都 有 同样 的 使 市 场 上 未 来 价格 的 不 确定 性 所 引起 的 风险 最 
小 化 这 一 目标 . 在 这 一 含义 下 , 期 货 合约 是 利益 双方 可 能 建立 的 共同 协议 的 形式 . 

在 转向 期 货 合 约 的 内 容 讨论 以 前 , 先 来 讨论 另 “种 相近 的 协议 形式 是 有 益 的 ; 这 
就 是 所 谓 远 期 合约 . . 

B) 正如 在 期 货 合 约 的 情形 中 那样 ， 

远 期 合约 或 远 期 也 是 某 种 有 价 品 或 商品 的 在 未 来 按照 预先 约定 的 ( 远 

期 ) 价格 来 买卖 的 协议 . 

期 货 合 约 与 远 期 合约 之 间 的 区 别 在 于 , 远 期 通常 是 在 没有 任何 中 介 的 双方 之 间 
签约 的 . 期 货 合 约 则 是 在 有 组 织 的 交易 所 中 签约 的 , 并 且 交 易 双 方 可 能 互相 完全 不 
认识 , 而 由 专门 的 结算 系统 来 处 理 合约 的 某 个 亏本 方 . 

通常 , 想 买 人 的 一 方 称 为 “ 持 有 多 头 (long position)”. 而 承担 提货 的 一 方 称 为 
“ 持 有 空头 (short position)". 

远 期 合约 和 期 货 合约 的 根本 问题 在 于 设 定 所 谓 “ 远 期 价格 ”和 “期 货 价格 ", E 
们 事实 上 (在 定价 时 刻 ) 可 能 不 同 于 交易 商品 的 市 场 价格 . 

远 期 合约 的 运作 模式 大 致 如 下 : 


钱 
商品 


HH 








这 里 商品 的 理解 是 广义 的 . 例如 , 它 可 能 是 外 币 . 这 时 , 比如 你 想 要 用 美元 (USD) 
来 购买 瑞士 法 郎 (CHF), 那么 假设 关于 远 期 的 信息 大 致 如 下 : 
当日 价格 1 USD=1.20 CHF, 
( 即 用 1 USD 可 购买 1.20 CHF); 
30 日 远 期 1 USD=1.19 CHF; 
90 日 远 期 1 USD=1.18 CHF; 
180 日 远 期 1 USD=1.17 CHF. 


这 里 出 现 的 局 面 在 下 列 含 义 下 是 典型 的 : 随 着 (所 提出 的 期 限 ) 时 间 间 隔 的 增加 , 你 
用 1 美元 来 买 瑞士 法 郎 所 得 到 的 将 越 来 越 少 , 也 就 是 说 , 如 果 你 想 要 在 6 个 月 以 后 
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有 10000 瑞士 法 郎 , 那么 这 将 需要 支付 
10000 








pu; = 8547 (美元 ). 
而 如 果 你 现在 就 需要 10000 瑞士 法 郎 , 那么 这 只 要 支付 
10 000 — 
jag ^ 8333 (美元 ). 


很 明显 , 10000 CHF 的 实际 市 场 价值 经 过 6 个 月 以 后 可 能 不 同 于 8547 USD. 它 可 多 
可 少 , 取决 于 6 个 月 以 后 的 汇率 CHF/USD 的 状况 . 

正如 已 经 注意 到 , 远 期 协议 是 双方 的 协议 , 并 且 在 原则 上 存在 其 潜在 的 不 现实 的 
危险 . 为 此 经 常 很 难 找到 你 想 要 的 商品 的 卖主 , 或 者 相反 , 很 难 找到 感 兴趣 的 买主 . 

(关于 期 货 的 背景 材料 . 根据 N. Apostolu 编著 的 “期 权 和 期 货 投 资 精 要 (Keys 
to investing in options and futures, Barron’s Educational Series, 1991)”, “美国 的 第 一 
家 有 组 织 的 商品 交易 所 是 芝加哥 期 货 交 易 所 (Chicago Board of Trade, CBOT), 1848 
年 创建 于 芝加哥 . 这 个 交易 所 原本 是 为 了 作为 引导 现金 谷物 交易 的 中 心 市 场 , 但 直 
到 1865 年 才 在 那里 开始 有 第 一 笔 期 货 交 易 . 今天 , 芝加哥 商品 交易 所 是 世界 上 最 大 
的 期 货 交易 所 , 全 美国 的 期 权 合 约 几 乎 有 一 半 在 这 里 进行 交易 . 

金融 期 货 是 直到 1970 年 代 才 开始 引进 的 . 1976 年 , 国际 货币 市 场 (International 
Monetary Market, IMM) 作为 芝加哥 商品 交易 所 (Chicago Mercantile Exchange, CME) 
的 一 个 分 部 , 开始 经 营 90 天 国库 券 (Treasury bill) 期 货 合约 交易 . 下 一 年 , CBOT 发 
起 公债 (Treasury bond) 期 货 合 约 交 易 . 1981 年 , 创立 欧元 期 货 合 约 . 

1982 年 出 现 了 金融 期 货 的 重要 里 程 碑 , 那 就 是 堪萨斯 期 货 交 易 所 (Kansas City 
Board of Trade) 推出 基于 Value Line 股票 指数 的 股票 指数 期 货 合约 . 紧 随 着 这 一 创 
AE, 很 快 就 有 芝加哥 商品 交易 所 推出 S&P500 指数 期 货 合约 , 以 及 纽约 期 货 交 易 所 上 
交易 的 纽约 股票 交易 所 综合 指数 . 所 有 这 些 合约 所 提供 的 都 是 现金 交割 而 不 是 证 券 
AC. 

期 货 交 易 所 的 交易 量 在 最 近 的 30 年 里 飞速 增长 : 从 1960 年 的 3900 万 个 合约 
上 升 到 1989 年 的 26700 个 合约 . 在 其 简短 的 历史 中 , 金融 期 货 已 经 变 成 期 货 市 场 中 
的 占 优势 的 因素 . 1989 年 , 所 有 进入 交易 的 期 货 合约 的 60% 是 金融 期 货 . 迄今 为 止 ， 
交易 最 为 活跃 的 期 货 合 约 是 在 CBOT 交易 的 公债 期 货 合约 .”) 

3) 表面 上 看 来 , 也 就 是 这 些 情况 导致 在 交易 所 中 以 特殊 的 结算 机 理 进行 人 交易 的 
期 货 合约 的 产生 , 其 一 般 图 景 可 用 下 列 方式 来 描述 . 

假定 , 3 月 1 日 你 向 你 在 交易 所 的 经 纪 商 发 出 指令 , 比如 (以 某 种 展望 的 价格 ) 
购买 一 定数 量 的 小 麦 . 经 纪 商 在 交易 所 中 递交 了 这 一 订单 , 然后 交易 所 又 把 这 一 订 
单 转交 给 交易 所 的 交易 商 之 一 . 交易 商 寻 求 适当 的 价格 , 并 且 在 他 找到 适当 价格 的 

巴 这 段 背 景 材 料 在 俄 文 版 中 没有 . 但 背景 材料 前 面 的 一 小 段 被 英文 版 略 去 . 一 一 译 者 注 
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情形 下 , 向 其 他 交易 商 发 出 信号 , 他 想 按 这 一 价格 购买 期 货 合 约 . 如 果 某 个 交易 商 同 
EE, 那么 买卖 就 成 功 了 . 如果 买 卖 没 有 发 生 , 那么 交易 商 就 通知 经 纪 商 , 而 他 再 转告 
你 商品 要 有 更 高 的 价格 , 你 就 必须 采用 这 样 或 那样 的 决策 . 

假设 , 最 终 合 约 签 成 了 , 于 是 你 , 购买 者 , 就 持 有 多 头 , 而 出 售 者 就 持 有 空头 . 

FES ey 是 双方 协商 的 (期 货 ) 价格 , 小 麦 将 在 10 月 1 H ( 按 价格 Oo) 3538). 现 
在 , 合约 已 经 实际 上 签署 , 每 一 方 都 要 向 交易 所 的 专门 账户 交纳 一 定 的 所 谓 初始 保证 
4 (initial margin) ($o 的 2%-10%, 取决 于 客户 的 信誉 ). 然后 进入 一 定 的 结算 系统 ， 
在 每 天 末 以 如 下 方式 进行 结算 . 

假设 , 在 (GUT) 时 刻 1 = 0, Bo = $10000 是 在 时 刻 T = 3 ( 即 三 天 以 后 ) 交割 的 
小 麦 的 (期 货 ) 价格 . 而 在 下 一 天 (t = 1) 之 末 在 时 刻 T = 3 交 荐 的 小 麦 的 市 场 期 货 
价格 开始 变 为 $9900. 在 这 一 情形 下 , 交易 所 的 结算 所 就 要 向 供应 者 ( 即 农户 ) 的 账 
户 转账 $100 (= 10000 — 9900). 这 样 一 来 , 农户 获得 利润 , 并 且 它 开始 影响 合约 , 使 
得 现在 它 的 期 货 价 格 等 于 $9900, 而 不 再 是 $10000. 

注意 , 如 果 在 第 一 天 之 末 按 这 一 新 的 期 货 价 格 $9900 来 进行 交割 , 那么 农户 所 
获得 的 总 额 恰好 就 等 于 期 货 价 格 ©, 因为 $ 100+$ 9900= Bp. 

自然 , 这 $100 是 结算 所 从 购买 者 的 账户 中 扣除 的 , 而 购买 者 必须 在 他 的 保证 金 
账户 中 再 补充 $100. 然而 , 也 可 能 有 这 样 的 局 面 : 仅 当 保证 金 账户 跌 到 某 个 确定 的 
水 平 (维持 保证 金 (maintenance margin)) 以 下 时 , 才 要 求 补充 交纳 . 

假设 在 时 刻 t = 2 时 发 生 类 似 的 事 (参见 图 7). 这 时 农户 在 自己 的 账户 中 得 到 
$200 进 款 , 而 在 购买 者 的 账户 中 扣除 同样 的 款项 . 





图 7 期 货 价格 的 演变 


但 是 如 果 在 时 刻 c = 3 交割 的 期 货 价 格 (= 实际 价格 ) 变 为 $10100, 那么 农户 的 
账户 中 将 扣除 $300 (= 10 100 — 9800), 因而 , 他 总 共 失 去 $100 (= 300 — 200), 而 购买 
者 获得 这 $100. 

我 们 察觉 , 如 果 到 了 时 刻 了 = 3, 购买 者 决定 在 时 刻 T = 3 购买 小 麦 (当即 交 
38), 那么 他 必须 支付 $10100 (= 该 时 刻 的 实际 价格 ). 但 是 考虑 到 购买 者 已 经 在 他 的 
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账户 中 获得 $100, 对 于 他 来 说 , 交割 的 实际 价格 是 ($) 10100 — 100 = 10000, 即 刚好 
重合 于 协商 价格 Bo. 

对 于 农户 的 情况 也 是 类 似 的 : 交 制 时 实际 上 得 到 的 付款 恰好 等 于 810000, 因为 
在 时 刻 了 = 3, 他 得 到 的 现实 价格 为 $10100, 但 考虑 到 在 他 的 账户 中 扣除 $100, 这 又 
恰好 等 于 $10000. 

由 上 面 的 叙述 中 可 以 看 出 , 结算 所 在 其 中 起 着 明显 的 “看 门 狗 (watchdog)” 作 
用 ; 它 跟踪 全 部 实现 的 换算 和 保证 金 状 况 , 以 确保 在 最 终 的 账户 中 , 合约 实际 上 “起 
TERI. 

正如 已 经 在 上 面 注意 到 , 远 期 合约 和 期 货 合约 的 定价 理论 的 最 重要 问题 之 一 是 
求 出 对 应 价格 的 “公平 ”价值 . 

以 后 , 在 第 六 章 的 Sle 中 将 指出 , 怎样 通过 考虑 与 鞭 方 法 相 联系 的 “无 套利 性 ”， 
来 给 出 包括 时 刻 二 和 执行 交 制 时 刻 了 > 上 在 内 的 远 期 合约 价格 和 期 货 合 约 价格 的 公 
式 . 

6) 期 权 . 在 期 权 作 为 衍生 金融 工具 的 理论 和 实际 中 , 有 其 自己 的 概念 和 一 定 的 
专门 术语 , 由 此 可 使 早期 已 经 知道 的 有 关 它 的 研究 变 得 有 意义 . 尤其 重要 的 是 衍生 证 
券 的 数学 分 析 的 大 部 分 在 以 后 都 正 是 与 某 种 状况 引起 的 期 权 有 关 . 

首先 , 期 权 的 数学 理论 发 展 最 快 , 并 且 以 它 为 例 , 有 利于 研究 证 券 运作 的 基本 原 
PE, 特别 是 对 公平 价格 的 定价 原理 和 对 冲 (BI, 防范 ) 策略 的 研究 . 

其 次 , 期 权 在 市 场 上 的 实际 交易 量 数 以 百 万 计 , 因而 对 它 有 “很 好 的 统计 资料 ”， 
有 可 能 来 检验 期 权 价格 演变 的 概率 统计 模型 的 质量 . 

尽管 期 权 作 为 金融 工具 早 就 已 知 (参见 , 例如 书 [312]), 看 来 是 L. Bachelier 首先 
于 1900 年 在 他 的 今天 已 名 誉 天 下 的 博士 著作 “投机 理论 (Théorie de la spéculation)” 
[12] 中 , 给 出 了 期 权 价值 的 第 一 个 数学 分 析 , 并 论证 了 期 权 投资 的 合理 性 . 但 是 , 正 
如 上 面 已 经 注意 到 的 , 直到 1973 年 以 前 期 权 还 没有 有 组 织 的 交易 (参见 §1c). 

(关于 期 权 的 背景 材料 .QO 根据 N. Apostolu 编著 的 “期 权 和 期 货 投资 精 要 (Keys 
to investing in options and futures, Barron's Educational Series, 1991)”, “自从 1973 
年 创立 芝加哥 期 权 交 易 所 (CBOE) 以 来 , 股票 期 权 的 交易 量 已 经 得 到 引 人 注 目的 增 
长 ， 上 市 的 期 权 已 经 变 成 机 构 和 个 体 为 寻求 金融 利润 或 金融 防范 的 实际 投资 工具 . 
CBOE 是 世界 上 最 大 的 期 权 交 易 场 所 , 也 是 国内 的 第 二 大 证 券 交 易 所 . 期 权 交 易 也 
在 美国 股票 交易 所 (AMEX) , 纽约 股票 交易 所 (NYSE)、 太 平 洋 股票 交易 所 (Pacific 
Stock Exchange, PSE) 和 费城 股票 交易 所 (Philadelphia Stock Exchange, PHLX) 中 
进行 . 期 权 并 不 限于 普通 股票 , 也 有 关于 对 债券 、 外 币 和 各 种 指数 的 期 权 . CBOE 交 
易 上 市 公司 和 场 外 公司 的 股票 期 权 , 标准 普尔 100 和 500 市 场 指数 的 期 权 , 美国 公 
债 和 国库 券 的 期 权 , 长 期 和 短期 利率 的 期 权 以 及 7 种 不 同 国家 的 外 币 期 权 .”) 


OD BS TAT BERR RA. 一 一 译 者 注 
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e) 为 了 使 下 面 有 关 期 权 的 叙述 确定 起 见 , 假定 , 金融 活动 发 生 在 时 刻 
n=0,1,- N, 


并 在 时 刻 N 完成 了 每 项 活动 . 
我 们 将 假定 , 在 提 及 建立 在 股票 上 的 期 权时 , 股票 的 价值 由 下 列 随机 序列 来 描 
述 : 
S= (9 )o<n<N. 
根据 通用 的 术语 用 法 , 期 权 分 为 两 类 : 
e. 买 入 期 权 (call option); 
e 卖 出 期 权 (put option). 


买 人 期 权 赋 予 购买 权利 . 

卖 出 期 权 赋 予 出 售 权 利 . 

从 金融 工程 的 视角 来 看 , 重要 的 是 这 些 金融 工具 “在 不 同 的 方向 上 起 作用 ”: 当 
其 中 之 一 的 盘 利 增加 , 另 一 个 的 盈利 就 减 小 ， 也 就 是 说 , 这 种 状况 说 明 , 为 什么 运用 
各 类 可 能 的 期 权 与 其 他 证 券 相 组 合 来 进行 分 散 化 实务 得 到 广泛 传播 . 

根据 执行 时 间 , 期 权 可 分 为 两 种 类 型 : 欧式 和 美式 . 

如 果 期 权 提 交 执 行 的 时 间 仅 仅 是 预定 的 确定 时 刻 N, 那么 就 说 N 是 执行 时 刻 ， 
而 期 权 是 欧式 期 权 . 

如 果 期 权 提 交 执 行 的 时 间 可 以 是 任意 的 (随机 ) 时 刻 r « N, 那么 就 说 它 是 美式 
期 权 . 

在 实务 中 , 大 多 数 可 交易 的 期 权 是 美式 期 权 , 它们 使 购买 者 有 更 多 的 自由 , 来 选 
择 执 行 时 刻 7. 而 在 欧式 期 权 的 情形 下 , 这 个 预定 的 时 刻 是 确定 的 (7 = N) EE, 
有 可 能 存在 美式 期 权 和 欧式 期 权 “重合 ”的 情形 (在 这 样 的 含义 下 , 美式 期 权 的 “最 
优 ” 时 刻 r SP ON). 详情 参见 第 六 章 (85b) 和 第 七 章 (830). 

为 了 确定 起 见 , 现在 考察 执行 时 刻 为 N 的 标准 欧式 买 入 期 权 (call option). 这 
样 的 期 权 由 它 的 执行 时 的 固定 购买 价格 K 来 刻画 , 期 权 购买 者 可 按照 这 一 价格 购买 
比如 股票 , 而 后 者 在 时 刻 N 的 实际 价值 为 Sw, 它 在 本 质 上 是 不 同 于 K BS. 

WR Sw > K, 那么 这 种 局 面 是 对 购买 者 有 利 的 , 因为 对 于 他 来 说 , 根据 合约 的 
条 件 , 他 有 权 按 价格 K 来 购买 股票 , 使 得 他 可 立即 买 人 再 立即 按 市 场 价格 Sw 卖 出 . 
在 这 种 情形 下 , 他 在 这 一 运作 下 的 般 利 等 于 SN — K. 

而 如 果 Sw < K, 那么 给 定 的 ( 按 价格 K 的 ) 购买 权利 对 他 来 说 毫 无 用 处 , 因为 
他 可 在 市 场 上 以 更 低 的 价格 (S) 来 购买 股票 . 

联系 这 两 种 情形 , 可 以 说 , 在 时 刻 N 的 购买 者 的 吉利 fy 可 用 下 列 公式 来 确定 : 


fn — (Su — K)*, 
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其 中 at = max(a, 0). 
当然 , 购买 这 样 的 金融 工具 必须 支付 某 种 权利 金 Cay. 这 样 一 来 , 买 入 期 权 购 买 
者 的 纯 和 盈利 将 等 于 
(Sy —K)t —Cy, 


(Sv — K) — Cy, 4 Sn >K, 
—Cn, 当 Sy SK. 
相应 的 出 售 者 盈利 将 等 于 
Cn — (Sy — K), 4 Sy >K, 
Cy, 4 Sy « K. 

由 这 些 讨论 显然 可 见 , 买 人 期 权 的 购买 与 股票 价值 上 涨 的 期 待 相 联系 . 还 要 强调 
的 是 , 期 权 的 价值 Cu 当然 不 仅 依赖 于 N, 并 且 也 依赖 于 K. 这 里 很 清楚 , K 越 小 ， 
Cw 的 价值 越 大 . 

ik. 有 一 些 专 门 的 术语 来 描述 上 涨 和 下 跌 . 根据 [65]: 

“牛市 (bull)”:“ 证 券 交 易 所 、 外 币 市 场 或 商品 市 场 上 的 经 销 商 预期 价格 上 涨 . UE 
市 ; 就 是 这 样 的 市 场 : 在 牛市 中 , 经 销 商 将 以 较 大 的 概率 购买 , 而 不 是 出 售 , 并 且 他 可 
能 超出 自 有 的 账户 来 购买 , 以 开辟 “牛市 头寸 . 开辟 ‘多头; 的 ' 牛 市 ' 头寸 期 望 向 更 
高 的 价格 推进 , 直到 有 了 更 高 的 行 市 , 经 销 商 就 出 售 .” 

“能 市 (bear)”: “证 券 交 易 所 、 外 币 市 场 或 商品 市 场 上 的 经 销 商 预期 价格 下 路. 
‘熊市 ' 就 是 这 样 的 市 场 : 在 熊市 中 , 经 销 商 将 以 较 大 的 概率 出 售 ,而 不 是 购买 . 他 其 
至 出 售 他 并 不 占有 的 证 券 、 外 币 或 商品 . 这 样 的 运作 称 为 卖 空 ' 或 者 建立 能 市 头 
sp. RETT 期 待 通 过 以 比 他 出 售 时 要 低 的 价格 来 购买 证 券 、 外 币 或 商品 , 以 关闭 (或 
冲销 ) 自己 的 空头 购买 价格 与 原来 的 出 售 价格 之 间 差 价 就 是 ' 熊 市 利润 ”. 

初始 价格 so 与 期 权 的 执行 价格 K 之 间 的 关系 把 期 权 分 为 三 类 : 价 内 (in-the- 
money)、 平 价 (at-the-money) 和 价 外 (out-of-money). 在 买 人 期 权 的 情形 下 , 这 样 的 
分 类 对 应 下 列 三 种 关系 : So > K, So = K Fil So < K. 

由 此 立即 可 注意 到 , 购买 者 和 出 售 者 的 立场 有 极 大 的 不 同 ， 

买 进 期 权 的 购买 者 只 是 等 待 执行 它 的 时 刻 N 的 迫近 , 并 且 他 还 可 能 作为 观察 
者 , 静观 价格 Sn (n > 0) 的 变化 特征 . 

期 权 出 售 者 的 角色 要 复杂 得 多 ,因为 他 必须 想到 执行 合约 的 必要 性 ,迫使 他 不 
能 静观 价格 Sn (n > 0) 的 运动 , 而 且 还 要 动用 他 的 各 种 金融 手段 来 构成 保证 支付 
(Sw — K)* 的 证 券 组 合 . 

这 里 关键 的 是 下 列 两 个 问题 : 什么 是 期 权 买 卖 的 “公平 ”价格 Cu, 以 及 期 权 出 
售 者 应 该 怎样 做 才能 执行 合约 条 件 . 

在 执行 时 刻 为 N 的 标准 欧式 卖 出 期 权 (put option) 情形 下 , 购买 者 有 (在 时 刻 
N) 以 固定 价格 K 出 售 股票 的 权利 . 因此 , 如 果 股 票 在 时 刻 N 的 真实 价格 等 于 Sw， 
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并 且 Sv < K, 那么 按 价格 K 出 售 就 能 一 利 K — Sy. 考虑 到 购买 这 样 的 期 权 的 权 
利 金 Py, 纯 盈利 将 等 于 
(K — Sy) —Py. 


如 果 Sy > K, 那么 把 期 权 提交 执行 没有 意义 , 因为 合约 规定 的 出 售 价格 K 小 
于 市 场 价格 Sw. 

这 样 一 来 , 卖 出 期 权 购 买 者 的 纯 盈 利 将 等 于 (K — Sy)* — Py. 

正如 与 买 人 期 权 的 情形 一 样 , 这 里 也 发 生 关 于 既 对 期 权 出 售 者 、 又 对 期 权 购买 
者 设置 的 价格 的 “公平 ”价值 IP 的 问题 ， 

5) 我 们 来 观察 一 个 说 明 买 人 期 权 作 用 的 例子 . 

设想 你 购买 了 10 份 股票 期 权 合约 . 每 份 合约 通常 包括 100 股 股票 . 这 样 一 来 ， 
实际 涉及 购买 1000 股 股票 . 假定 每 股 股 票 的 市 场 价 格 为 So 等 于 30 (比如 , 美元 )， 
K = 35, N = 2, 所 有 10 份 合约 的 权利 金 等 于 $250. 

又 设想 在 时 刻 n = 2 的 市 场 价格 S2 变 为 $40. 在 这 一 情形 下 , 期 权 就 会 提交 执 
11, 并 且 对 这 种 局 面 所 相应 的 纯 盈 利 将 是 正 的 : 





(40 — 35) x 1000 — 250 = 4750 (美元 ). 


如 果 市 场 价格 S2 = $ 35.1, 那么 因为 9 > K = $ 35, 期 权 还 是 要 提交 执行 , 并 且 对 
应 这 一 局 面 的 纯 鳃 利 将 是 负 的 : 


(35.1 — 35) x 1000 — 250 = 一 150 (美元 ). 


当然 , 很 明显 , 如 果 
(S2 — K) x 1000 = 250 (美元 )， 


Bl, 由 于 K = $ 35, Sy = $ 35.25, 那么 盈利 将 为 零 . 
这 样 一 来 , 每 当 股 票 价格 52 低 于 标价 $35.25 时 , 这 种 期 权 的 购买 者 就 会 亏本 . 
现在 假定 所 考察 的 是 有 可 能 在 n = 1 或 n = ?2 时刻 提交 执行 的 美式 买 人 期 权 . 
如 果 设 想 在 时 刻 ”= 1, 股票 价格 急剧 升 高 , 比如 S, = $ 50, 那么 这 一 买 人 期 权 的 购 
买 者 有 权 在 时 刻 ”= 1 提交 执行 , MEA Al: 


(50 — 35) x 1000 — 250 = 15000 — 250 = 14750 (美元 ). 


然而 , 很 明显 , 这 样 的 期 权 的 权利 金 一 定 不 是 S 250, 而 应 大 大 提高 , 因为 “ 挣 钱 机 会 
RK, 付 钱 应 该 越 多 ”. 而 实际 上 , 美式 期 权 的 实际 价格 高 于 欧式 期 权 . 参见 以 后 的 第 
六 章 和 第 八 章 . 

上 面 的 例子 是 从 购买 者 的 立场 上 来 考察 的 . 现在 转向 出 售 者 . 
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对 于 他 来 说 , 原则 上 , 有 两 种 可 能 性 : 出 售 他 已 经 占有 的 股票 (这 种 情形 称 为 “ 卖 
出 仓 存 股票 (writing covered stock)" ), 或 者 出 售 他 并 不 占有 的 股票 (这 种 情形 称 为 
“SBTC ARAM (writing naked call)” ). 

后 一 种 可 能 性 风险 很 大 , 它 甚 至 会 导致 倾家荡产 , 因为 如 果 期 权 提 交 执 行 C 
So > K), 那么 出 售 者 必须 实际 去 购买 股票 , 而 再 为 了 执行 买 人 期 权 的 条 件 , 以 价格 
K 卖 给 购买 者 . 

比如 , So = $ 40, 那么 需要 支付 $ 40000 才能 购买 1000 股 股票 . 

权利 金 全 部 只 有 $250, 因而 , 总 亏损 等 于 


40 000 一 35 000 — 250 = 4750 (美元 ). 


应 该 注意 到 , 在 这 两 种 所 考察 的 情形 下 , RAR AR at S 250. 而 如 
果 他 真 的 得 到 这 一 盆 利 , 那么 这 纯粹 是 “在 股票 价格 震荡 上 ”的 投机 一 利 , 并 且 在 
“ 卖 出 无 仓 存 买 人 期 权 ” 的 情形 下 , 获得 这 一 盈利 的 方式 是 有 很 大 风险 的 . 这 也 就 是 
说 , 这 里 重要 的 是 “出 售 者 的 恒利 是 对 他 承担 的 风险 的 补偿 ”. 


3. 在 现实 世界 中 , 有 巨大 金融 机 会 、 并 以 减少 风险 为 目标 的 “大 ”投资 者 在 各 
种 各 样 的 证 券 (股票 、 债 券 、 期 权 等 等 ) 、 原 材料 等 等 的 市 场 上 广泛 采用 分 散 化 、 对 
冲 等 投资 手段 . 在 这 方面 , 富有 教 益 的 是 G. 索 罗 斯 的 书 [451], 其 中 作者 在 一 系列 地 
Jr (参见 例如 [451; §§11,13]) 描绘 了 他 所 领导 的 “量子 基金 (Quantum Fund)” KY (从 
1968 年 到 1993 年 ) (由 各 种 各 样 的 金融 资产 所 构成 的 ) 证 券 组 合 结构 的 每 日 演变 . 例 
如 , 1986 年 8 月 4 日 (参见 [451, 第 243 页 , 俄 译本 第 283 页 ]), 组 合 包 括 股票 、 债 
券 、 原 材料 商品 . 

可 以 坚信 地 说 , 从 金融 工程 的 视角 来 看 , 索 罗斯 的 书 对 于 那些 在 证 券 市 场 中 从 
事实 务 的 人 来 说 是 一 本 光辉 的 指南 . 

4. 说 到 欧式 买 入 期 权 , 正如 我 们 已 经 看 到 的 , 它们 由 下 列 两 个 因素 来 刻画 : 

1) 执行 时 间 N, 

2) 偿付 函数 fy. 

e 对 于 标准 买 入 期 权 
fv =(Sn — K)*. 


e 对 于 有 后 效 的 标准 买 入 期 权 
ÍN = (Su — Kn), 


其 中 Ky =a; min(So, 81, , Sy); a = Const.O 
OBR a 是 英文 版 加 入 的 . 俄 文 版 中 没有 . 一 一 译 者 注 
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e. 对 于 算术 平均 亚洲 买 入 期 权 
_ . E 101 
fv — (Sv — K) ; Sn = yu 225 


应 该 注意 到 , 在 比如 标准 期 权 的 偿付 函数 fw = (Sw — K)* 中 的 量 K 称 为 执行 
价格 (strike price), 它 通常 接近 于 值 So. 在 So 与 K 两 个 值 之 间 的 差距 很 大 的 期 权 
照例 是 不 交易 的 . 

在 卖 出 期 权 的 情形 下 ， 

。 对 于 标准 卖 出 期 权 
fn =(K — Sny. 
。 对 于 有 后 效 的 标准 卖 出 期 权 


fn = (Kn 一 Sn)’, Kn =a.: max(So, $1,- U SN), a = Const. O 


e. 对 于 算术 平均 亚洲 卖 出 期 权 


N 
— 1 
g + _ 
fn =(K—-Sy)', SN wo 


还 有 许 许多 多 有 着 非常 特异 的 名 称 的 期 权 (参见 , 例如 [414], 以 及 以 后 的 第 八 章 
的 $4a, b). 在 第 六 章 84e 也 引 和 人 了 某 些 基于 期 权 的 策略 形式 (组 合 、 价差、 配置 ). 

对 于 期 权 的 购买 者 来 说 , 吸引 他 们 的 是 , 期 权 不 那么 贵 , 尽管 佣金 也 可 能 是 很 可 
观 的 . 为 了 对 怎样 计算 期 权 价值 (也 就 是 权利 金 , 或 者 说 为 购买 期 权 所 支付 的 不 能 退 
回 的 支付 ) 有 一 个 观念 , 我 们 考察 下 列 某 些 理想 化 的 局 面 . 

设 股 票 的 价值 Sn, 0 < n <N, WTF: 


Sn = So + (£1 +- + En), 
其 中 Sy > N 是 整数 , 而 (E) 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 其 概率 
P(& = +1) = 5, 


于 是 显然 有 S,>0,0<n<QN. 
假定 , 我 们 所 支配 的 还 同时 有 一 个 银行 账户 B = (Br)ocncn, 其 中 Bn = 1, BI 
利率 + = 0. 我 们 将 考察 有 偿付 函数 为 fy = (Sw — K) 的 欧式 标准 买 人 期 权 . 
我 们 要 指出 , 为 购买 这 样 的 期 权 的 合理 (BB, 公平 、 互 利 ) 价格 Cy 由 下 列 公 式 
确定 : 
CN = E(Sy — K)*, 
@ 常 数 a 是 英文 版 加 入 的 . 俄 文 版 中 没有 . — ERE 
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即 权 利 金 等 于 购买 者 的 增益 的 平均 值 . 

我 们 将 在 以 后 多 处 来 讨论 价格 Cy 的 形式 定义 和 它 的 计算 方法 (参见 第 五 章 ). 
在 所 考察 的 情形 下 , 公式 Cy = E(Sy 一 K) 可 用 下 列 方式 来 建立 . 

假定 , 出 售 者 制定 的 价格 Cy > E(Sw — K)*, 而 期 权 购买 者 也 同意 按 这 个 价格 
来 购买 . 我 们 指出 , 在 这 样 的 情形 下 , 出 售 者 显然 有 无 风险 盈利 , 等 于 Cw — Cy. 

事实 上 , 期 权 购买 者 懂得 他 必须 同意 某 个 价格 ， 以 使 得 出 售 者 有 可 能 执行 在 期 
权 交 易 签 约 时 所 规定 的 条 件 . 当然 , 很 明显 , 这 个 价格 不 能 “ 太 低 ”. 但 是 购买 者 也 懂 
得 , 他 不 应 该 多 付 钱 , 而 只 应 该 支付 让 出 售 者 足以 执行 合约 条 件 的 最 低 价 格 . 

这 就 需要 指出 , 获得 权利 金 Cy = E(Sw - K)* 以 后 , 期 权 出 售 者 就 有 可 能 支配 
它 (这 里 理解 为 他 的 投资 ) 来 执行 可 能 发 生 的 合约 条 件 . 

为 了 简单 起 见 , 假定 N = 1, K = So. 于 是 Cl = Bef = 4. 我 们 指出 , 期 权 出 售 
者 (= 发 行者 ) 怎样 支配 这 笔 权利 金 来 确保 执行 合约 条 件 . 

我 们 把 i 表示 为 下 列 形式 : 
37 (;-à) n (= Bo : 1 + o- So). 

如 果 记 Xo = bo- 1+: So (= 1), 那么 可 以 指出 , 所 得 到 的 权利 金 形成 发 行者 
的 (初始 ) 资本 , 它 在 银行 账户 中 的 量 为 bo, 而 所 买 股 票数 为 y. 于是, 在 所 讨论 的 
情形 下 Bo 是 负 的 , 它 仅仅 意味 着 向 银行 账户 借款 (借债 ), 它 当 然 必须 在 以 后 归还 . 

点 对 (Bo, yo) 正如 通常 所 说 , 形成 出 售 者 在 时 刻 n = 0 KERR RAS. 

这 个 证 券 组 合 到 时 刻 n = 1 给 出 了 怎样 的 资本 ? 如 果 记 这 一 资本 表示 为 Xi, 那 
么 将 有 


Xi = Bo - Bi yo: 981 = Bo + "Yo(So + &) 


= (5-3) + 50+ ey = $E 


2 2 
5 S34=1, 
0, M & 一 一 | 
由 于 
4 1+& 
17 2 
则 我 们 可 看 到 


X=fi (= (S1~K)*). 
换 名 话说 , 组 合 (60,70) 确保 可 得 到 资本 X, CREPE OR fA, 使 得 出 
售 者 有 可 能 执行 合约 条 件 , 并 且 同 时 归还 借款 . 
事实 上 , 如 果 & = 1, 那么 股票 将 值 i(So +1). 由 于 


1 So 1 
=(Sog +1) =1 一 一 二 
5 (9o + 1) «(3 i) 
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故我 们 看 到 由 股票 所 得 到 的 足以 归还 借款 (È - 5): 并 向 购买 者 支付 (S; — K)* = 
(8; — $)* = Et -1. 

如 果 & = —1, 那么 股票 将 值 1(So — 1). 在 这 一 情形 下 , 购买 者 不 把 期 权 提交 执 
行 (这 是 因为 9 = So --& = So —1 < So = K), 因而 一 切 都 归 发 行者 , 它 被 用 来 归 
还 借款 , 这 笔 借款 等 于 1059 — 1), 它 刚好 等 于 在 这 种 情形 (6, — —1) 下 由 股票 所 得 
到 的 . 

这 样 , 如 果 出 售 者 规定 期 权 出 售 价格 是 外 > Ci = E(51 — K)*, 那么 这 时 他 将 
在 执行 合约 的 所 有 条 件 中 有 无 风险 盈利 Č — C. 

现在 指出 , 规定 权利 金 C, < C, (= 1) 就 使 发 行者 没有 可 能 ( 毫 无 损失 地 ) 执行 
期 权 条 件 . 

事实 上 , 选取 组 合 (60,70), 我们 得 到 


Xo = bo + y0So 
以 及 
X1 = Bo + YolSo+&) = Xo + Yok. 


如 果 & = 1, 那么 按照 期 权 条 件 , 发 行者 必须 向 购买 者 支付 1 以 及 还 要 支付 -po, 即 
在 这 种 情形 下 由 于 股票 价格 的 变化 , 他 必须 有 


YlSo+1)=1— fo. 
在 & = —1 的 情形 下 , 同样 由 股票 价格 的 变化 , 他 必须 有 
yo(So — 1) = 一 00. 


_1 _1_ So 
Yo = 2! bo = 2 2" 
但 是 对 于 这 些 值 来 说 60 +9080 = 5, 因而 , 等 式 Xo = By o5 使 Xo < $ 不 可 能 


于 是 , 公式 Cy = E(Sw — K)* 对 于 N=1 和 So — K 成 立 . 在 一 般 情 形 下 , € 
可 借助 于 类 似 的 论述 来 证 明 . 我 们 现在 不 准备 这 样 做 , 因为 以 后 (在 第 五 章 ) 这 个 公 
式 将 由 一 般 的 讨论 而 得 到 |. 

注意 , WR Sp = K, 那么 


CN = E(& t EN)", 


Ji 
Cu ~ -一 .VAN 
27 


并 由 中 心 极 限定 理 不 难 断 定 
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这 样 一 来 , 随 着 时 间 N 的 增长 , 期权 价 值 如 同 VN 那样 增长 ， 这 个 结果 与 在 
81b 末 所 引入 的 对 于 Cr 的 Bachelier 公式 ( 当 So = K 时 ) 所 得 到 的 结果 完全 一 致 ; 


根据 那个 公式 
Cr = "E, 
Q4 o —1, So = K). 


5. 正如 已 经 所 注意 到 , 可 交易 的 期 权 极为 多 种 多 样 . 

例如 , 在 美国 , 指数 期 权 流 传 很 广 , 其 中 包括 在 CBOE 交易 的 S&P100 和 S&P500 
的 指数 期 权 . (S&P100 的 期 权 是 美式 期 权 , 而 S&P500 的 期 权 是 欧式 期 权 .) 由 于 波 
动 率 很 大 , 这 些 期 权 的 运作 期 是 很 短 的 . 

在 期 货 期 权 的 情形 下 , 期 货 价 格 (Dn) 起 着 价格 (Sa) 的 作用 . 在 债券 期 权 的 情 
JÉ F, 债券 价格 P(t, T) 当 作 价格 (So). 关于 其 他 类 型 的 期 权 参 见 第 八 章 的 84a. 


2. 不 确定 条 件 下 的 金融 市 场 ， 金 融 指数 动态 变化 的 经 
典 理论 , 以 及 对 它们 的 批评 和 修正 . 新 古典 理论 


这 里 仅仅 是 在 接触 金融 市 场 理 论 和 实务 时 所 自然 发 生 的 若干 问题 : 


。 在 不 确定 条 件 下 金融 市 场 是 怎样 运作 的 ， 

e. 怎样 构成 和 描述 价格 , 而 它 又 是 怎样 随时 间 动 态 变 化 ， 
。 在 计算 时 , 应 该 依靠 怎样 的 概念 和 理论 ， 

。 能 否 预 测 价格 的 未 来 运动 ， 

e. 这 样 那样 的 金融 工具 有 怎样 的 风险 . 


在 描述 价格 的 动态 变化 和 例如 为 衍生 金融 工具 定价 时 , 我 们 将 持 市 场 上 无 套利 
机 会 的 视角 . 从 数学 的 视角 来 看 , 这 个 经 济 学 上 清晰 的 概念 按 其 实质 导致 存在 所 请 
3& (风险 中 性 ) 概率 测度 , 对 于 它 来 说 , (规范 ) 价格 是 闭 , 并 转 而 有 可 能 运用 高 度 发 
展 的 “随机 分 析 ” 工 具 来 研究 它们 的 演变 和 各 种 计算 . 

这 里 我 们 不 以 详 述 已 有 的 金融 市 场 理 论 和 各 种 概念 为 目标 ; 我 们 以 后 仅 限于 那 
些 在 精神 上 完全 接近 于 本 书 所 采用 的 叙述 的 有 关 部 分 , 其 中 基本 的 (概率 ) 重点 在 于 
金融 数学 与 金融 工程 中 的 “随机 分 析 ” 和 “统计 ”. (我 们 指出 若干 教科 书 和 专著 : [79], 
[83], [112], [117], [151], [240], [268], [284], [332]-[334], [387], [460], 其 中 可 找到 金融 市 
场 的 形形色色 、 方 方面 面 的 讨论 : 确定 性 条 件 下 和 不 确定 性 条 件 下 的 经 济 学 思想 、 概 
念 、 理 论 , 均衡 模型 , 最 优 性 , 效用 , 证 券 组 合 , 风险 , 金融 决策 , 分 红 , 衍生 证 券 等 等 .) 

简 而 言 之 , 我 们 注意 到 , 1920 年 代 是 金融 理论 的 萌芽 时 期 , 其 基本 兴趣 主要 是 与 
资金 的 管理 和 增值 问题 相 联 系 , 而 其 “高 等 数学 ”实质 上 归结 为 复 利 的 计算 . 
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进一步 的 发 展 在 两 个 方向 上 : 假定 (和 价格、 需求、 头寸 等 ) 完全 确定 以 及 假定 带 
不 确定 性 条 件 . 

在 第 一 种 情形 下 , 1. Fisher 的 著作 ([159]) 以 及 F. Modigliani 和 M. Miller 的 著 
作 ([356], [350]) 起 着 决定 性 的 作用 , 其 中 分 别 考察 了 个 体 和 厂商 的 最 优 决 策 问题 . 从 
数学 视角 来 看 , 它们 归结 为 带 约束 的 多 元 函数 的 最 大 化 问题 . 

在 第 二 种 情形 下 , 首先 应 该 注意 到 H. Markowitz 1952 年 的 著作 ([332]) 和 M. 
Kendall 1953 年 的 著作 ([269]). 

为 证 券 组 合 (portfolio) 选择 理论 商定 基础 的 H. Markowitz 的 著作 是 有 关 在 不 
确定 性 条 件 下 投资 决策 最 优化 问题 的 .相应 的 概率 分 析 就 是 所 谓 均值 一 方差 分 析 
(mean-variance analysis), 它 揭 示 了 价格 之 间 的 协 方差 起 着 极为 重要 的 作用 , 这 一 协 
方差 在 决定 所 建立 的 证 券 组 合 (选择 ) 的 ( 非 系统 ) 风险 上 是 关键 要 素 . 正 是 在 HL 
Markowitz 的 著作 中 , 人 们 才 完 全 意识 到 构造 证 券 组 合 时 分 散 化 思想 对 于 降低 非 系 
统 风险 的 作用 ; 这 一 作用 对 于 W. Sharpe ([433]) 在 1964 年 和 S. Ross ([412]) 在 1976 
年 所 建立 的 下 列 两 种 经 典 理论 有 其 特有 的 影响 : 


Capital Asset Pricing Model (资本 资产 定价 模型 ) [433], 
Arbitrage Pricing Theory (套利 定价 理论 ) [412]. 


这 两 种 理论 阐述 了 某 种 证 券 (比如 , 股票 ) 的 收益 是 怎样 形成 的 和 由 什么 确定 的 ; 其 
中 CAPM 理论 认为 它 依赖 于 该 证 券 所 在 的 “整体 市 场 ” 的 状态 , APT 理论 指出 这 种 
收益 依赖 于 怎样 的 因子 , 而 在 金融 计算 时 应 该 由 怎样 的 概念 出 发 . H. Markowitz 理 
论 以 及 C4PM MAPT 理论 的 基本 状况 将 在 下 面 的 §§2b-2d PRR. 

由 这 段 简 短 的 叙述 已 经 很 清楚 , Markowitz 理论 以 及 CAPM MAPT 理论 都 有 关 
金融 市 场 中 的 降低 风险 问题 . 

说 到 风险 @, 应 该 指 的 是 在 金融 理论 中 通常 要 区 分 它 的 两 种 形式 : 


e 非 系统 风险 (unsystematic risk, 它 也 称 为 可 分 散 风 险 (diversifiable risk), PAA 
险 (residual risk), 专 有 风险 (specific risk), 异 质 风险 (idiosyncratic risk) 等 等 )， 
它 可 通过 分 散 化 来 降低 , 即 投资 者 可 通过 自己 的 行动 来 影响 它 的 风险 ， 

e 系统 风险 (systematic risk, 它 也 可 称 为 不 可 分 散 风 险 (undiversifiable risk)), 或 
者 专门 称 为 市 场 风险 (market risk). 


与 比如 利率 、 股 市 指数 的 随机 特性 相 联系 的 风险 就 可 看 作 系统 风险 的 例子 , 对 于 这 
种 风险 来 说 , (“小 ”) 投资 者 不 可 能 通过 自己 的 行动 来 影响 它们 . 当然 , 这 并 不 意味 着 
不 能 与 这 种 风险 作 “ 斗 争 ”"， 就 实质 而 言 , 正 是 以 控制 可 能 的 系统 风险 为 目标 , 以 拟 
定 合理 金融 决策 为 目标 , 以 规避 大 风险 和 灾难 风险 (例如 在 保险 中 ) 为 目标 , 人 们 对 
统计 数据 的 搜集 及 其 处 理 建立 了 相当 复杂 的 系统 , 以 预测 市 场 中 价格 的 可 能 运动 . 诸 


DEF US, 一 般 来 说 , 也 包括 保险 中 的 风险 , 参见 后 面 的 883a, 3b. 


e CAPM 
e APT 
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如 期 货 合约 、 期 权 、 AA. 价差、 配置 等 等 的 衍生 金融 工具 正 是 用 于 这 个 目标 . 为 此 
发 展 起 来 的 (比分 散 化 要 求 更 复杂 的 ) 对 冲 技 术 也 正 是 用 于 这 个 目标 ; 对 冲 技 术 考 虑 
在 木 来 的 价格 运动 中 的 概率 变化 , 并 以 降低 这 些 变 化 随后 可 能 发 生 的 不 良 后 果 所 产 
生 的 风险 为 其 追求 的 目标 . (“对 冲 ” 及 其 依 应 的 定价 理论 将 在 第 六 于 中 详细 讨论 ， ) 

1953 年 M. Kendall 在 英国 皇家 统计 学 会 (Royal Statistical Society) 的 会 议 上 
所 作 的 报告 [269] 则 是 有 关 另 一 方面 的 问题 , 它 在 一 定 的 更 为 原始 的 意义 下 , 提出 市 
场 上 的 价格 有 怎样 的 性 态 , 用 怎样 的 随机 过 程 来 描述 这 些 价 格 的 动态 变化 . 这 一 著 
作 的 重要 性 在 于 其 中 棍 出 的 问题 最 终 导致 “有 效 市 场 理论 (Efficient Capital Market 
Theory, ECM-theory)" 的 建立 ; 我 们 将 在 下 一 节 叙 述 这 一 理论 , 同时 也 叙述 它 的 各 种 
细 化 和 推广 . 


82a. 随机 游 走 假设 和 有 效 市 场 概念 


1. 1930 年 代 出 现 了 若干 研究 , 其 中 都 进行 了 各 种 金融 指标 的 经 验 分 析 , 试图 回 
答 一 个 根本 性 的 大 问题 : 价格 、 价 值 等 等 的 运动 是 可 预测 的 吗 ? 在 这 些 用 统计 来 描 
述 的 研究 中 , 首先 应 该 提 到 A. Cowles [84] (1933) 和 随后 的 [85] (1944), H. Working 
[480] (1934), A. Cowles and H. Jones, [86] (1937). A. Cowles 处 理 的 是 股票 市 场 的 数 
据 , 而 H. Working 处 理 的 是 商品 价格 . 

虽然 这 些 著作 都 包含 丰富 的 统计 资料 以 及 一 些 有 趣 的 、 出 乎 意料 的 结论 : 价格 
Se (k 2 1) 的 对 数 增 量 hy = In c 是 独立 的 , 但 是 无 论 是 经 济 学 家 , 还 是 实务 工作 
者 , 都 没有 对 这 些 研 究 引 起 应 «iiam. 

正如 在 [35; 93 页 ] 中 所 注意 到 的 , 这 大 概 可 以 这 样 来 解释 : 一 方面 , 经 济 学 家 把 
价格 动态 变化 的 问题 看 作 经 济 系 统 中 的 某 种 第 二 位 (sideshow) 的 问题 , 而 另 一 方面 ， 
当时 还 没有 这 样 的 经 济 学 家 有 相应 的 数学 背景 以 及 掌握 统计 技术 . 

至 于 实务 方面 , 这 些 研究 的 结论 在 于 , 序列 (Hy): (其 中 Hi = hi +- hg) 
带 有 “随机 游 走 ”( 即 它 是 独立 随机 变量 之 和 ) 的 特征 与 当时 在 实务 中 流行 的 见解 是 

不 一 致 的 , 他 们 认为 价格 遵循 某 种 节奏 、 周 期 、 趋 向 等 等 , 似乎 只 要 揭示 这 一 切 , 就 

有 可 能 给 出 价格 运动 预测 的 基础 . 

在 这 些 著 作 以 后 , 一 直到 1953 Æ, 当 上 面 已 经 提 到 的 M. Kendall [269] 发 表 时 ， 
它 开 创 了 金融 特征 演变 研究 的 现代 阶段 ， 而 任何 这 方面 的 原理 性 的 研究 就 其 实质 而 
言 , 在 当时 还 不 存在 . 

M. Kendall 的 研究 出 发 点 是 试图 揭示 股票 (stocks) 和 商品 (commodities) 的 价 
格 性 态 中 的 周期 性 . 通过 分 析 现 实 的 统计 数据 (1928 年 到 1938 年 期 间 的 19 种 股票 
价格 的 周 数据 , 1883 年 到 1934 年 在 芝加哥 市 场 上 的 小 麦 月 平均 价格 以 及 1816 年 到 
1951 年 在 纽约 商品 交易 所 (New York Mercantile Exchange) 上 的 棉花 月 平均 价格 )， 
他 惊奇 地 发 现 , 它们 既 无 节奏 、 又 无 趋向 , 更 无 周期 ; 尤其 是 他 引出 这 样 的 结论 , 所 
观察 到 的 一 系列 数据 像 是 “….: the Demon of Chance drew a random number --- and 
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added it to the current price to determine the next --- price (--- 机 遇 之 魔 掷 出 一 个 
随机 数 … 把 它 加 到 当前 价格 上 以 决定 下 一 个 … 价格 )”. 换 句 话说 , 价格 S = (Sn) 
的 对 数 是 随机 游 走 , 即 如 果 hn = In 7, 那么 


了 
n—1l 





Sn = Soe”, TL 之 1, 


其 中 H, 是 独立 随机 变量 hi, ,hn 之 和 . 

这 里 有 益 的 是 再 次 重 提 往 事 (比较 §1b): 其 实用 “随机 游 走 ”来 描述 价格 演变 的 
想法 是 (上 面 提 到 的 A. Cowles 和 H. Working 的 研究 以 前 ) L. Bachelier 在 他 1900 
年 的 学 位 论文 “Théorie de la spéculation (投机 理论 )”[12| 首先 提出 的 . L. Bachelier 
认为 , 价格 SO) = (SY) (顺便 说 一 下 , 不 是 价格 的 对 数 ) 在 时 刻 A, 2A,--- , 改变 自 
己 的 值 , 并 且 使 得 价格 


SY = So + £A + boa +++: + Eka, 
其 中 (ia) 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 , 并 且 以 概率 3 取 值 to VA. 尤其 是 ， 


ESA) = 5, DS =0. (kA). 


正如 上 面 已 经 注意 到 , 4 k= Bi t > 0, L. Bachelier 通过 形式 上 的 极限 方法 得 到 


极限 过 程 S = (54)z0, 其 中 Se = lim SUM, (极限 应 该 在 某 种 适当 的 概率 意义 下 来 
理解 ) 有 下 列 形式 (参见 S1b 第 6 53): 


St = So t+ oW:i, 


这 里 的 W = (W,) 现在 通常 称 为 标准 布朗 运动 (Wo = 0,EW, = 0,EW? = t), 或 者 
维 纳 过 程 , 即 有 独立 高 斯 ( 正 态 ) 增 量 和 连续 轨 线 的 随机 过 程 . 详情 参见 第 三 章 中 的 
§§3a, 3b. 


2. M. Kendall 的 著作 以 后 , 对 于 金融 指标 的 动态 变化 更 全 面 的 研究 以 及 构造 各 
种 概率 模型 来 解释 所 观察 到 的 诸如 聚集 性 那样 的 可 观察 效应 , 人 们 的 兴趣 急剧 增加 . 
在 这 方面 我 们 注意 到 1950 年 代 末 的 两 项 研究 : H. Roberts [405] (1959) 和 M. F. M. 
Osborne [371] (1959). 

H. Roberts 的 研究 追随 H. Working 和 M. Kendall 的 想法 , 是 直接 针对 金融 业 
实务 的 , 并 且 包 含有 利于 随机 游 走 假设 的 启发 性 的 论述 . 天 体 物理 学 家 M. Osborne 
的 著作 则 以 “股市 中 的 布朗 运动 (Brownian Motion in the Stock Market)” 的 标题 问 
tt, 其 中 以 其 自己 的 语言 (参见 [35; 103 页 ]) 表达 了 对 诸如 股价 那样 的 现实 数据 来 肯 
定 运用 他 的 物理 和 统计 技巧 的 愿望 . 在 事先 不 知晓 L. Bachelier, H. Working 和 M. 
Kendall 的 著作 的 情况 下 , M. Osborn 实质 上 导致 同样 的 结论 , 并 且 正 确 地 注意 到 (这 





2. 不 确定 条 件 下 的 金融 市 场 . 金融 指数 动态 变化 的 经 典 理论 … …. “37. 





点 对 于 以 后 很 重要 ), 不 是 (L. Bachelier 所 运用 的 ) 价格 S, 本 身 , 而 是 它 的 对 数 才 遵 
循 ( 带 漂移 的 ) 布朗 运动 . 这 一 思想 也 在 随后 的 P. Samuelson 的 著作 ([420]) 中 得 到 
发 展 , 并 在 金融 理论 和 实务 中 引信 妃 何 (或 者 如 他 所 说 , 经 济 ) 布朗 运动 


S, = Soe Wt /2 — 129, 


这 里 W = (W,) 是 标准 布衣 运动. 

3. 不 能 说 描述 价格 演变 的 随机 游 走 假设 立刻 被 经 济 学 家 们 所 接受 , 但 是 正 是 由 
于 它 , 导致 经 典 的 理性 运作 (或 者 如 同 通 常 所 说 的 有 效 ) 市 场 的 概念 ; 其 中 的 基本 原 
始 目标 在 于 求 得 捍卫 概率 论 思想 应 用 的 论证 , 以 及 在 它 的 框架 内 论证 随机 游 走 假设 
以 及 更 一 般 的 闭 假 设 的 自然 而 然 . 

从 直观 的 视角 来 看 , 这 里 的 “有 效 性 ”意味 着 理性 响应 新 “信息 ”的 市 场 ; RS 
义 在 于 在 市 场 上 : 


1) 随时 产生 正确 的 价格 ,它们 的 建立 看 来 是 在 “均衡 * 状态 之 下 而 变 为 “公平 ” 的， 
并 且 不 为 市 场 参 与 者 留 下 套利 机 会 的 空间 , 即 不 能 通过 价格 中 的 差别 来 获得 利 
W; 

2) 市 场 的 参与 者 (交易 者 、 投 资 者 等 等 ) 一 致 地 解释 所 接受 的 信息 , 同时 基于 信息 
的 更 新 随时 校正 自己 的 决策 ; 

3) 市 场 参与 者 在 确立 其 目标 时 是 一 致 的 , 他 们 的 运作 带 有 “和 集体 理性 ”的 特征 . 
从 形式 的 视角 来 看 有效 性 的 概念 应 该 恨 据 所 面临 的 市 场 及 其 参与 者 的 特征 与 

言 息 之 间 的 关系 和 相互 依存 上 来 考察 . 
通常 要 区 分 下 列 三 种 接受 信息 的 形式 : 

1° 包含 在 过 去 价格 值 中 的 信息 ; 

2° 不 仅 包 含 在 过 去 价格 值 中 、 并 且 也 包含 在 可 公开 获取 的 来 源 (报纸 .公告 .电视 
等 等 ) 中 的 信息 ; 

3" 所 有 可 能 发 生 的 信息 . 

对 于 这 里 所 运用 的 “信息 ”概念 的 精确 化 将 来 自 市 场 上 所 发 生 的 “不 确定 性 ”， 
它 可 以 描述 为 某 个 概率 空间 (Q, FP) 框架 中 的 “随机 性 ”. 如 常 所 述 , 这 里 

9 = (o) 是 结局 空间 , 或 基本 事件 空间 ， 

F 是 的 子 集 的 o- 代 数 ， 

P 是 (0, F) 上 的 概率 测度 . 

有 用 的 是 在 概率 空间 (Q, F,P) 上 补充 o- 代 数 流下 == (no, EH o- 子 代数 
Fn 组 成 , HEK msn, Fin C Fn CF. 

我 们 把 Fn 中 的 事件 解释 为 在 时 刻 ”以 前 (包括 n) 可 接受 的 “信息 ”. 
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4. it. 我 们 把 多 , 中 的 集合 在 形式 上 与 时 刻 ”以 前 可 观察 的 “事件 ”概念 相 联 
系 , 要 注意 下 列 情况 . 

在 实验 活动 (包括 观察 价格 ) 中 , 我 们 通常 不 仅 是 对 怎样 的 具体 结局 成 立 感 兴趣 ， 
并 且 还 对 它 是 否 属于 所 有 结局 的 某 个 子 集 感 兴趣 . 

这 种 集合 A CO 按 实验 条 件 可 能 回答 两 种 类 型 的 结局 之 一 : “结局 w € A" 或 
者 “结局 wg 4”; 这 就 解释 了 (可 观察 的 ) 事件 的 意义 . 这 样 , 如 果 w = (ww ws), 
这 里 值 wi = +1 解释 为 在 时 刻 i 价格 “上 涨 ”, 而 o; = 一 1 解释 为 在 该 时 刻 价格 “下 
BR”, 那么 (在 这 个 三 步 模型 中 ) 所 有 可 能 发 生 的 结局 的 空间 就 由 8 个 点 所 组 成 


Q = {(-1,—-1, -1), (-1, -1,41),---,(41,4+1,+)}. 


如 果 我 们 有 可 能 记录 所 有 wwz ws 的 值 , 那么 比如 集合 





A= {(—1,+1, -1, (+1, -1,+1)} 


就 是 一 个 “事件 ”, 因为 对 于 w = (w1,we,ws) 来 说 , 所 有 的 三 个 值 w, we, ws 都 记录 
ER, 我 们 可 确凿 无 误 地 来 说 “oo c A" 或 者 wg A”. 

然而 , 如 果 没 有 可 能 在 时 刻 i = 2 记录 结果 w, 即 没 有 关于 这 个 值 的 “信息 ”, 那 
么 这 时 集合 4 就 不 再 是 “事件”, 因为 我 们 只 有 wi 和 ws, 不 可 能 回答 w = (wi, we, w3) 
是 否 属于 集合 4 这 一 问题 . 

5. 带 有 分 化 o- 代 数 流 下 = (Fn) 的 空间 (Q, 多 ,F = (Fn), P) 在 随机 分 析 中 通常 
称 为 渗透 概率 空间 . 在 金融 数学 的 框架 下 , 我 们 将 也 称 E = (Fn) 为 信息 流 . 借助 于 
这 一 概念 , 市 场 有 效 性 的 各 种 形式 可 如 下 定义 . 

设 在 (Q, F, P) 中 分 化 出 三 个 o- 代 数 流 

pi = (4, F? = (.22), Fe = (F3), 

其 中 .ZI C G2 C F3, HA o- 代 数 Fi 中 的 每 一 个 都 可 解释 为 时 刻 n WERA (2) 
的 信息 . 

根据 E. Fama [150] (1965), 我 们 说 市 场 是 能 有 效 的 (weakly efficient), 是 指 (在 
这 个 市 场 中 的 金融 工具 的 ) 价格 5 = (5,) 中 的 每 一 个 有 下 列 性 质 : 对 它们 全 体 可 求 
得 某 个 规范 价格 B= (Bu)n>o (通常 这 就 是 无 风险 银行 账户 ) 和 局 部 等 价 于 P 的 概 
RWE P (BD, 对 于 每 个 n > 0, 它 在 .多 1 上 的 局 限 P, = PI.Z1 等 价 于 P, = PLZ,), 


使 得 
S (Sa 
B 7 Bn no 


RP. a X 多 1- 可 测 , 并 且 
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在 号 的 ib 是 对 信息 流 Fs = (72) 而 言 的 情形 下 , 就 说 市 场 强 有 效 (strongly 
efficient), 而 在 流 为 F = (F2) 的 情形 下 ， 就 说 市 场 半 强 有 效 (semi-strongly efficient). 

为 了 简单 起 见 , 本 节 后 面 的 叙述 中 将 认为 Br = 1, M P = P. 

在 讨论 这 些 定义 以 前 , 我 们 察觉 , 在 关于 流 FI, F2 和 F3 BUSR2IS Lu = Lu (FI), 
M? = ME 和 .N33 = AB) 之 间 有 下 列 关系 式 成 立 : 


MÈ C Uu C ur. 


事实 上 , 如 果 价 格 S = (5n)nzo € M, 那么 这 意味 着 S, 为 .F2- 可 测 , 并 且 
E(Sn41|F2) = Sn. 由 此 , 运用 条 件数 学 期 望 的 “望远镜 ”性 质 


E(Sn+1| Fn) = E(E(Sn+1| Fn) | Fa) 


并 考虑 s, 为 多 1- 可 测 (我 们 记得 Fl 是 由 时 刻 n. 以 前 的 包括 值 5 (k < n) 在 内 的 
所 有 价格 的 值 所 生成 的 ), 我 们 发 现 , ESti | FI) = Sn, BS EAL. 

如 果 £1, €o,--- 是 独立 随机 变量 序列 , IFA El 如 | < oo, Eé = 0, k > 1, FE = 
o(E1,--- 有 = (0,0) 以 及 FE C FL, 那么 对 于 S. =O +--- +h, n 21, 
So = 0, 序列 S = (Sn)nso 将 显然 关于 FE = (F5)no0 FER, 并 且 


E(S, 4 | Z1) = Sn + E(Ensi | Fi), i=1,2,3. 





由 此 很 明显 , 如 果 对 于 每 个 n, 量 En 不 依赖 于 Fi (在 下 列 含义 下 : 对 于 任何 
Borel 集 A, 事件 {Enp € A} 不 依赖 于 任何 Fi 中 的 事件 ), 那么 序列 S = (Sn)n>0 
是 Mi 类 的 款 . 于 是 , 如 果 in 看 作 关 于 .多 3 的 “全 新 的 信息 ”, 那么 S 将 属于 类 
MÈ. 

对 于 以 后 来 说 , 重要 的 是 要 注意 到 , 如 果 x = (Xn) 是 关于 流下 = (Fn) OR, 
Xn = z1 +-+ En, to =0, ABA x = (zn) ERE: 

zn 为 Fa- PJW, 
E|zn| < oo, 
E(z | ¥n-1) = 0. 
由 后 一 个 性 质 可 得 , 在 假定 下 列 条 件 下 : Elz |? <o, n > 1, 对 于 任何 n>0 和 kk> 1, 
有 
Exn, Tntk 一 0, 


BD, 量 2 = (zn) 是 不 相关 的 . 换 句 话说 , 平方 可 积 款 属于 有 正 交 增 量 的 随机 序列 类 ; 


EAX AX, = 0, 
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其 中 AX = Xn — Xn-1 = ma; AXntk = vua. 把 这 样 的 序列 类 表示 为 OP (orthog- 
onal increments, 下 标 “2” 表 示 “ 平 方 可 积 ”), 我 们 得 到 


ME © MÈ CM COL. 


由 上 所 述 得 到 , 最 终 , TERES A RO TAF EEE C ET ERR ABE. 价格 
本 身 是 随机 游 走 5 的 市 场 是 这 样 的 市 场 的 特 处 情形 . 

6. 为 什么 “ 款 性 ”假设 作为 “随机 游 走 ”假设 的 推广 和 作为 “有 效 市 场 ”概念 中 
的 基础 是 完全 自然 的 ? 这 里 有 多 条 理由 , 而 最 好 的 解释 是 在 无 套利 市 场 理 论 的 框架 
中 给 出 的 , 其 中 市 场 的 有 效 性 , 或 者 更 为 确定 的 是 , 市 场 的 会 理性 , 干脆 就 与 无 套利 
机 会 联系 在 一 起 ; 正如 我 们 将 在 以 后 所 看 到 的 , 蒜 将 以 最 直接 的 方式 出 现 . (关于 这 
一 点 的 详情 参见 以 后 的 第 五 章 82a.) 

现在 , 为 在 所 考察 的 情景 中 怎样 产生 靳 给 出 某 种 表示 , 我 们 引入 下 列 初等 讨论 . 

WS = (Sn)nz1; Sn 比如 是 时 刻 n. 的 股票 的 价格 . 记 (AS, = Sn — 5,1) 


_ AS, 
pn S,a 


它 是 价格 的 相对 变化 , 也 可 称 为 收益 率 ; 假定 , 市 场 运作 使 得 量 S, 关于 可 接受 信息 
流下 = (Fa) N .多 -可 测 , JF A (P-a.e.) 





n zl, 


E(pn | Fn—1) =r, (1) 


其 中 7 是 某 个 常数 . 由 最 后 两 个 公式 我 们 求 得 ， 


Sn = (1 + Pn)Sn-1 (2) 
以 及 (假定 1 +r z 0) 
not l+r f 


我 们 假定 , 股票 价格 S = (5%)n>o 这 样 演变 : 
AS, = PnSn-1, n z 1. 


AB, 一 rBn-1; nz 1, (4) 


其 中 r 是 收益 率 , > > 0, Bo > 0. 


1 在 概率 统计 的 文献 中 , 通常 称 用 独立 随机 变量 之 和 来 描述 的 游 走 为 随机 游 走 . 在 经 济 学 文献 
中 , 这 个 术语 有 时 也 在 另 -- 个 含义 下 运用 , 它 干 脆 就 为 了 强调 例如 价格 运动 的 随机 特征 . 
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由 于 B = Bo(1 +r)”, 故 由 (3) 我 们 求 得 
Sn-1 Sn 
Bo =E x | Fai) . 
而 这 也 就 意味 着 序列 (F ) 关于 流下 = (Aui ER. 
nj nzl 


上 面 所 作 的 假设 E(p|.Z, 1) — r (P-a.e.) 从 “经济 学 视角 ”来 看 是 非常 自然 的 : 
如 果 它 不 成 立 , 比如 , 在 其 原来 的 意义 下 , E(o, | Fn—1) >r (P-a.e.) I Efon | Fn—1) < 
r (P-a.e.), n 2 1, 那么 投资 者 很 快 就 发 现 , 只 要 在 前 一 种 情况 下 投资 到 股票 上 和 在 后 
一 种 情况 下 把 资金 存 人 银行 账户 . 换 句 话说 , 在 一 种 证 券 “ 优 于 ” 另 一 种 证 券 的 情形 
F, 较 差 的 证 券 必定 迅速 消失 , 这 才 会 符合 “正确 ”、“ 有 效 ” 地 建立 起 来 的 市 场 的 特 
性 . 


7. 现在 我 们 把 所 考察 的 股票 价格 演变 模型 (2) 复杂 化 . 

如 果 认 为 在 时 刻 m — 1 你 购买 价格 为 Sna 的 股票 , 而 在 时 刻 n ( 按 价格 Sn) 出 
售 , 那么 你 的 (绝对 ) BA” BETTE EIE BU, 也 可 能 是 负 的 , 并 等 于 AS, = Sa 5,_1 
当然 , 更 为 实际 的 “ 盘 利 ” 度量 不 是 绝对 量 AS, 而 是 (正如 上 面 已 经 作出 的 ) 相对 
量 ( 49 ) 即 把 As, 与 购买 股票 的 花费 S, 一 起 来 衡量 


HH 

Sn- 

比如 Sn—1 = 20, 而 Sn = 29, 那么 AS, = 9, 这 与 20 相 比 不 算 小 .但 是 如 果 
Sn—1 = 200, 而 Sn = 209, 那么 增 量 AS, = 9 与 200 相 比 就 不 算 大 . 

尤其 是 , 在 第 一 种 情形 下 , p,, = 9/20 (=45%)， 而 在 第 二 种 情形 下 ，pw = 9/200 
(=4.5%). 

为 了 表达 上 的 简单 起 见 , 我 们 把 这 个 相对 盈利 有 量 (除了 已 经 用 过 的 术语 “收益 
率 ” 或 “随机 收益 率 ” 以 外 ) 经 常 称 为 四 报 (return) F 或 增值 系数 . 今后 我 们 将 保留 这 
样 的 术语 运用 . 

与 增 量 AS, = Sn 一 S. 解释 为 (在 时 刻 n — 1) 买 (在 时 刻 n) BHAA 
对 应 的 是 , 也 可 假定 还 有 附加 盈利 来 源 , 例如 , 持 有 股票 的 分 红 , 它 在 时 刻 n 将 认为 
Fa- PIW, 并 等 于 ôn- 

这 时 , 总 的 “绝对 ” 鳃 利 将 等 于 AS, + 65%, 而 相对 人 熏 利 量 等 于 


AS, + ôn 
Pn = Ss (5) 








当然 , 有 意义 的 是 要 得 到 某 种 表示 , 使 得 当 价格 (Sn) 的 “局 部 ”性 态 由 模型 (5) 
来 描述 时 , 有 可 能 “整体 地 ”引入 价格 (Sn) 本 身 . 很 明显 , 对 于 这 个 问题 的 解答 需要 
对 量 (Pn) 和 (8n) 作出 确定 的 假设 . 

鉴于 此 , 我 们 假设 , 例如 , 对 于 所 有 n2 1, 


E(o,|.Z, i) r2 0. 
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这 时 , 由 (5), 并 假定 E|S;,| < oo, El6%| < oo, 再 取 条 件数 学 期 望 ECL. 1), 我 们 求 
得 


1 1 
Sn- = 1 Lt Srl Fn) + t rz EUR |). (6) 


类 似 地 有 


1 
Sn = TE ( Sni | Fn) + 1 yp E On | Fn), 


把 它 与 (6) 一 起 考虑 , 就 导 得 等 式 


Sn—1 = ma E(Sn41 | Fn-1) 


iF 


tuin "ED 5E(On+1 | Fn- 1) + En |a). 


继续 这 个 程序 , 我 们 求 得 , 对 于 任何 k > 1 和 任何 n 2 1, 


Sn = gE (Snr | Fn) + vate E(Sn+i | Fn). (7) 


d r)* m 


由 此 变 得 很 清楚 , (假定 |E (5.41 | Fn)| < Const, n 2 0, i 2 1,) 方程 (6) 的 每 个 有 
界 解 (|5%| < Const, n > 1)( 对 于 n 2 1) 有 下 列 形式 : 


on 2 ü + pi Ene Fn): (8) 





这 个 解 在 经 济 学 文献 中 称 为 市 场 基 本 解 (market fundamental solution; 参见 例 
如 [211]). 在 分 红 不 随时 间 改 变 (6, = 6 = Const) 而 E(pn|Fn—1) =r > 0 的 特殊 情 
JE P, 由 (8) 得 到 , (有 界 ) 价格 Sn, n > 1, 也 不 随时 间 改 变 : 
6 


Sn 三 一 ， n 2 1. 
T 


s. 蒜 类 是 相当 广 的 . 例如 , 它 也 包括 上 面 考察 过 的 “随机 游 走 ”. 同时 , BRE ME 
E(Xn41| Fn) = X. 


是 指 , E Hi^ FZ, 的 基础 上 对 增值 AX, = Xap. 一 Xs 进行 预测 ,至 多 只 能 说 ， 
这 个 增值 (关于 Fr) 的 均值 等 于 零 ， 这 一 状况 回应 了 “公正 ”、 < 组 织 良好 ”的 市 
场 的 直观 观念 , 在 这 样 的 市 场 中 , 不 可 能 (以 正 概率 ) 使 一 些 人 获 利 ,而 另 一 些 人 吃 
亏 . 在 这 样 的 市 场 中 , 条 件 获 利 E(AX | Fn) 应 该 等 于 零 . 正 是 联系 到 这 一 点 , L. 
Bachelier BiH: “投机 者 的 数学 期 望 是 零 ( 英 译文 为 : The mathematical expectation of 
the speculator is zero)” (我 们 记得 , 在 赌博 中 , 输 了 以 后 加 倍 下 注 、 而 第 一 次 赢 后 终 
ILARIE SERRA (martingale), 而 对 于 它 来 说 , 条 件 获 利 E(AX | .多 1) = 0; 
详情 参见 [439; 第 七 章 , §1].) 
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最 后 , 我 们 注意 到 , 价格 演变 的 经 验 分 析 指 出 (参见 第 四 章 §3c), 对 于 随机 序列 





来 说 , 其 自 相关 接近 于 零 ; 它 可 看 作 蔷 假设 的 一 个 论据 , 尽管 这 个 论据 是 问 接 的 . 


9. 有 效 市 场 假设 为 专注 于 分 散 化 思想 的 “谨慎 的 ”投资 者 发 展 新 金融 工具 提供 
了 新 的 推动 力 (参见 §2b). 

这 种 新 的 金融 工具 应 该 首 推 “共同 基金 (Mutual Funds)” 的 变种 之 一 : 所 谓 “Se 
数 基 金 (Index Funds)”. 

这 种 基金 的 特点 在 于 它们 把 (自己 的 客户 的 ) 资金 向 某 个 股票 “指数 ”中 出 现 的 
那些 成 分 公司 股票 投资 . 

第 一 批 这 样 的 基金 之 一 是 1976 年 美国 的 万 格 集团 (Vanguard Group, 中 译名 曾 
经 用 过 “先锋 集团 ”) 建立 的 “The Vanguard Index Trust-500 Portfolio”, 它 运作 (3X 
卖 ) 参与 构成 标准 普尔 500 (Standard & Poor’s-500) 指数 的 500 家 公司 (400 个 工业 
公司 , 20 个 运输 公司 , 40 个 公用 事业 公司 和 40 个 金融 公司 ) 的 成 分 公司 的 股票 . 

有 效 市 场 假设 说 , 价格 的 改变 , 也 就 是 金融 决策 的 改变 , 是 在 信息 更 新 时 发 生 的 
(并 且 速 度 足够 快 ). 通常 的 “普通 ”投资 者 (个 体 或 机 构 ) 不 掌握 足够 的 信息 , 因而 一 
般 不 可 能 很 快 地 对 价格 的 改变 快速 反应 . 与 此 同时 , 个 体 交 易 的 运营 成 本 照例 会 使 
得 他 们 “ 耗 尽 ” 可 能 有 的 利润 . 

在 这 个 含义 下 , 对 “指数 基金 ”的 投资 正 是 对 那些 “信息 不 充分 的 ”投资 者 有 吸 
引力 , 这 些 人 不 足以 算计 获取 “快速 ”和 “高 额 ” 利 润 , 而 倾向 于 (谨慎 地 ) 把 资金 投 
人 到 被 良好 分 散 化 的 长 线 证 券 中 去 . 

另 一 些 类 似 的 美国 基金 (其 中 包括 债券 基金 ) 的 例子 是 : “The Extended Market 
Portfolio (扩充 市 场 组 合 )”, “The Vanguard Small Capitalization Stock Fund (万 格 小 
资本 化 股票 基金 )”,“The Vanguard Bond Market Fund (万 格 债券 市 场 基金 )”, 国际 
基金 如 “The European Portfolio (欧洲 组 合 )”，“The Pacific Portfolio (太平 洋 组 合 )” 


§2b. 证 券 组 合 . Markowitz 分 散 化 


1. 正如 已 经 在 82a 中 所 注意 到 , H. Markowitz 1952 年 的 著作 [332] 在 金融 管理 
和 人 金融 工程 的 现代 理论 和 实务 的 建立 上 起 着 决定 性 的 作用 . 在 Markowitz 理论 中 , 对 
于 投资 者 来 说 , 特别 吸引 人 的 是 在 证 券 组 合 (portfolio) 中 的 分 散 化 (diversification) 
思想 , 因为 它 不 仅 说 明了 降低 投资 的 GERR, 参见 34 页 ) 风险 的 原则 上 的 可 能 性 ， 
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并 且 也 给 出 怎样 做 的 实际 推荐 运作 .” 

为 了 揭示 这 一 理论 的 基本 状况 和 观念 , 我 们 考察 下 列 一 步 投资 问题 . 

设 投 资 者 有 机 会 把 自己 的 初始 资本 r 投资 遍及 股票 A1,… An, 它们 在 时 刻 
n = 0 的 价格 分 别 等 于 So(A1),:… , So(Aw). 

HE Xo(b) = b1So(A1) +--+ + bn So(An), 其 中 bi 2 0,1 =1,---, N. RAG, > 


b = (bis ,bN) 


是 证 券 组 合 , 其 中 b 是 价格 为 So(4;) 的 股票 A; 的 股票 “数量 ”. 
我 们 将 假定 , 每 种 股票 A, 的 演变 如 下 确定 : 其 在 时 刻 n = 1 的 价格 S: (A. AR 
从 下 列 差分 方程 
AS,(A;) = p( Ai)So( Ai), 


或 者 等 价 的 
Sı (Aji) = (1 + p(Ai)) So( Ai), 
这 里 p(Ai) 是 股票 A; 的 随机 收益 率 ， p(A;) > —1. 
如 果 投 资 者 选择 组 合 b = (51,… ,bw), 那么 他 的 初始 资本 Xo( = zx ER 
X1(b) = bi1S1(A1) +--+ + bw Si (An), 


它 被 期 待 “ 增 值 ”. 然而 , 这 个 愿望 必须 还 要 考虑 “风险 ", CES “Te” BASRA 
联系 的 . 

出 于 这 一 目标 , H. Markowitz 考察 资本 Xi (b) 的 两 个 数字 特征 : 

EX (b): 数学 期 望 和 DX1(b): FZ. 

有 了 这 两 个 数字 特征 , 就 可 按照 不 同情 况 来 陈述 依赖 于 最 优化 判别 准则 的 最 佳 证 券 
组 合 选择 的 最 优化 问题 . 

例如 , 可 能 如 下 提出 问题 : 怎样 的 证 券 组 合 o 可 使 某 个 目标 函数 f = (EX (b), 
DX (b) 在 “预算 约束 ”下 , 对 下 列 容许 证 券 组 合 类 达到 最 大 值 : 





B(x) = {b= (bi,:.. ,bnN): bi 2 0, Xo(b) = x), zZ > 0. 
下 列 对 方差 提出 的 问题 也 是 很 自然 的 : OR 


inf DX; (b), 


5) 商业 简明 辞典 [65] 给 出 这 样 的 定义 : 

PBA: 在 证 券 投资 组 合 中 包含 广泛 范围 的 公司 , LGEESG EE 1 2SUET DIE BS a EF 
的 严重 损失 . 

证 券 组 合 : 按 自然 人 或 法 人 特点 来 登记 的 证 券 清单 . 
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其 中 假定 inf 是 对 满足 下 列 约束 的 组 合 5 来 取 的 : 
be Biz), 


EX, (b) = m, 


其 中 m 是 某 个 常数 . 


下 面 的 图 像 演示 了 点 (EX (b), VDX) 的 集合 的 典型 图 景 , 这 里 be B(x), 并 
EF b 可 能 也 有 补充 约束 . 


EX1(b) 





0 JDK) 


8 Markowitz 均值 一 方差 分 析 (mean-variance analysis) 的 图 示 


在 图 中 可 看 得 很 清楚 , 如 果 你 在 方差 最 小 的 条 件 下 对 资本 的 平均 值 最 大 感 兴趣 ， 
那么 必须 选择 这 样 的 组 合 : 对 于 它 来 说 , (EX1(b), /DX1(b)) 位 于 “起 点 ”为 w、“ 终 
点 ”为 8 的 曲线 段 上 . (Markowitz 称 这 些 组 合 是 有 效 的 , 而 所 引入 的 运用 均值 和 方 
差 的 分 析 整 体 称 为 “均值 一 方差 分 析 (mean-variance analysis)”.) 


2. 现在 指出 , 在 一 步 证 券 组合 的 最 优化 问题 中 , 可 以 把 量 (Si(41),:…，, Si(An)) 
取代 为 直接 对 收益 率 (p(A41),… ,p(4N)) 来 进行 运算 . 具体 做 法 如 下 . 


Yt be B(7z), 即 z=0150(41) 十 … 十 bnSo(An). SIAR d= (di,… , dw), 其 中 
令 





"EE 
x 


由 于 be Biz), Bt di 2 0, BON, d; — 1. 我 们 把 资本 X (b) 表示 为 下 列 形式 
X1(b) = (1 + R(b)) Xo(b), 
并 设 


p(d) = dip( Ai) + --- + dnp(An). 





| 46 - 第 一 章 基本 概念 、 结 构 和 工具 . 金融 理论 和 金融 工程 的 目标 和 任务 

















显然 ， 
R(b) = Xp 1 H ] 二 2 1 
Si (A;) BA) 
7 = dod SoA) ^ — -2.6 (S E 
这 样 ， 


R(b) = p(d), 


由 此 得 到 , 如 果 d = (di,… ,dw) 和 5 = (b1,… ,bw) 通过 关系 式 di = SOA). 
i=1,---,N, 联系 在 一 起 , 那么 对 于 be B(z), 


X1(b) = x(1  p(d)), 


因而 , 从 对 于 Xi(b) 的 最 优化 问题 的 视角 来 看 , 可 以 对 于 p(d) 的 对 应 问题 来 进行 运 
算 . 


3. 现在 我 们 转向 分 散 化 问题 , 它 力 求 用 量 X1(b) 的 方差 或 标准 差 来 度量 的 ( 非 
系统 ) 风险 任意 小 . 

为 了 这 一 目标 , 作为 起 点 , 我 们 考察 两 个 二 阶 矩 有 限 的 随机 变量 & 和 6. FE, 
如 果 cl 和 co 是 常数 , o; = VDE&, i= 1,2, 那么 


D(ei£i + c2é2) = (clol — c202)? + 2c1c20102(1 + 012), 


其 中 ora = ELE), cose, £a) = E66 — Et Ele. 由 此 很 明显 , 如果 c101 = coy 
而 oi = —1, 那么 De + c2€2) = 0. 

这 样 一 来 , 如 果 量 & 和 £2 以 相关 系数 o = -1 负 相关 , 那么 取 适 当 的 常数 cy 
和 co 满足 aa = coco, 我们 就 得 到 有 霍 方差 的 组 合 aé + of. 不 过 , 当然 , 这 时 均 
值 E(ci£i + cztz) 可 能 相当 小 . (由 于 条 件 5 € B(z), cl = ca = 0 的 情形 对 于 最 优化 问 
题 来 说 无 意义 .) 

由 这 些 初等 讨论 可 见 , 对 于 (6,05) ME (6,62) 的 类 上 给 定 的 约束 , 要 求解 使 
E(ci£i + cef) “很 大 ”, 而 D(ci&1 + czta)“ 很 小 " 的 问题 , 必须 力求 选取 协 方差 尽 可 能 
接近 于 一 1 的 点 对 (££). 

所 陈述 的 负 相 关 效 应 也 称 为 Markowitz 效应 , 它 是 投资 分 散 化 的 基本 观念 之 一 : 
在 构成 证 券 组 合 时 , 必须 力求 包含 在 组 合 中 的 证 券 之 间 有 尽 可 能 多 的 负 相 关 . 

分 散 化 基础 中 的 男 一 个 观念 基于 下 列 思考 . 








2. 不 确定 条 件 下 的 金融 市 场 . 金融 指数 动态 变化 的 经 典 理论 .…… -47> 


Ei ,én 是 互 下 相关 的 随机 变量 序列 , 其 方差 满足 De < C,i=1,---,N, 
这 里 C 是 某 个 常数 . 于 是 


N N 
D(di£i +---+dnEn) = 》 a? DE; < Cd. 
i=l i—1l 


因此 , 例如 取 d; = 1/N, 我 们 求 得 
Di 人 + .+ déN) < E 0, N 一 co. 


这 个 不 相关 效应 说 , 如 果 投 资 是 在 不 相关 的 证 券 中 进行 , 那么 为 了 降低 风险 , 即 
方差 D(di£i 十 … 十 dnén), 必须 取 它 们 的 个 数 N 尽 可 能 大 . 
我 们 转向 关于 量 
p(d) = dip( A1) + --- + dnp(An) 


的 方差 Dold) 的 问题 . 我 们 有 


N N 
Dp(d) = $ dDp(Ai) + 9 ^ did;Cov (p( Aj), 0(A;)) 
i=1 ij=1, 
我 们 在 这 里 取 d; = 1/N. 那么 
N 2 N 


4^5 (i 1 _ 2 
Sota) = (s (Nox PURA) = oN, 


i= i=1 


N 
这 里 OR = x DO Op Ay) 是 平均 方差 . 同时 ， 
4 一 | 


1\? L— 
SS ddjCovtp( Ay), A) = (5p) (N? - 5) Coon, 


ij=1, 


ij 
这 里 Covy 是 平均 协 方差 
Com = uz y 2 Cov(p(As), (43), 
E" 
这 样 -来 
Dpld) = 57k + (1- 5) Cov, (1) 


并 且 很 明显 , 如 果 o2, « C, 以 及 当 N 一 oo 时 ,Covw 一 Cov, 那么 


Dp(d) 一 Cov, N 一 oo. (2) 
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由 这 个 公式 我 们 看 到 , 如 果 Cov 等 于 零 , 那么 带 充 分 大 的 N 的 分 散 化 的 投资 风 
险 , BB Dold), 可 变 为 任意 小 . 遗憾 的 是 , 如 果 考 察 的 比如 是 股票 的 风险 , 那么 其 中 照 
例 还 有 价格 上 的 正 相 关 (它们 在 同一 方向 上 相当 一 致 地 运动 ), 使 得 Covw 当 N — oo 
时 不 趋向 于 零 . 极限 值 Cov 也 是 系统 风险 , 或 者 说 市 场 风 险 , 它 对 于 所 考察 的 风 
险 来 说 是 固有 的 , 并 且 分 散 化 不 可 能 使 它 降低 . 在 公式 (1) 中 的 第 一 项 确定 了 非 系 
统 风 险 , 它 正如 我 们 所 看 到 的 , 可 通过 使 股票 种 类 数 增 大 来 降低 (“均值 一 方差 分 析 
(mean-variance analysis)". 更 详尽 的 理论 参见 [268], [331]-[333].) 


82c. 资本 资产 定价 模型 (CAPM 一 Capital Asset Pricing Model) 


1. 用 于 最 优 证 券 组 合 自身 计算 的 均值 一 方差 分 析 (“mean-variance analysis") 要 
求 值 Ep(A;) 和 Cov(p(.Ai), p(A5)), 而 并 不 对 这 些 值 的 产生 给 出 解释 . (在 实际 操作 中 ， 
这 些 量 是 根据 过 去 的 数据 用 通常 的 统计 均值 和 协 方差 来 估计 的 .) 

CAPM 理论 (W. F. Sharpe, [433], J. Lintner, [301]) 和 以 后 考察 的 4PT 理论 
不 仅 对 量 Ep(4;) 和 Cov(p( Ai), o(A;)) 的 值 的 问题 给 出 回答 , 并 且 同 时 还 指出 , 个 别 
股票 A, 的 (随机 ) 收益 率 的 量 p(4;) 怎样 依赖 于 进行 A; 的 交易 的 “大 ”市 场 的 收 
益 率 p 的 量 ， 作 为 在 Markowitz 的 “均值 一 方差 分 析 ” 中 起 着 关键 作用 的 协 方差 
Cov(p( Ai), p(A;)) 的 补充 , CAPM 理论 阐明 了 另 一 个 新 对 象 的 重要 作用 , 它 就 是 市 场 
中 的 股票 A, 的 收益 率 与 市 场 本 身 的 收益 率 之 间 的 协 方差 Cov(p(A;), p). 

CAPM 理论 及 其 结论 基于 均衡 市 场 的 概念 , 特别 是 , 它 指 的 是 在 这 样 的 市 场 上 
没有 运行 费用 , 其 所 有 的 参与 者 (投资 者 ) 在 下 列 含 义 下 是 均匀 的 : 在 基于 其 所 有 可 
接受 的 信息 的 基础 上 对 价格 的 未 来 运动 有 同样 的 佑 值 能 力 , 有 同样 的 时 间 视 野 , 所 有 
人 的 决策 都 基于 价格 的 均值 和 方差 . 还 假定 , 所 有 被 考察 的 资产 都 “无 限 可 分 ”, 并 
且 在 市 场 上 有 收益 率 为 > 的 无 风险 证 券 (银行 账户 、 国 库 券 等 等 ). 

具有 无 风险 证 券 是 关键 的 , 正 是 由 于 收益 率 n 出 现在 C4PM 理论 的 所 有 公式 中 
作为 “基本 ”变量 , 才 由 此 导出 计算 . 

在 这 一 含义 下 , 有 益 的 是 注意 到 , 对 风险 资产 的 收益 率 p(4;) 的 均值 Ep(A;) 的 
长 期 观察 可 指出 Eo(4;) >r. 下 面 引 入 的 由 年 平均 数据 所 构成 的 表 上 列 出 了 美国 在 
1926-1985 年 期 间 的 收益 率 平均 的 名 义 值 和 实际 值 (考虑 通货 膨胀 ). 





表 
名 义 收益 率 | 考虑 通货 膨胀 的 实际 收益 率 | 
12% 8.8% 


| E% 
普通 股票 
公司 债券 
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2. CAPM 理论 的 基本 状况 可 用 一 步 运 行 的 市 场 的 例子 来 阐明 . 

设 51 = So(1+p) 确定 了 “大 ”市 场 的 (随机 ) 价格 的 值 , 例如 , 它 是 指数 S&P500 
在 时 刻 n = 1 的 值 . 以 51(4) = So(A)(1 + p(A)) 表示 资产 A 在 时 刻 n = 1 时 的 价 
JR, 其 收益 率 为 p(4) (A 是 S&P500 中 的 某 只 股票 ). 

无 风险 资产 的 价格 演变 由 下 列 公式 来 确定 : 


B; = Bo(1 +r). 


在 某 种 均衡 市 场 概念 的 基础 上 建立 起 来 的 C4PM 理论 确认 (参见 例如 [268], [433])， 
对 于 每 种 资产 4 存在 量 6(4), 它 称 为 这 一 资产 的 倍 塔 ,并 满足 


E[p(A) - r] = B(A)E[p - r]. (1) 


这 时 ， 
pa = SX. (2) 
换 句 话说, (在 相对 于 无 风险 资产 运用 资产 A 时 的 ) “ 游 价 ”p(4) — r 的 平均 值 正 
比 于 (把 资金 投入 到 比如 指数 S&P500 那样 的 带 市 场 整体 特征 的 资产 中 去 的 ) 溢价 
p-r 的 平均 值 ， - . 
公式 (2) 确立 了 “ 倍 塔 ” 值 , BH GCA) 是 由 收益 率 o 和 p(A) 的 相关 性 质 来 确定 
的 , 或 者 等 价 地 , 由 对 应 的 价格 S 和 51(4) 的 相关 性 质 来 确定 的 . 
把 关系 式 (1) 改写 为 


Ep(A) = r + B(A)E(o — r), (3) 


并 对 于 有 售 堪 8(A4) = 6 的 资产 A, 令 对 应 的 收益 率 值 p(4) 为 pg. 
这 样 在 8 = 0 的 情形 下 ， 


Po =T 
而 在 8 = 1 的 情形 下 ， 
pi=p 
由 此 可 见 , (3) 是 C4PM 的 直线 方程 : 
Epp =r + BE(p — r), (4) 


其 图 像 如 图 9, 它 指出 , 对 于 资产 来 说 , 其 平均 盘 利 Eps 怎样 依赖 于 倍 塔 6、 收 益 率 
r 和 市 场 的 平均 盘 利 Ep 来 改变 . 

1 如 果 资 产 4 有 ARR” 8(4), 那么 按 其 事物 的 逻辑 还 应 该 有 “阿尔 法 ” a(4). 有 一 些 作 者 ( 参 
见 例 如 [267]) 把 平均 值 Ep(4) 称 为 “阿尔 法 ”. 
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0 1 8 
图 9 CAPM 直线 


E 6 = b(A) 在 构成 证 券 组 合 时 起 着 重要 作用 , 它 是 资产 对 市 场 变 化 的 “敏感 
度 ”、“ 反 应 度 ”. 为 了 确定 起 见 , 我 们 将 认为 , 市 场 指 标 像 指数 S&P500 那样 变化 , 我 
们 现在 所 考察 的 股票 所 属 公司 A 是 该 指数 的 500 个 公司 之 一 . 于 是 , 如 果 指 数 改变 
1%, 而 资产 4 的 倍 塔 等 于 1.5, 那么 资产 4 的 价格 改变 (平均 ) 为 1.5%. 

在 实务 中 确定 资产 的 倍 塔 是 对 统计 数据 运用 通常 的 线性 回归 方法 来 实现 的 , 这 
样 做 来 自 关系 式 (3) 的 线性 性 . 


3. 我 们 对 于 资产 4 形成 下 列 量 : 
nA) = (p(4) = Epa) - EP) (p — Ep) 
显然 , En(A)=0, H 
E(n(A)(p — Ep)) = 0, 
即 , 有 零 均 值 的 量 n(A) 和 o — Eo 是 不 相关 的 . 因此 ， 
p(A) — Ep(A) = 8(A)(o — Ep) + n(A), (5) 
它 与 (3) 一 起 导出 溢价 p(4) -+ 和 p-r 之 间 的 下 列 关系 式 : 
p(A) — r = BCA)(o — r) + (A), (6) 


它 表明 , 资产 A 的 溢价 (0(A) — r) 是 由 市 场 溢 价 (p — r) 乘 上 倍 塔 pa), 再 加 上 与 
p 一 Ep 不 相关 的 量 (A). 
由 (5) 我 们 得 到 公式 


Dp(A) = 8? (A)Dp + Dn(A), (7) 
它 是 说 , 在 资产 A 上 投资 的 风险 (Do(A)) 是 由 两 部 分 风险 所 组 成 : 市 场 固 有 的 
系统 风险 (G?(A)Dp), 





2. 不 确定 条 件 下 的 金融 市 场 . 金融 指数 动态 变化 的 经 典 理论 .… …. Eu 





以 及 资产 4 直接 固有 的 
非 系统 风险 (Dn(A)). 


正如 在 上 节 中 那样 , 可 以 指出 , 这 里 在 C4PM 的 框架 中 , 非 系统 风险 也 可 通过 分 
散 化 来 降低 . 

针对 这 一 目标 , 我 们 假定 , 在 “大 ” 市 场 中 有 N 种 资产 Ass An, 它们 对 应 的 
E mn(41),… ,n(Aw) 不 相关 : Cov(n(Ai),n(A;)) = 0, i z j. 

设 d= (di, ,dn) 是 证 券 组 合 , d; > 0, x4 -LH 


p(d) = di : p(A1) +++ + dw : p(An). 


由 于 
p(Ai) — v = B(Ai)|p — r] + (As), 
我 们 有 
N N 
pld) -r = 2 diB(Ai)lp 一 中 十 do din(Ai). 
因此 , 令 


N 
= 2 di0(4i) 以 及 n( (d) = Yaa A; i) 
我 们 求 得 (比较 (6)), 
p(d) — r = B(d)(p — r) + n(d). 
如 同上 节 中 那样 , 这 就 是 
Dp(d) = 8^ (d)Dp + Dn(d), 


N 
其 中 Dn(d) = 3; d2Dn( Ay) < E 0, N — oo, RÆ D(A.) < C PID di = 4 
i=l 


§2d. 套利 定价 理论 (APT 一 Arbitrage Pricing Theory) 


1. TECAPM 理论 中 , 所 强调 的 是 在 处 于 确定 的 均衡 的 市 场 上 , 个 别 的 资产 盈利 
怎样 依赖 于 运作 该 资产 的 “大 ”市 场合 利 (参见 82c 中 的 (1)), 以 及 它 承 担 怎样 的 风 
险 . 这 时 (参见 在 上 节 中 的 公式 (6)) 资产 A 的 盈利 (收益 率 , 回报 ) o(A) 由 下 列 公 
式 确定 : 

p(A) =r + B(AY(p — r) - n(A). (1) 

更 现代 的 “风险 和 收益 ”的 理论 是 4PT 理论 (Arbitrage Pricing Theory); S. A. 
Ross [412], R. Roll and S. A. Ross [410] 从 多 因子 模型 出 发 , 认为 资产 A 的 量 (A) 
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依赖 于 若干 个 随机 因子 fis. fo (它们 的 值 可 以 非常 不 同 : 石油 价格 、 收 益 率 等 等 ) 
LAR "Mati" IL C(A): 


p(A) = ao(4) + a (A) fa ++- : + ag(A) fa + CCA). (2) 


这 里 Ef; = 0, Df; = 1, Cov(fi, fi) = 0, i 4 j; "IB" 项 C(A) 有 EC(4) = 0, 且 与 因 
Tof, f, 不 相关 , 也 与 其 他 资产 的 “噪声 ”项 不 相关 . 

比较 (1) 和 (2) 可 见 , (1) 是 因子 为 A — o 单 因 子 模型 的 特殊 情形 . 在 这 个 含义 
F, APT CAPM 的 推广 ; 尽管 从 实际 定价 的 方法 论 视角 来 看 ，CAPM 继续 保持 为 
证 券 定价 的 最 受 欢迎 的 方法 之 一 ; 这 点 可 由 它 的 简单 明了 以 及 对 倍 塔 (资产 对 市 场 
变化 的 敏感 度 ) 的 运算 传统 来 解释 . 

建立 在 均衡 市 场 概念 上 的 C4PM 理论 的 中 心 结果 之 一 是 公式 (1), 由 上 节 可 知 ， 
它 是 把 “溢价 ”平均 值 E(p(4) — r) 用 溢价 平均 值 E(p — r) 来 表达 . 

与 此 相 类 似 的 是 , 建立 在 市 场 上 没有 渐 近 套利 概念 上 的 中 心 结果 为 : 它 在 资产 
A 的 p(4) 的 性 态 是 用 多 因子 模型 (2) 来 描述 的 假定 下 , 对 于 均值 Ep(4) 导出 进 一 
步 的 ( 渐 近 ) 公式 . 

我 们 记得 p(A) 是 4 在 (前 面 考察 的 ) 一 步 模型 S, (A) = So(A)(1 + p(A)) 中 的 
(随机 ) 收益 率 . 


2. 我 们 假定 现在 有 由 种 资产 41,… ,Aw 构成 的 “N- 市 场 ” 和 9 个 因子 , 并 
且 
P(Ai) = ao(Ai) + ai (Ai) f +--+ + ag Ai) fg + C(Ai), 
Hh Ef, = 0, EC(A;) = 0, 4k z LANZ Cov( fk, fr) = 0, Dfe = 1, Cov( fe, C(Ai)) = 
0, Cov(C( Ai), G(A4)) = O43) k,l = l,- "50; 以 及 t, j 一 1,- t ,N. 
我 们 考察 某 个 资产 组 合 d = (di,… , dn). FRE “RA” 


p(d) = dip(Ai) +--+ dnp(An) 
N N N N 
= Y dian 十 (> dan) ht (> tou) fq + 》 di¢(Ai), (3) 


其 中 aix = an(Ai). 
下 面 将 指出 , 在 对 多 因子 模型 (2) 的 系数 作 某 个 假定 下 , 可 求 得 这 样 的 非 平凡 组 
fr d= (di,… ,dn), 使 得 
dı ++- dy =0, (4) 


N 
Y diair — 0, k=1,---,q, (5) 
i=1 


N N 
5 diaio = 5 dj. (6) 
i=1 i=l 
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这 样 对 于 组 合 0d = (bd ,… Ody), 其 中 0 是 常数 ， 
p(0d) = 0p(d), 


并 且 由 于 (2)-(6), 


N N 
p(8d) -65 d +09 | dic (Ai). (7) 
因此 ，: . 
u(0d) = Ep(0d) — 0 ^ d;, 
t=1 
N 
c^ (0) = Dp(6d) = 6 V7 didjos;. 
ij-l 
4 
N -2/3 N 1/2 
0 = (> «) [- lia] “4/8, 这 里 \|d|| = (>: «) | . (8) 
i=l il 
于 是 
N 1/3 
won = (Soe) " 
i=l 
o° (6d) = imi dr (10) 
(id) 


如 果 假 定 (这 是 为 了 简化 分 析 ; 关于 一 般 情形 参见 例如 [240], [268]), ei = 0, i # j, 
cu = 1, 那么 我 们 求 得 


N 一 1/3 
c? (0d) = (x: #) (11) 
i=l 
公式 (9) 和 (11) 对 于 下 列 渐 近 分 析 是 关键 的 . 由 此 可 见 , 如 果 当 N — oo 时, So d? 一 
i=l 
oo, 如 果 再 设 95o(41) =- = So(An) = 1, 那么 由 条 件 di +- +d = 0 求 得 , 组 合 


bd 的 初始 资本 
Xo(0d) = O(d, + ---+dy) =0, 


而 在 时 刻 n = 1 的 资本 
Xı (0d) = d,S,(A1) +--+ dn S| (Aw) = 0p(d) = p(04). 


同时 , 如 果 EX, (0d) = (0d) — oo, 而 当 N — 0 时 , DX: (0d) > 0, 那么 对 于 充分 大 
的 N, 以 大 概率 有 Xi(bd) > 0, 并 且 以 正 概 率 满 足 Xi(gd) > 0. 换 名 话说, 以 零 初始 
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资本 在 有 资产 A,- , An (N 2 1) 的 市 场 运作 , 通过 对 应 的 组 合 可 (“ 渐 近 ”) 引出 正 
利润 , 它 在 4PT 理论 [412] F, 被 解释 为 具有 渐 近 套利 (也 可 比较 在 第 六 章 83a, b, c 
中 的 相应 的 、 较 晚 提 出 的 定义 ). 
这 样 一 来 ， 如 果 认 为 “N- 市 场 ”( 当 N — oo ET) 是 渐 近 无 套利 的 , 那么 必须 排除 
引起 套利 的 可 能 有 x dà 一 oo 这 一 结论 . 这 就 很 自然 , 要 对 多 因子 模型 (2) 中 的 系 


数 加 上 一 定 的 限制 ， 因为 以 后 可 描述 的 有 性 质 (4 )-(6) 的 组 合 d = (di,… , dw) 的 构 
建 是 根据 该 模型 的 系数 来 产生 的 . 


fei WEXBERE 
lan Gig +++ Aig 
1 a21 @22 +++ Gog 
A= ， (12) 
lawi QN2-:: QNq 
并 对 它 构 成 矩阵 
B = of (of) of", (13) 
假定 它 是 确定 的 〈“*” 表 示 转 置 ). 
设 
d= (I 一 4)ao, (14) 
e — Bao, 


其 中 了 工 是 单位 矩阵 , ao 是 由 a10,… ,awo 所 组 成 的 列 向 量 . 于 是 对 于 ao 有 正 交 分 解 
=d+e (15) 

以 及 
d'i—0, d'ap =0, (16) 


其 中 a, 是 由 ak, ene 所 组 成 的 列 向 量 , 而 1 是 由 1 所 组 成 的 列 向 量 . 
公式 (16) 恰好 就 是 上 面 提 到 的 (4) 和 (5). 
由 (14) 和 (15) 也 有 
d*ao = d*d + d*e = d*d, 


它 正 是 所 要 求 的 公式 (6). 
现在 我 们 察觉 , 根据 (14), 列 向 量 e 可 表示 为 下 列 形式 : 


e = Agl + A141 t c Aq, 
其 中 数 Ao,… Ag 满足 


(Ao, tt PN 一 (A*A f* ap. 
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因此 , 列 向 量 ， 
d= GO 一 Aol 一 Y Anak, 


k=1 


并 且 ， 
34M (s —- M. as) (17) 
i=l i—1 k=1 
对 于 “N- 市 场 ” 来 说 , 所 有 出 现在 这 一 公式 的 右 端的 系数 aio，… aie, 和 0 … ,Xk， 
自然 都 依赖 于 N. 
无 渐 近 套 利 的 假定 排除 了 下 列 可 能 性 (d; = di(N)) 


N 
` 2 — 
lim 2. d; (N) = oo, 


而 这 就 是 说 , 由 于 (17),“V- 市 场 ” 的 系数 必须 满足 

N q 2 
lim > ， aio(N) — Mo(N)— > A&(N)au(N)|. < oo. (18) 
i—1 kl 


这 个 关系 式 (作为 无 渐 近 套利 假定 的 推论 ) 被 如 下 解释 、 当 资产 的 个 数 N 足够 大 
时 ， 由 这 些 资产 所 构建 的 组 合 的 “大 多 数 ” 必 须 有 这 样 的 性 质 在 其 系数 ao(Ai)， 
ai(4i) ,ao(4i) 之 间 要 满足 “几乎 线性 ”的 关系 式 


q 
ao( Ai) & Ao + > Anae(Ai), (19) 
k=1 


其 中 所 有 考察 的 量 依赖 于 N, 并 且 
ao(Ai) = Ep( Ai). 


这 时 存在 组 合 d = (d1, , dw), HAF) p(d) 的 方差 (由 于 (11)) 是 够 小 , 它 意味 着 ， 
在 所 考察 的 多 因子 模型 中 , “噪声 ”项 CA) 和 个 别 因 子 的 影响 (在 无 渐 近 套利 的 假 
EF) 可 降低 风险 . 但 是 还 需要 记得 的 是 , 所 有 这 些 都 只 对 大 N 成立, 即 只 对 “大 ” 
市 场 成 立 , 而 对 小 市 场 来 说 , 借助 于 公式 09) 右 端的 表达 式 来 计算 至 利 的 数学 期 望 
(定价 , pricing), 可 能 导致 非常 大 的 误差 (关于 对 应 的 断言 参见 [231], [240], [412]; 基 
于 构造 性 概念 ([250]) 的 渐 近 套利 的 严格 数学 理论 参见 [260], [261], [273], 以 及 后 面 
的 第 六 章 的 第 3 节 .) 


§2e. 经 典 的 有 效 金 融 市 场 概念 的 分 析 、 解 释 和 修正 . I 


1. 处 于 有 效 市 场 理念 底层 的 基本 概念 是 假定 价格 瞬时 吸收 新 的 信息 , 并 且 这 样 
一 来 就 不 再 有 “ 蘑 时 某 地 低 买 、 另 一 时 另 一 地 高 卖 ” 的 机 会 , 即 如 同 通常 所 说 , 没有 
套利 机 会 . 
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正如 我 们 在 上 面 所 看 到 的 , 这 个 合理 架构 、 公 平 运营 的 市 场 概念 体现 在 该 市 场 
上 的 (规范 化 ) 价格 用 (相对 于 某 个 等 价 于 原来 的 概率 测度 的 测度 而 言 的 ) RO TD. 
我 们 记得 , 如 果 X = (Xn)nz0 相对 于 某 个 o- 代 数 流 (多 ,)n>o FER, 那么 


E(Xnim| Fn) = Xn. 


因此 , E Xnom HEF EB” Fa 的 均 方 意义 下 的 最 优 估计 Enim WE XS, A 
为 Xon 重合 于 E(Xnim| Fn): 

这 样 尤 其 是 可 以 说 , 价格 (Xn) 的 款 假 定 对 应 这 样 的 经 济 学 上 一 目 了 然 的 假设 : 
在 “组 织 良好 ”的 市 场 上 , 根据 “今天 ”的 数据 对 “明天 ”、“ 后 天 ”等 等 的 价格 值 的 最 
优 (至 少 在 均 方 意义 下 ) 预测 就 是 “今天 ”的 价格 值 . 

换 句 话说 , 预测 带 有 平凡 特征 , 似乎 是 排除 了 对 “未 来 的 可 观察 的 价格 运动 ” 进 
行 某 种 预言 的 可 能 性 . (L. Bachelier 在 实质 上 是 把 布朗 运动 构建 为 价格 演变 的 模型 ， 
其 出 发 点 就 是 这 个 对 “明天 ”的 价格 不 可 能 有 比 “ 今 天 ”的 价格 值 更 好 的 预测 的 想 
法 .) 

同时 ， 众 所 周知 ， 市场 的 参与 者 (也 包括 诸如 “基本 面 分 析 家 ” (fundamental- 
ists)、“ 技 术 分 析 家 ” (technicians), “AAPA” (quants) 那样 的 专家 ) 不 再 尝试 
预测 “未 来 的 价格 运动 ", 不 再 尝试 “推测 ”未 来 价格 的 运动 方向 和 量 值 , 并 由 此 来 决 
定 何 时 买卖 哪个 公司 的 股票 等 等 . 


注 .“ 基 本 面 分 析 家 ”从 经 济 整体 的 “全 局 ”状况 和 它 的 某 个 部 门 的 状况 出 发 来 
提出 自己 的 决策 ; 对 于 他 们 来 说 , 特别 重要 的 是 关于 发 展 前 景 的 信息 ; 他 们 也 从 市 场 
参与 者 运作 的 理性 出 发 . “技术 分 析 ” 的 代表 们 则 是 根据 市 场 的 “局 部 ”性 态 来 引导 
自己 的 决策 ; 对 于 他 们 来 说 , 特别 重要 的 是 把 “大 众 行 为 ”作为 本 质 影响 他 们 决策 的 
因素 . 

正如 在 [385; 15-16 页 ] 中 所 注意 到 , 1920-1940 年 代 ,“ 基 本 面 分 析 家 ”和 “技术 
分 析 家 ”形成 金融 市 场 “ 分 析 师 ”的 两 个 基本 群体 . 到 了 1950 年 代 , 这 些 人 中 又 增 
加 了 第 三 个 群体 “定量 分 析 师 ”, 他 们 是 L. Bachelier 的 后 继 者 . 这 个 群体 与 “技术 分 
析 ” 方 法 的 代表 相 比 更 接近 于 “基本 面 分 析 师 ”, 对 于 后 者 来 说 , 正如 前 面 所 说 , SUE 
要 的 是 市 场 的 心态 状况 , 而 不 是 决定 市 场 上 的 投资 者 行为 的 理性 原因 . 


2. 我 们 回 到 这 样 的 问题 来 ; 怎样 来 阐明 这 一 切 ? 特别 是 要 说 , 有 什么 可 能 成 为 
预言 “未 来 价格 运动 ” 的 期 待 和 尝试 的 基础 ”当然 , 开始 需要 分 析 经 验 数据 , 揭示 一 
系列 关于 价格 运动 特征 的 不 平凡 的 现象 (例如 聚集 的 类 型 ), 把 价格 的 概率 统计 结构 
清理 为 随机 过 程 . 

BH, = n 是 (规范 ) 价格 的 对 数 ， 我 们 把 Hn 表示 为 下 列 形式 ，H,。= 
hi 十 … + hn. 

如 果 序 列 (五 ,) 关于 o- 代 数 流 (Fn) ER, 那么 量 (hn) BRR (E(hn | Fn-1) = 
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0), 并 且 随 之 而 来 的 是 量 (hn) (在 假定 它们 平方 可 积 的 条 件 下 ) 是 不 相关 的 : 
Ehnimhn —0,mz1,n2zl. 


然而 , 如 所 周知 , 不 相关 并 不 意味 着 独立 , 它 并 不 能 完全 排除 例如 Aim 与 2 
或 者 hnim] 与 [ha] 正 相 关 . 许多 金融 数据 的 实证 分 析 表 明 (并 不 与 有 效 市 场 中 的 
靳 性 假设 矛盾 !), 它们 还 真是 那样 ， 尤 其 还 要 注意 的 是 , 这 种 正 相 关 现 象 会 导致 量 
(hn)nz1 按 它们 的 值 的 大 小 成 群 结 队 的 聚集 效应 ， 而 它们 可 用 一 系列 相当 简单 的 模 
型 (诸如 ARCH,，GARCH, 随机 波动 率 模型 等 等 ) 来 “把 握 ” 和 解释 ; 对 此 , 我 们 将 
在 下 面 的 第 二 章 中 涉足 ， 这 就 出 现 某 种 可 能 (或 者 至 少 是 期 待 ) 来 获得 较 不 平凡 的 
(一 般 是 非 线性 的 ) 预测 , 比如 对 绝对 值 | 及 ,44,| 的 预测 . 这 样 也 有 可 能 得 到 关于 序列 
(hn)nz1 的 联合 分 布 的 更 为 精细 的 信息 . 

关于 量 (An) 的 概率 特征 的 较 简单 的 假定 是 


hn = OnEn, 


其 中 (en) 是 独立 标准 正 态 分 布 随 机 变量 en ~ N (0,1), 而 on 是 某 些 常数 , 它们 是 量 
hn 的 标准 差 , 即 on = +y Dhn. 

然而 , 这 个 经 典 的 高 斯 随机 游 走 模 型 被 公认 为 实际 数据 的 不 合适 的 反映 ; 对 实 
际 数据 的 “ 正 态 性 ”的 统计 分 析 表 明 , 首先 , E ns 的 经 验 分 布 密度 与 正 态 情形 相 比 ， 
更 为 平 直 , 而 在 均值 的 邻 域 中 , EERE. 这 一 分 析 也 表明 , E hn 的 分 布 的 尾部 比 
正 态 分 布 更 为 厚重 . (详情 参见 第 四 章 .) 

在 金融 文献 中 , 表示 式 hn = onen 中 的 量 on 通常 称 为 波动 率 (变化 率 ), 而 头等 
重要 的 是 下 列 事实 : 波动 率 本 身 也 是 波动 的 . 换 句 话说 , o = (on) 不 仅 是 时 间 的 函数 
(在 最 简单 的 情形 下 是 常数 ), 并 且 也 是 随机 变量 . (关于 波动 率 的 详情 参见 以 后 的 第 
四 章 中 的 §3a.) 

从 数学 的 视角 来 看 , 类 似 的 假定 是 非常 诱 人 的 , 因为 它 本 质 上 扩充 了 传统 的 ( 线 
性 ) 高 斯 模型 类 , 使 它 包括 在 所 考察 的 GERM) 条 件 高 斯 模型 


ha = OnEn 


中 , 其 中 , 首先 , (en) 是 独立 标准 正 态 分 布 随 机 变量 , en ~ N (0, 1), 然后 , on = on(w) 
是 多 。i- 可 测 的 非 负 随机 变量 . 换 句 话说 , 这 可 以 表达 为 : hn 关于 Sua 的 条 件 分 
布 是 
Law(h, | Fn—1) = N (0,02), 

由 此 得 到 , ha 的 分 布 Law(h) 是 按 波动 率 (“随机 方差 ”) 的 分 布 进行 平均 的 悬浮 ( 混 
合 ) 正 态 分 布 . 

有 益 的 是 要 注意 到 , 在 数理 统计 中 众所周知 , 有 急速 下 降 的 尾部 的 混合 分 布 可 
能 导致 有 厚重 尾部 的 分 布 . 这 样 , 如 果 经 验 上 观察 到 这 一 点 (而 这 对 于 许多 金融 指标 
实际 上 也 正 是 这 样 ), 那么 条 件 高 斯 模式 可 看 作 适 当 的 概率 模型 . 
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很 自然 , 在 转向 带 随机 波动 率 的 模型 时 , 即 转向 类 型 为 “h,, = one,” 的 模型 时 ， 
成 功 应 用 它 的 决定 性 的 因素 是 波动 率 (on) 演变 的 “正确 ”描述 . 

第 一 个 这 样 的 模型 4RCH (Autoregressive Conditional Heteroskedasticity, 自 回 归 
条 件 异 方差 ) 已 经 在 1980 年 代 由 R. F. Engel 引入 , 其 中 假定 


2 
c2 = ag -- oa R2, +-+ ogh2 a 


它 有 可 能 在 对 金融 时 间 序 列 进行 统计 分 析 时 “把 握 ” 上 面 提 到 的 实际 观察 数据 的 聚 

这 种 经 验 现象 的 实质 在 于 h 的 大 (小 ) 值 会 引 来 随后 的 大 (小 ) 值 , 但 一 般 来 
说 , 符号 是 不 能 预定 的 . 

这 当然 是 由 于 在 4RCH 模 型 的 结构 中 明确 假定 oz AARRE hZ 1,… hg 
的 函数 所 引起 的 . 这 样 一 来 , 根据 这 一 模型 以 及 与 实际 观察 相对 应 , 跟随 大 的 (hn) 的 
值 的 应 该 期 待 大 的 [hai] 的 值 . 然而 , 我 们 强调 , 这 个 模型 并 不 给 出 “价格 向 哪 一 方 
向 运动 ”的 说 明 , 即 没 有 关于 har 的 符号 的 信息 . (与 此 同时 , 由 此 导出 对 在 随机 市 
场 上 进行 实际 买卖 活动 的 下 列 推荐 意见 : 如 果 涉 及 的 例如 是 期 权 的 购买 , 那么 应 该 
同时 购买 买 人 期 权 和 卖 出 期 权 ; 参见 第 四 章 , §4e.) 

不 使 人 意外 的 是 , ARCH 模型 促使 大 量 类 似 模 型 的 建立 , 以 “把 握 ”( “聚集 性 ” 
以 外 的 ) 许多 其 他 可 能 显示 的 效应 . 其 中 最 著名 的 是 T. Bollerslev [48] (1987) 引入 
的 GARCH 模型 (Generalized ARCH), 其 中 


o? = ao + arh i++ Agha 十 Big2 +e Doa2_ 
(关于 ARCH 的 推广 的 多 种 多 样 只 需 从 一 张 其 名 称 的 清单 就 可 看 出 : HARCH, 
EGARCH, AGARCH, NARCH, MARCH 等 等 .) 

与 4RCH 相 比 , GARCH 模型 的 “技术 ”优势 之 一 在 于 : 为 使 4RCH 模型 拟 合 实 
际 数 据 要 取 很 大 的 值 q, 而 G4RCH 模型 允许 限制 在 不 大 的 g 和 p 的 值 上 . 

注意 到 4RCH 和 GARCH 模型 解释 了 康 集 性 , 不 能 不 重 提 , 事实 上 还 有 其 他 的 表 
明 价 格 与 波动 率 有 更 精细 的 现实 关系 的 经 验 现象 . 正如 实务 工作 者 都 熟知 ， 当 波动 
率 “ 很 小 ” 时 , 价格 就 趋向 于 长 期 上 升 或 下 降 . 类 似 的 还 有 , 如 果 波 动 率 “很 大 ”, AB 
么 价格 就 会 这 样 变 化 : 它们 改变 自己 的 上 升 或 下 降 , 而 趋向 于 向 相反 方向 运动 . 

所 有 这 些 都 说 明 , 金融 市 场 内 部 (足够 复杂 ) 的 结构 , 看 来 对 可 能 预测 能 有 某 种 
指望 ; 即使 不 是 直接 针对 价格 本 身 , 至 少 也 有 可 能 来 构造 其 足够 可 靠 的 未 来 运动 的 
界限 . (这 种 “乐观 主义 ”的 思想 经 常 被 “市 场 价格 记得 过 去 ”的 说 法 所 暗示 , 尽管 这 
种 主观 论题 远 不 是 无 可 争辩 的 .) 

以 后 (参见 第 二 、 三 章 ) 将 对 描述 金融 时 间 序 列 演变 的 一 系列 概率 统计 模型 进行 
足够 详尽 的 考察 . 现在 我 们 将 停留 在 对 “有 效 ” 组 织 的 市 场 上 的 交易 者 的 运作 的 假 
定 作出 某 些 批评 和 重新 审视 . 
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3. 在 82a 中 说 到 , 处 于 有 效 市 场 概念 中 的 是 , 其 所 有 的 参与 者 都 以 一 致 的 视角 
来 看 待 他 们 的 目标 设 定 、 对 新 信息 的 理解 以 及 他 们 的 带 有 理性 特征 的 决策 . 然而 , 这 
样 的 状况 带 来 一 种 这 样 的 批评 : 对 于 市 场 参 与 者 来 说 , 即使 他 们 都 接受 了 所 有 可 接 
受 的 信息 , 他 们 对 信息 的 反应 以 及 对 信息 的 解释 ,都 远 不 是 一 致 的 , 远 不 是 一 样 的 ; 
市 场 参与 者 的 目标 设立 可 能 是 极为 不 同 的 ; 交易 者 的 金融 活动 时 间 区 间 也 是 不 同 的 : 
从 对 于 “投机 者 (speculators)” 和 “技术 分 析 专 家 (technicians)” 的 短 时 期 一 直到 中 
央 银 行 的 长 时 期 都 有 ; 市 场 参与 者 对 风险 程度 的 关系 也 可 能 是 非常 主观 的 . 

广为人知 的 是 人 们 在 自己 的 决策 中 是 “ 非 线 性 的 ": 当 他 们 期 待 利润 时 ， 他 们 
不 太 在 乎 风险 , 而 当 他 们 面临 损失 可 能 时 , 他 们 就 较 重视 风险 ， 下列 由 A. Tversky 
([465]) 所 陈述 的 两 难 推 理 是 这 一 断言 的 直观 说 明 : 


a) “你 宁愿 要 $85000, 还 是 要 在 一 场 赌博 中 以 概率 0.85 要 $100000?” 
b) “你 宁愿 要 损失 $85000, 还 是 要 以 概率 0.85 损失 $100000, 但 以 概率 0.15 使 损 
RARP” 


大 多 数 人 在 情形 a) THEE $85000, 而 不 去 力求 得 到 $100000. 但 在 情形 b), 大 
多 数 人 宁愿 赌 一 下 , 以 求 有 机 会 (15%) 使 损失 归 零 . 

在 投资 者 作出 决策 时 , 极为 重要 的 因素 是 时 间 . 如 果 你 有 可 能 今天 获得 $5000, 
或 者 一 个 月 后 获得 $5150, 那么 你 多 半 是 宁愿 “今天 ”获得 . 然而 , 如 果 第 一 种 可 能 
是 过 一 年 , 而 第 二 种 可 能 是 13 个 月 , 那么 大 多 数 人 都 宁愿 “13 SA”. 换 旬 话说 , 投 
资 者 在 市 场 上 的 “时 间 ” 视 野 可 能 取决 于 个 体 设 置 的 不 同 而 不 同 , 并 且 一 般 来 说 , 与 
(明确 或 隐 性 ) 假定 大 家 的 “时 间 视 野 ” 都 一 样 的 “理性 投资 者 ”模型 不 相符 合 . 

在 $2a (第 3 点 ) 中 已 经 注意 到 , 在 有 效 市 场 的 概念 中 , 市 场 的 参与 者 根据 所 接 
受 的 信息 随时 校正 自己 的 决策 . 然而, 人 们 都 清楚 地 知道 , 其 实 并 非 如 此 ; 人 们 需要 
一 定 的 时 间 (对 于 不 同 的 人 时 间 间 隔 也 不 同 ) 来 了 解 所 接受 的 信息 , 然后 才 采 取 这 样 
那样 的 决策 . 


4. 在 G. 索 罗 斯 的 书 [451] 中 有 许多 论证 是 针对 理解 以 下 状况 的 必要 性 : 除了 
可 能 找到 市 场 的 “均衡 ”或 者 “几乎 均衡 ”的 状态 以 外 , 还 有 “ 远 非 均衡 ”的 状态 ; 这 
时 市 场 的 参与 者 们 不 适当 地 理解 和 解释 信息 , 以 至 他 们 的 看 法 都 “随心 所 欲 , 各 执 一 
词 ”[451; 14 Ji]. 在 接近 于 均衡 的 状态 下 , 有 一 定 的 校正 机 理 在 起 作用 , 以 防止 “ 认 
知 与 现实 的 过 分 显著 的 差距 ”, 而 在 远离 均衡 的 状态 下 , 自 反 的 双重 反馈 机 制 起 作用 ， 
并 只 要 本 质 条 件 不 产生 可 观 的 变化 , 倾向 于 不 发 生 认 知 与 现实 的 迫近 .…… ”[451， 
13 页 ]. 

应 用 经 济 学 研究 所 (Research Institute for Applied Economies, “Olsen & Asso- 
ciates", Zürich) M/BEAE A R. B. Olsen 的 见解 ([2]) 赞同 这 样 的 说 法 :“ 在 市 场 上 有 带 
各 种 时 间 视 野 的 形形色色 的 经 济 活动 者 . 这 种 视野 从 对 于 短线 : 交易 者 的 几 分 钟 一 
直 可 变化 到 中 央 银 行 和 公司 的 几 年 . 经 济 活动 者 对 外 部 事件 的 反应 依赖 于 他 们 的 时 
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间 视 野 . 既然 这 种 视野 如 此 千差万别 , 经 济 活动 者 们 可 能 采取 截然 不 同 的 决策 . 所 有 
这 一 切 导致 ' 波 纹 效应 (ripple effect)’, 其 中 不 一 致 的 反应 产生 新 的 事件 , 转 而 引起 市 
场 参 与 者 的 第 二 层 反 应 .” 

日 前 看 来 , 要 把 金融 市 场 的 经 济 数学 的 严格 理论 的 某 些 方面 , 说 成 不 在 “经 典 
的 ”均衡 条 件 下 、 而 在 市 场 上 实际 可 观察 的 条 件 下 运行 的 “大 型 复杂 系统 ”, 为 时 尚 
早 . 当前 的 状况 可 定义 为 “积累 事实 、“ 细 化 模型 ”时 期 . 也 正 是 在 这 一 含义 下 , 选 
取 新 方法 和 搜集 统计 数据 , 并 当然 运用 当代 计算 技术 来 对 它们 进行 处 理 和 分 析 (对 
此 将 在 下 面 的 第 四 章 中 讨论 ), 将 起 着 第 一 位 的 作用 ; 这 一 切 将 为 如 下 的 一 些 研究 提 
供 了 经 验资 料 : 关于 证 券 市 场 运行 的 各 种 概念 分 析 , 处 于 比如 有 效 市 场 概 念 中 的 各 
种 局 面 的 修正 , 关于 价格 的 分 布 特征 、 动态 变 化 及 其 性 态 的 假设 等 等 . 


82f. 经 典 的 有 效 金 融 市 场 概念 的 分 析 、 解 释 和 修正 . II 


1. 在 这 一 节 中 , 我 们 继续 (在 描述 水 平 上 ) 考察 有 关 处 在 有 效 运行 市 场 和 投资 
者 理性 行为 中 的 假定 的 问题 , 并 把 注意 力 集中 在 一 系列 新 的 、 前 面 没 有 讨论 过 的 方 
面 . 

有 效 市 场 的 概念 曾经 是 最 为 引入 注目 的 成 就 之 一 , 它 曾 经 并 且 继 续 在 金融 理论 
和 金融 业务 中 起 着 支配 性 的 作用 . 在 这 一 联系 中 变 得 很 明显 的 是 , 这 一 概念 的 一 清 
二 楚 的 表达 及 其 优点 和 弱点 ,都 有 助 于 理解 那些 新 古典 主义 的 (市场 结 构 的 “分 形 
性 ”类 型 的 ) 概念 ; 这 类 概念 我 们 可 在 有 关 金 融 市 场 的 结构 性 质 和 运行 功能 的 数理 经 
济 学 的 文献 中 找到 . 


2. 正如 我 们 已 经 看 到 , 有 效 市 场 的 概念 产生 于 假定 “今天 ”的 价格 值 建 立 在 它 
完全 “考虑” 所 有 可 接受 的 信息 的 基础 上 , 并 且 价 格 的 改变 仅仅 由 于 这 种 信息 的 “更 
新 ", 也 就 是 说 , 由 于 出 现 “ 新 的 ” “意外 的 ” “没有 料 到 ”的 信息 . 这 时 , 在 这 样 的 市 
场 上 的 投资 者 懂得 , 价格 的 确立 是 “公正 的 ”, 因为 市 场 的 所 有 参与 者 都 在 “一 致 而 
又 正确 理性 地 ”起 作用 . 

这 些 假定 就 造就 了 完全 自然 的 随机 游 走 假设 (假定 价格 是 独立 成 分 之 和 ) 及 其 
AE RER (并 且 , 作为 推论 ,“ 明 天 ”价格 的 预测 就 是 “今天 ”价格 的 值 ). 

形象 地 说 , 所 有 上 述 意 味 着 , “市 场 就 是 靳 ” 是 在 下 列 含义 下 : 在 这 样 的 市 场 中 ， 
进行 着 “公平 “诚实 ”的 游戏 与 BR” 概念 的 通常 解释 相对 应 ; 也 参见 第 二 章 中 
的 §§1b, c 以 及 更 详尽 的 例如 , [439; 第 七 章 , §1]). 

读者 大 概 已 经 注意 到 , 上面 (82a) 陈述 的 有 效 市 场 的 概念 本 质 上 干脆 就 假设 : “有 
效 市 场 就 是 鞠 ”( 相 对 于 某 个 信息 流 和 某 个 概率 测度 ). 由 此 带 来 的 对 应 的 论述 并 非 是 
形式 数学 的 特征 , 而 是 直观 描述 的 特征 . 

如 果 从 假设 (PERE SL) “诚实 "、“ 理 性 ”地 建立 市 场 出 发 , 那么 断定 “市 场 是 蒜 ” 
其 实 就 允许 有 一 个 完美 无 缺 的 数学 解释 , 它 就 是 无 套利 市 场 . 换 句 话说 , 这 是 一 个 其 
中 不 可 能 有 无 风险 盈利 的 市 场 . (形式 定义 在 第 五 章 82a 中 给 出 .) 
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以 后 我 们 将 看 到 , 无 套利 假定 导致 一 般 来 说 存在 (“ 献 ”) 测度 的 整个 谱 族 , 关于 
这 些 测度 , (规范 ) frt ies 这 是 以 独特 的 形式 说 明 , 市 场 可 能 不 是 只 有 唯一 的 稳定 
RS, 而 是 有 整个 稳定 状态 的 谱 族 ; 它 无 疑 联系 着 市 场 的 参与 者 有 不 同 的 目标 设置 ， 
在 处 理 和 酸 收 所 接受 的 信息 上 有 不 同 的 时 期 . 

在 市 场 上 有 着 带 不 同 利 益 和 机 会 的 投资 者 这 一 状况 多 半 是 一 个 正面 因素 , 而 不 
是 如 同 初 看 起 来 那样 的 不 足 . 

这 里 所 涉及 的 实质 在 于 , 正 是 市 场 的 分 散 化 性 质保 证 了 它 的 流动 性 (liquidity): 
把 资产 快速 转换 为 支付 手段 (例如 , x), 而 这 对 于 市 场 的 稳定 是 必要 的 . 我 们 列举 下 
列 著名 事实 来 作为 证 据 (参见 例如 , [386; 46-47]). 

在 J. F. 肯尼迪 总 统 被 暗杀 的 那天 (1963 年 11 月 22 A), 市 场 立即 对 所 引起 的 
“未 来 远景 ”的 不 确定 性 作出 反应 . 其 现象 是 , 在 这 一 天 , “长 线 (long-term)” 投 资 者 
或 者 简单 地 挂 起 他 们 的 运作 , 或 者 转变 为 “短线 (short-term) HAA. 随后 几 天 交 
易 所 关闭 , 等 到 它 再 开 市 时 , 主导 “基本 面 ” 信息 的 “长 线 " 投资 者 才 重新 回 到 市 场 . 

尽管 1987 年 10 月 19 日 在 美国 的 金融 崩盘 的 全 景 看 来 还 没有 充分 澄清 , 但 是 已 
经 知道 , 这 一 天 以 前 “长 线 ” 投 资 者 都 直接 试图 抛 出 他 们 的 资产 , 而 变 为 “短线 ” BE 
RA. 其 原因 在 于 联邦 储备 系统 (Federal Reserve System) 收 紧 了 货币 政策 , 并 预期 
不 动产 价格 提高 . 尤其 是 , 市 场 被 短线 运作 所 支配 , 而 在 这 一 含义 下 ,“ 技 术 分 析 的 ” 
信息 变 为 基本 的 “有 用 的 ”信息 ; 然而 , 这 种 “技术 信息 ”在 类 似 的 动荡 时 期 多 半 是 
基于 流言 和 脐 测 . 

在 这 两 个 例子 中 , 当 “ 长 线 ” 投资 者 在 市 场 上 “ 撤 出 ”时 , 随 之 出 现 的 就 是 市 场 
变 得 不 流动 以 至 不 稳定 . 所 有 这 些 都 说 明 , 为 了 稳定 , 市 场 上 应 该 有 各 种 “投资 视野 ” 
的 投资 者 , 应 该 有 市 场 参 与 者 的 投资 兴趣 的 “不 均匀 性 ”、“ 自 相似 性 ”, 或 者 如 通常 
所 说 的 “分 形 性 ”. 

金融 市 场 具 有 “统计 分 形 性 ”( 参 见 第 三 章 82c 中 的 定义 ) 这 一 点 早 在 1960 年 代 
就 已 被 B. Mandelbrot 完全 清晰 地 注意 到 ; 在 随后 的 几 年 中 , 由 于 例如 外 汇 汇率 具有 
统计 分 形 结构 、 股 票 和 债券 中 具有 (短期 ) 统计 分 形 结构 等 等 被 作为 显露 的 因素 , 这 
一 问题 引起 广泛 的 重视 . 

从 理解 怎样 的 金融 指数 演变 模型 是 “正确 的 ”、 为 什么 “稳定 ”系统 必须 有 “分 
形 ” 结 构 的 视角 来 看 , 有 益 的 是 要 比较 决定 性 分 形 结构 和 统计 性 分 形 结构 . 与 此 相 联 
系 , 在 第 二 章 第 4 节 中 , 我 们 给 出 有 关 非 线性 动力 学 、 混 沌 等 等 的 问题 之 间 的 一 系列 
相互 关系 的 某 些 表示 . 

正如 我 们 已 经 在 上 面 说 起 , 我 们 在 本 书 中 所 遵循 的 在 数学 上 无 可 辩驳 的 理论 是 
“无 套利 理论 ”. 与 此 相 联系 的 是 , 应 该 强调 , 有 效 性 、 无 套利 性 、 分 形 性 等 概念 的 每 
一 个 都 不 能 在 某 种 程度 上 互相 替代 . 它们 是 互相 补充 的 , 例如 , 许多 无 套利 模型 具有 
分 形 结构 , 而 分 形 过 程 可 能 OCF BAUUBE) BR (于 是 对 应 的 市 场 是 无 套利 的 ), 但 也 
BY AER ER, 例如 是 分 形 布 朗 运 动 (参见 第 三 章 82e). 
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3. 与 82a 中 在 描述 水 平 上 给 出 有 效 市 场 概念 相 类 似 的 是 , 我 们 现在 要 在 结尾 ， 
适当 综述 有 分 形 结构 的 市 场 (按照 [386] 的 术语 是 分 形 市 场 ) 的 显著 特点 : 


1) 在 这 样 的 市 场 上 , 价格 每 一 时 刻 都 被 投资 者 所 修正 ; 这 种 修正 取决 于 那 种 对 于 
他 们 的 投资 视野 来 说 是 本 质 的 信息 ; 投资 者 对 于 所 得 到 的 信息 的 反应 可 能 不 是 
瞬时 的 , 而 只 是 在 信息 得 到 再 次 肯定 以 后 才 会 实现 ; 

2) 在 短期 时 间 视 野 的 情形 下 , 技术 信息 和 技术 分 析 起 着 决定 性 的 作用 , 而 随 着 时 
间 视 野 的 间隔 长 度 的 延长 , 基本 面 信息 开始 起 着 支配 作用 ; 

3) 价格 是 由 于 “短期 ” 投资 者 与 “长期” 投资 者 的 相互 作用 “又 加 ”而 成 ; 

4) 价格 中 的 高 速成 分 由 “短期 " 投资 者 的 作用 所 决定 ; 低频 、 光 滑 成 分 反映 “长 期 ” 
投资 者 的 活动 ; 

5) 当 市 场 上 不 再 有 带 各 种 投资 视野 的 投资 者 ， 即 损失 了 它 的 分 形 性 时 , 市 场 也 就 
开始 丧失 流动 性 和 稳定 性 . 1 


4. 如 上 所 述 , 本 书 中 基本 上 只 考察 无 套利 机 会 的 (“有效”) 市 场 模型 . 

在 今后 要 详细 研究 的 这 种 模型 的 例子 有 “Bachelier 模型 ” (第 三 章 $4b 以 及 第 
八 章 81a),“Black-Merton-Scholes 模型 ” (第 三 章 84b 以 及 第 七 章 $4c), *Cox-Ross- 
Rubinstein 模型 ” (第 二 章 81e 以 及 第 五 章 81d), 其 中 的 基础 分 别 是 线性 布朗 运动 、 
几何 布朗 运动 和 几何 随机 游 走 . 

由 第 3 节 中 引入 的 “分 形 ” 市 场 的 定性 描述 来 看 , 可 能 有 套利 机 会 的 市 场 是 非 
常 合乎 情理 的 . 

有 这 种 性 质 的 模型 的 最 简单 的 例子 是 不 久 前 由 Rogers 所 建立 的 (L. R. C. Rogers, 
Arbitrage with fractional Brownian motion. Mathematical Finance, 7 (1997), 95-105), 
它 是 Bachelier 和 Black-Merton-Scholes 模型 的 修正 , Eph BAS sy H i 的 分 形 
布朗 运动 所 取代 . 


注 . 有 He (0,2) 0 (2,1) NEA ia JE EA, [304], 因而 , MEER 
测度 ; 详 兄 第 三 章 82c. 这 一 状况 是 在 这 种 模型 以 及 类 似 的 模型 中 有 套利 机 会 (但 不 
一 定 ()) 的 一 个 间接 提示 (比较 第 五 章 goa 中 的 “第 一 基本 定理 ” 的 断言 ). 
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§3a. 金融 理论 和 金融 工程 的 作用 . 金融 风险 

1. 在 前 面 各 节 中 所 引入 的 有 关 在 不 确定 条 件 下 运作 的 金融 结构 和 金融 市 场 的 
描述 性 叙述 , 足够 清楚 地 体现 了 风险 是 金融 理论 中 的 中 心 概念 之 一 , 它 也 是 保险 理 
论 中 的 中 心 概念 之 一 . 

这 个 概念 的 含义 相当 丰富 , 其 内 容 包括 人 人 都 相当 熟悉 的 方方面面 . 
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例如 , 信用 风险 联系 着 贷款 获得 者 不 能 履行 其 义务 时 对 贷款 者 可 能 造成 的 损失 . 

运营 风险 可 能 由 于 支付 运作 时 的 错误 所 造成 . 

投资 风险 联系 着 对 投资 项 目的 细节 没有 充分 推 项 ,不 妥当 的 决策 , 经 济 、 政治 形 
势 的 可 能 变化 等 等 . 

金融 数学 和 金融 工程 (特别 是 有 关 证 券 运作 的 部 分 ) 主要 涉及 市 场 风 险 , CEH 
市 场 价格 、 利 率 变化 中 的 不 确定 性 , 市 场 参与 者 的 运作 和 决策 中 的 不 确定 性 等 等 所 
引起 的 . 

金融 理论 对 金融 数学 和 金融 工程 的 兴趣 的 急剧 增加 (特别 是 在 近 20-30 年 间 ) 
必定 有 其 理由 . 这 里 的 回答 或 许 非常 简单 , 即 这 是 因为 金融 市 场 发 生根 本 性 的 变化 : 
其 结构 的 变化 , 价格 上 的 大 变化 (波动 率 ), 出 现 了 高 度 敏 锐 的 金融 工具 , 出 现 了 价格 
分 析 中 的 新 的 技术 可 能 等 等 . 

所 有 这 一 切 都 对 金融 理论 所 出 新 要 求 , 提出 新 闻 题 , 而 要 解决 它们 要 用 到 非常 
“高 深 ” 的 数学 . 


2. 对 金融 数学 和 金融 工程 初 看 起 来 , 会 强调 其 涉及 的 “博弈 ”方面 (“投资 者 ” 
对 “市 场 "); 这 就 可 能 造成 这 样 的 印象 : 金融 数学 的 基本 目标 在 于 推荐 和 创建 金融 工 
A, 使 得 投资 者 有 可 能 “战胜 市 场 ” 或 者 至 少 是 “不 惨败 ”. 

然而 , 金融 理论 (也 包括 金融 数学 ) 和 金融 工程 的 作用 要 广 得 多 ; 它们 被 用 来 帮 
动 投资 者 解决 考虑 风险 的 有 关 金 融资 金 合理 配置 的 问题 ; 这 样 的 问题 范围 广阔 , 其 
中 的 风险 联系 着 “周围 经 济 环境 ”的 随机 特征 , 并 且 既 在 价格 和 合约 的 交易 量 上 、 又 
在 市 场 参与 者 的 运作 上 招来 不 确定 性 . 

金融 数学 与 金融 工程 方法 的 重要 性 和 效用 性 在 于 , 它们 的 建议 和 各 种 金融 创新 
在 资金 配置 中 起 着 “调节 器 ”的 作用 ; 而 无 论 是 经 济 的 个 别 部 门 , 还 是 经 济 的 整体 ， 
为 改善 它们 的 功能 , 资金 配置 都 是 必须 做 的 事 . 

证 券 市 场 作为 “大 型 "、“ 复 杂 ” 系 统 , 其 分 析 也 要 求 足够 复杂 、 相 当 高 深 的 数学 
方法 , 数据 的 统计 处 理 方法 , 数值 计算 方法 以 及 计算 机 设备 . 因此 , 不 使 人 意外 的 是 ， 
在 金融 文献 中 用 到 最 现代 的 随机 分 析 的 结果 (布朗 运动 , 随机 微分 方程 , Ay ER, 可 
表示 性 等 等 ), 数理 统计 的 结果 (8 Bh (bootstrap), 刀 切 法 (jackknife) 等 等 ), JER 
性 动力 学 (决定 性 混沌 ,分 又 , 分 形 ), 因而 , 当然 , 没有 现代 计算 机 技术 的 金融 活动 是 
难以 想象 的 . 

3. Markowitz 理论 是 显示 概率 统计 方法 威力 的 首次 卓越 的 尝试 ; 其 目标 是 不 可 
避免 的 经 济 和 人 金融 风险 的 最 小 化 , 而 方法 是 “证 券 组 合 ”的 合理 组 成 

从 “风险 ”的 视角 来 看 , 无 条 件 的 基本 经 济 假定 是 说 

1) “大 ” 获 利 伴随 大 风险 ; 

并 且 这 时 ， 
2) 风险 应 当 是 “有 根据 的 "、“ 自 然 的 ”和 “可 计算 的 ”. 
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联系 论点 1) 可 以 说 ,“ 大 获 利 是 风险 的 补偿 ”, 并 且 不 禁 使 人 再 次 想起 著名 的 格 
言 “ 毫 无 风险 就 毫 无 收益 (Nothing ventured, nothing gained)", MBit, “RAR 
R, BBR” 与 第 二 个 论点 2) MIKA, 我 们 记得 , 在 Markowitz 理论 中 , 风险 的 
“计算 ”是 在 构成 证 券 的 有 效 组 合 中 来 实现 的 , 其 中 在 限制 用 方差 来 度量 的 “风险 ” 
时 , 确保 有 最 大 平均 获 利 . 这 里 我 们 再 次 注意 到 , 确立 有 效 组 合 时 的 分 散 化 观念 在 金 
融 数学 中 有 牢 不 可 破 的 地 位 , 并 且 成 为 建立 新 的 金融 概念 (例如 对 冲 ) 和 各 种 金融 工 
R (期 权 , 期 货 , 掉 期 等 等 ) 时 的 出 发 点 ; 它 也 以 如 下 的 名 名 作为 自己 的 表达 :“ 不 要 
把 鸡蛋 放 在 一 个 篮子 里 (Don't put all your eggs in one basket).” 

均值 一 方差 分 析 (“mean-variance analysis") 基于 “平方 绩效 判别 准则 ”, 以 所 选 
取 的 让 券 组 合 的 盈利 的 方差 来 度量 风险 , 并 认为 所 研究 的 模型 是 “静态 ”的 . 在 现代 
的 研究 最 优 “投资 、 消 费 、 资 源 配 置 ”的 分 析 中 , 还 考察 更 一 般 的 “绩效 函数 ”和 “ 效 
用 函数 ”. 这 里 重要 的 是 要 注意 到 新 的 方面 : 随时 间 的 动态 变化 ,“ 逐 次 ”、“ 一 步 跟着 
一 步 ” 的 解 的 概念 的 必要 性 ; 它们 仅 基 于 过 去 的 信息 , 即 没 有 任何 超前 信息 . “静态 模 
型 ”预想 , 我 们 感 兴趣 的 是 时 刻 N > 0 KWAR, 而 组 合 是 在 时 刻 ”= 0 所 构成 的 , BI 
是 .和 -可 测 的 . “动态 模型 ” 则 假设 随时 间 发 展 , 并 且 在 任何 时 刻 n < N AA HI 
组 合 来 确定 的 ; 这 种 组 合 是 根据 时 刻 n — 1 的 信息 来 构成 的 , 即 它 是 Fn- 可 测 的 ， 
并 且 这 样 “一 步 跟 着 一 步 ”. 

与 上 述 相 联 系 , 变 得 明显 的 是 , 动态 模型 所 对 应 的 问题 在 金融 数学 中 引 来 随机 
最 优 控制 , 随机 最 优化 , 动态 规划 , 统计 序 贯 分 析 等 等 的 观念 和 方法 . 

至 于 说 到 由 各 种 形式 的 “不 确定 性 ”、 各 种 形式 的 “随机 性 ”所 引起 的 风险 , 不 
能 不 讨论 在 “保险 理论 ”中 , 或 者 在 某 种 更 广 的 框架 :“ 猜 算 理论 ”中 ， 所 关心 的 保险 
“风险 ”问题 . 

在 下 一 节 中 , 我 们 将 简 述 保 答 作为 经 济 损失 补偿 机 制 的 形成 以 及 精算 师 的 产生 
和 作用 . 有 关 材 料 在 后 面 的 叙述 中 不 会 被 运用 . 然而 , 我 们 认为 其 内 容 既 是 独立 的 ， 
也 是 有 益 的 , 因为 它 使 我 们 对 金融 紧密 联系 的 领域 有 一 个 印象 . 金融 数学 与 精算 数 
学 无 论 在 观念 上 还 是 在 方法 上 开始 越 来 越 体现 明显 的 共性 . 


§3b. 作为 经 济 损失 社会 补偿 机 制 的 保险 业 


1. 精算 师 (actuary) 这 个 词 起 源 于 拉丁 文 actuarius. 在 古 罗 马 , 这 个 词 一 方面 是 
指 在 上 院 记 录 《 公 众 纪 要 (Acta Publica)》 中 的 法 令 的 人 , 另 一 方面 他 也 是 处 理 军 事 
账目 和 监管 军事 装备 的 军官 . 

在 英文 中 , actuary 这 个 词 的 含义 有 过 各 种 变化 . 开始 时 , 人 们 这 样 称呼 办 事 员 
和 书记 官 , 后 来 又 是 指 股 份 公司 (joint-stock companies) (尤其 是 保险 公司 ) 的 秘书 和 
参事 . 随 着 时 间 的 推移 , actuary 开始 被 认为 是 从 事 与 人 寿 活 动 概 率 有 关 的 数学 计算 
”的 精算 师 ; 这 种 计算 将 作为 寿险 、 养 老年 金 等 等 的 合约 的 定价 基础 . 
精算 师 (actuary) 的 现代 意义 是 保险 数学 专家 .他们 经 常 被 称 为 是 社会 数学 家 ， 
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因为 他 们 在 制定 战略 和 政策 方面 起 关键 作用 的 不 仅 是 对 保险 公司 , 并 且 还 对 养老 金 
和 其 他 基金 ; 政府 的 精算 师 更 是 要 对 社会 保险 、 国 家 养老 金 和 其 他 有 关 模 式 所 提出 
的 问题 作出 回答 . 

保险 (insurance, assurance) 是 允许 对 个 体 和 机 构 因 这 样 那 样 的 不 利 状况 所 引起 
的 经 济 损失 作出 补偿 的 社会 机 制 . 

保险 指望 把 经 济 价值 中 可 能 造成 未 来 损失 的 不 确定 性 变 为 确定 性 . 

保险 可 定义 为 某 种 社会 工具 , 其 中 个 人 或 机 构 通 过 自己 的 支付 来 降低 或 排除 可 
能 造成 损失 的 风险 的 某 些 部 分 . . 

人 类 很 快 就 懂得 , 减少 不 确定 性 带 来 的 损失 的 最 有 效 的 办 法 就 是 有 一 个 合作 机 
构 , 使 得 具体 的 个 体 的 损失 价值 分 摊 给 集体 的 所 有 成 员 . 个 体 很 快意 识 到 , 很 难 预 料 
对 他 的 经 济 状况 不 利 的 事件 的 时 间 、 地 点 、 特 征 . 保险 也 就 成 为 这 样 的 工具 , 它 协助 
个 体 减 轻 和 “缓和 ”不 确定 性 、 未 知性 、 不 可 靠 性 等 等 的 影响 . 

把 保险 (及 其 相应 的 数学 ) 只 归结 为 例如 寿险 和 财 险 是 不 对 的 . 保险 应 该 在 更 广 
的 意义 下 来 理解 , 也 就 是 说 , 它 是 对 风险 的 保险 , 其 中 要 包括 例如 与 证 券 市 场 上 的 博 
弈 、 与 投资 者 (不 仅 是 国内 的 , 还 有 海外 的 ) 等 等 相 联系 的 各 种 局 面 . 下 面 我 们 将 看 
到 , 保险 理论 (在 “保险 ”这 一 术语 的 含义 的 通常 理解 下 ) 现代 状况 的 刻画 是 与 风险 
理论 最 为 紧密 交织 在 一 起 的 . 1992 年 10 月 芝加哥 商品 交易 所 所 发 行 的 期 货 合 约 的 
再 保险 可 以 作为 这 方面 最 为 明显 的 例子 . 

在 保险 上 , 并 非 是 所 有 形式 的 “不 确定 性 ”、 所 有 “风险 ”都 可 用 来 投保 . 这 里 要 
理解 下 列 术语 和 分 类 , 它们 有 助 于 滋 清 保险 经 营 的 范围 . 


2. 所 有 “不 确定 性 ”照例 都 可 归 为 两 类 中 的 一 类 : 纯 不 确定 性 和 投机 性 不 确定 
性 . 

投机 性 不 确定 性 在 财务 上 既 可 能 总 , 也 可 能 输 (这 种 不 确定 性 , 一 般 来 说 , 是 不 
能 投保 的 ). 

纯 不 确定 性 只 与 损失 的 可 能 性 相 联系 (例如 , KK), 其 中 的 大 多 数 都 可 投保 . 

这 两 种 形式 的 不 确定 性 经 常 都 被 蔡 换 为 一 个 词 : UE. (注意 , 在 保险 理论 中 经 
常 把 风险 与 纯 不 确定 性 同等 看 待 ; 另 一 方面 , 著名 的 通俗 金融 杂志 “Risk (风险 )” 基 
本 上 探讨 投机 性 不 确定 性 .) 

风险 及 其 所 招来 的 损失 的 起 源 是 危险 , 它 在 保险 中 也 归结 为 两 类 : 物理 危险 和 
道德 危险 . 

与 道德 有 关 的 危险 联系 着 不 诚实 、 不 尽职 、 不 小 心 、 萝 意 破坏 等 等 . VETE. 纵火 
等 等 可 以 作为 这 种 例子 . 

物理 危险 例如 有 地 震 、 经 济 周期 、 天 气 、 各 种 自然 现象 、 建 筑 结构 类 型 等 等 . 

可 用 各 种 方式 来 与 风险 作 “ 斗 争 ”: 


1) 可 通过 自觉 的 决策 和 运作 、 理性 行为 来 有 意识 地 避免 风险 ; 
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2) 把 可 能 的 损失 转嫁 给 别人 或 别 的 机 构 可 降低 风险 ; 
3) 可 通过 预测 力求 降低 风险 . 统计 方法 是 预测 可 能 损失 的 重要 精算 工具 . 在 保险 
rp, 预测 和 资金 积累 对 于 保险 公司 的 成 功 和 有 保证 的 经 营 起 着 决定 性 的 作用 . 


尽管 保险 是 与 风险 作 “ 斗 争 ” 的 完全 合乎 逻辑 的 和 在 许多 方面 都 是 最 引 人 注 目 
的 手段 , 但 是 当然 , 并 非 是 所 有 不 确定 性 以 及 与 此 相 联 系 的 财务 损失 都 能 由 它 来 应 
付 . 为 了 使 “风险 ”可 投保 , 它 必 须 满 足 一 定 的 要 求 . 例如 , 对 于 自愿 的 个 人 保险 来 
说 ， 


1) 必须 要 有 这 种 在 过 去 和 在 将 来 的 运作 “特征 ” 相 “ 一 致 的 ” 足够 大 的 投保 人 群 ; 

2) 损失 的 原因 不 应 该 立即 波及 大 多 数 投保 人 (战争 类 型 的 、 核 辐射 等 等 的 灾难 事 
件 要 求 特殊 考虑 ); l 

3) 损失 的 原因 和 严重 性 不 应 该 由 投保 人 的 蓄意 运作 来 决定 ; 这 种 原因 必须 是 随机 
的 ; 

4) 所 考察 的 危险 应 该 造成 容易 识别 的 损失 (“损失 难以 伪造 ”); 

5) 危险 带 来 的 潜在 损失 必须 足够 大 (“对 于 与 微小 的 、 容 易 弥 补 的 损失 相 联 系 的 
危险 来 说 , 投保 没有 意义 ”); 

6) 损失 的 概率 必须 足够 小 (投保 事件 必须 极 少 发 生 ), 使 得 “承保 ”金额 在 经 济 上 
是 可 接受 的 ; 

7) 必须 有 可 获得 的 现实 数据 的 统计 来 作为 损失 概率 计算 的 基础 (“统计 估价 的 代表 
性 和 可 能 性 ”). 


这 些 和 其 他 类 似 的 要 求 形成 一 定 的 起 码 条 件 , 它们 对 于 实施 保险 和 处 理 相应 的 
保险 模式 是 必要 的 ; 保险 模式 的 多 种 多 样 说 明了 各 种 不 同 的 因素 , 例如 ， 


(a) 保险 的 类 别 ， 

(b) 保险 的 形式 ， 

(c) 保险 的 支付 方式 ， 

(d) 是 或 可 能 是 风险 和 损失 的 原因 的 危险 类 型 . 


保险 种 类 (a) 有 寿险 、 健 康 险 、 财 险 . 

保险 形式 (b) 有 自愿 (或 商业 ) 保险 和 义务 (或 社会 ) 保险 . 两 种 保险 形式 基于 
类 似 的 原则 , 但 其 机 理 和 机 构 是 不 同 的 . 

(保费 和 利益 的 ) 支付 方式 (e) 由 具体 条 件 来 决定 , 随 保单 的 不 同 而 不 同 . 

危险 的 类 型 (d) 就 是 上 面 已 经 提 到 的 物理 危险 和 道德 危险 . 


3. 要 理解 保险 及 其 目标 和 任务 , 不 仅 要 了 解 保 险 的 内 部 结构 , 并 且 还 要 了 解 其 
相应 的 历史 . 

可 以 说 , 在 一 定 意义 下 , 保险 与 人 类 社会 木 身 一 样 古 老 . 

已 知 的 最 古老 的 保单 是 在 公元 前 4000—3000 年 的 巴比伦 记录 的 (在 海运 上 的 ) 
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所 谓 船 舶 抵押 合约 (bottomry) 和 盘 货 抵押 货款 合约 (respondencia). 

Bottomry (bottom 指 海底 ) 按 其 本 意 是 抵押 , 它 对 于 船主 来 说 , 有 一 种 贷款 形式 
(例如 , 要 求 把 货物 运 到 确定 的 地 点 ), 作为 抵押 的 不 仅 是 船 或 者 其 他 “可 感知 ”的 价 
É, 并 且 还 有 自己 的 生命 (意味 着 变 为 奴隶 ) 和 家 庭 成 员 的 生命 . (在 respondencia 的 
情形 下 , 抵押 品 是 货物 .) 

巴比伦 人 还 创建 了 一 种 保险 合约 体系 , 其 中 货物 供应 商 在 有 风险 的 运输 情形 下 ， 
如 果 运 船 遭 抢劫 、 遭 绑架 勒索 等 等 , 就 同意 串 免 原 有 的 贷款 . 

这 种 实务 在 汉 席 拉 比 (Hammurabe) 王朝 是 被 法 律 化 的 (巴比伦 的 “ 汉 席 拉 比 法 
gar) ©, 当时 的 古巴 比 伦 王 国 刚 兴 起 (ATM ited), 并 且 巴 比 伦 是 繁荣 的 贸易 中 
心 ， 贸易 商 队 都 要 由 此 通过 ， 

如 所 周知 , 这 种 合约 的 实务 随后 通过 和 腓 尼 基 人 传 到 了 希腊、 罗马 和 印度 . 它们 被 
用 在 罗马 文明 的 早期 法 典 、 拜 占 庭 帝 国 的 法 律 中 ; 在 现代 的 有 关 保 险 的 法 律 中 , 它们 
也 有 所 反映 . 

寿险 的 起 源 可 追溯 到 公元 前 600 年 到 罗马 帝国 末 (罗马 帝国 灭亡 被 认为 是 公元 
476 4E) 的 希腊 的 thiasoi MeranoOP MY YW collegia®. FURET, collegia (同业 公会 ) 
是 作为 宗教 团体 产生 的 , 但 它们 全 部 逐渐 变 成 更 为 实用 的 团体 , 例如 专营 匡 礼 服务 的 
团体 . 通过 这 种 葬礼 服务 团体 , 罗马 人 为 葬礼 付费 ; 而 这 种 团体 中 也 有 寿险 的 萌芽 . 

“ 按 保费 支付 ”的 保险 实务 看 来 出 现在 1250 年 左右 的 意大利 城市 共和 时 代 ( 罗 
马 、 威 尼斯 、 比 萨 、 佛 罗 伦 萨 、 热 那 亚 ). 而 第 一 份 确 切 写 明 的 保单 是 1347 年 在 热 那 
亚 签 订 的 . 同样 是 在 那里 1430 年 签订 了 第 一 份 “真正 的 ”人 寿 保 单 , 它 是 有 关怀 孕 
妇女 和 奴隶 的 . 

“养老 年 金 (annuity)” 合 约 早 在 公元 前 1 世纪 的 罗马 人 那里 已 为 人 们 熟知 (这 
是 由 保险 公司 支付 某 个 金额 的 合约 ， 而 替代 定期 获得 付款 的 是 在 某 个 预定 的 时 间 区 
间或 在 临终 时 付款 . 在 一 定 的 意义 下 , 这 种 合约 与 寿险 保单 相反 , 其 中 保险 支付 是 在 
正常 的 情况 下 发 放 的 , 而 成 批 获 得 某 个 金额 .) 

有 意思 的 是 , 罗马 的 法 律 (“Palcidian law") 是 以 期 望 寿命 表 为 基础 的 , 这 个 表 用 
来 计算 养老 年 金 等 等 . 在 225 年 , Ulpian 编写 了 更 精确 的 表 , 它 在 托 斯 卡 纳 一 直 用 到 
18 世纪 . 

300 年 以 前 , 1693 年 , E. 哈雷 (Edmund Halley, 1642—1742, 他 的 名 字 与 一 颗 著 
名 的 彗星 相 联 系 ) 完善 了 ”Ulpian 的 精算 表 , 他 认为 给 定 人 群 的 死亡 率 在 给 定 的 时 间 
间隔 中 是 确定 的 . 1756 年 , Joseph Podson 改进 了 哈雷 表 , 使 得 有 可 能 构成 “逐年 的 

外 汉 计 拉 比 (公元 前 1792—1750) 是 古巴 比 伦 王国 第 六 代 国 王 .“ 汉 并 拉 比 法 典 ” 现在 陈列 在 巴 
黎 的 卢 浮 官 博物 馆 . 一 一 译 者 注 

®thiasoi 和 eranoi 都 是 古 希 腊 的 族群 . thiasoi 膜拜 一 位 特殊 的 神 ; eranoi 是 一 个 地 方 上 的 异 教 
徒 族群 . 


一 一 译 者 注 
G collegia 是 collegium 的 复数 . collegium 是 一 种 根据 法 律 组 织 起 来 的 带 有 商业 、 社会 或 宗教 特 
征 的 社团 . 
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随 着 中 世纪 的 欧洲 的 城市 和 贸易 的 发 展 , 同业 公会 把 它们 的 业务 扩充 到 庇护 它 
们 的 会 员 处 理 火 灾 、 船 难 、 海 盗 攻击 ; 在 会 员 举 行 葬礼 、 伤 病 等 等 时 帮助 他 们 . 随后 ， 
16 世纪 在 热那亚 出 现 的 海难 保险 合约 实际 上 很 快 就 传 遍 欧洲 的 所 有 海洋 强国 . 

海难 保险 的 当代 历史 在 很 大 程度 上 就 是 “ 劳 合 社 (Lloyd's) 的 历史 ”; 劳 合 社 是 
一 家 保险 和 保险 经 纪 商 公司 , 1689 年 在 E. FRM (Edward Lloyd) 哇 啡 店 的 基础 上 
创建 的 , 其 中 商人 、 船 主 、 海 难 承保 人 会 集 在 一 起 签订 海运 的 契约 . 1774 年 这 家 公司 
被 科 罗 列 夫 斯 基 法 邻 正式 核准 , 而 到 了 1871 年 更 是 被 议会 法 案 确认 为 法 人 组 织 . 为 
了 海难 保险 而 成 立 的 劳 合 社 在 今天 几乎 对 于 所 有 风险 形式 都 进行 运作 . 

1974 年 , 劳 合 社 出 版 刊登 船舶 活动 (后 来 也 有 飞机 活动 ) 的 日 报 , 也 刊登 有 关 失 
事 、 自 然 灾 害 、 船 难 等 等 的 信息 . 

劳 合 社 也 出 版 周刊 , 刊登 在 英国 和 大 陆 港口 装 件 的 船舶 名 册 以 及 船舶 的 装 货 结 
RA. 它 也 刊登 有 关 保险 市 场 形 势 的 一 般 信 息 . 

1760 年 劳 合 社 组 成 了 对 所 有 100 顿 以 上 的 海运 船只 进行 检视 和 分 类 的 协会 . 劳 
合 社 的 检视 员 根 据 船 体 、 发 动机 、 安 全 设施 等 等 对 船只 进行 定期 考察 和 分 类 . 协会 
也 提供 技术 咨询 . 

年 刊 “英国 内 外 船舶 劳 合 社 注册 (Lloyd's Register of British and Foreign Ship- 
ping)” 为 保险 公司 提供 对 于 签订 海难 保单 来 说 必要 的 信息 , 即使 所 涉及 的 船只 远 在 
上 千 海 里 以 外 . 

1666 年 的 伦敦 大 火 促使 发 展 火 险 . (第 一 火灾 保险 公司 成 立 于 1667 年 .) 1854 年 
英国 开始 对 蒸汽 机 车 事故 保险 ; 1880 年 起 产生 雇主 责任 保险 , 1895 年 起 产生 运输 责 
任 保险 , 1889 年 起 产生 和 车船 碰撞 损失 保险 . 

在 美国 , 纽约 于 1787 年 成 立 火灾 保险 公司 , 而 费城 于 1794 年 成 立 . 几乎 从 成 立 
E, 这 些 公司 就 开始 研究 防火 和 灭火 问题 . 美国 的 第 一 家 寿险 公司 成 立 于 1759 ^F. 

1835 年 纽约 大 火 引 起 了 对 必须 留 有 后 备 来 应 对 意外 的 巨大 (“灾难”) 损失 的 关 
tk. 1871 年 芝加哥 大 火 表 明 , 在 现代 的 “稠密 ”城市 中 , 火险 价值 的 量 级 是 极为 巨大 
的 . (应 付 多 家 保险 公司 损失 的 ) 再 保险 就 应 运 而 生 , 以 作为 在 灾难 规模 火灾 情形 下 
的 保险 方法 ; 目前 它 已 经 成 为 各 种 保险 形式 的 常规 . 

至 于 美国 历史 上 “第 一 家 ” 别 的 现代 保险 形式 , 我 们 可 注意 到 : 伤 残 保险 (1864 
年 ), 伤 残 责任 保险 (1880 年 ), 盗窃 保险 (1885 年 ) 等 等 . 

俄国 的 第 一 家 火灾 保险 股份 公司 1827 年 成 立 于 西伯 利 亚 . 第 一 家 寿险 和 收入 
险 的 保险 公司 (“俄罗斯 资本 和 收入 保险 协会 ”) 成 立 于 1835 F. © 

在 20 世纪 我 们 看 到 保险 业 蓬勃 发 展 , 它 联系 着 内 陆运 输 和 内 海 ("inland ma- 
rine”) 运输 , 以 应 付 包括 旅客 行李 、 快 信 、 邮包、 运输 手段 、 运 输 货物 , 甚至 桥梁 、 隧 

@ 中 国 的 保险 业 出 现在 清末 .1911 年 华商 保险 公司 已 经 有 45 家 . 新 中 国 成 立 以 后 , 1949 年 10 
月 20 日 创立 了 中 国人 民 保 险 公司 . 一 一 译 者 注 
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道 等 等 在 内 的 大 宗 货 物 运 输 的 风险 . 

保险 业 现 在 实际 上 可 能 与 任何 想得到 的 “可 保险 的 ”风险 相 联 系 . 劳 合 社 型 的 保 
险 公司 可 为 芭 荤 狂 演员 的 脚 、 钢 琴师 的 手指 、 露 天 招待 会 因 阴 雨天 带 来 的 损失 等 等 

从 19 世纪 末 开 始 , 出 现 政 府 涉足 保险 领域 的 倾向 , 特别 是 有 关 劳 动 者 的 病 伤 ( 临 
时 的 和 永久 的 ) 、 养 老 或 失业 保险 . 这 种 所 谓 社 会 保险 领域 的 前 驱 看 来 是 德国 (1883 — 
1889 年 的 法 律 ). 

20 世纪 中 叶 , 保险 业 引 人 注目 地 出 现 保险 公司 兼并 的 倾向 . 例如 , 在 美国 , 1955— 
1965 期 间 , 这 样 的 兼并 发 生 在 涉及 寿险 和 财 险 的 保险 公司 之 间 . 新 出 现 的 “兼并 ” 公 
司 形式 (控股 公司 ) 持 有 其 他 公司 的 资产 , 其 分 支 不 仅 有 保险 公司 , 并 且 也 有 银行 系 
统 、 计 算 机 行业 等 等 . 这 样 的 公司 的 优势 在 于 它们 所 具有 的 经 营 多 样 性 、 分 散 性 . 对 
于 保险 公司 来 说 , 如 果 它 是 控股 公司 的 一 部 分 , 其 税 负 就 会 减轻 . 控股 公司 可 能 有 其 
他 国家 的 资产 参股 , 而 这 对 于 保险 公司 来 说 有 时 是 不 可 能 的 . 这 就 使 得 保险 公司 增 
大 了 “杠杆 力 (leverage)”, 因为 他 们 有 可 能 以 较 少 的 投资 来 经 营 较 多 的 资源 . 


4.9 保险 精算 师 行业 最 初 基本 上 只 与 寿险 相 联 系 , 但 现在 他 们 的 活动 已 经 扩展 
到 其 他 相 邻 领域 . 为 了 对 在 各 公司 厂商、 政府 机 构 等 等 从 业 的 精算 师 的 数目 有 一 个 
定量 的 印象 , 我 们 根据 1848 年 成 立 的 伦敦 的 精算 学 会 (institute) 和 1856 年 成 立 的 
爱丁堡 的 精算 公会 (faculty) 的 报告 , 引入 英国 (在 1988 年 ) 的 数据 . 


保险 类 别 
. 寿险 公司 
财 险 公 司 
. 咨询 公司 
投资 公司 
政府 机 构 
. 行业 公司 
. 其 他 5 
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在 世界 各 国都 建立 了 精算 协会 . 还 有 国际 精算 学 会 (IAA, International Actuarial 
Association), 定期 举办 国际 精算 大 会 (第 一 届 大 会 1895 年 在 布鲁塞尔 举行 ). 

在 美国 有 多 个 精算 师 行业 组 织 . 首先 是 北美 精算 学 会 (Society of Actuaries), 它 
是 在 1949 年 两 个 精算 组 织 合并 而 成 立 的 . 精算 行业 本 身 在 1989 年 已 经 庆祝 过 它 的 
百年 纪念 . 

这 个 学 会 有 1 万 1 千 多 会 员 ; 它 是 在 美国 和 加 拿 大 的 精算 师 的 基本 国际 专业 组 
织 , 其 中 主要 涉及 寿险 和 健康 保险 、 养 老 事务 、 补 助 金 等 . 


中 这 一 点 的 内 容 在 英文 版 中 完全 没有 . 一 一 译 者 注 
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学 会 的 活动 方向 之 一 是 举办 考试 和 发 放 准 会 员 和 正式 成 员 的 证 书 . 

第 二 个 基本 协会 是 非 寿险 精算 学 会 (Casualty Actuarial Society), 它 是 联合 精算 
师 与 从 事 财 险 、 灾 福 (casualty)、 赔 偿 和 责任 等 问题 研究 的 专家 的 协会 . 

这 两 个 学 会 共同 进行 学 生 培 训 和 举办 考试 . 

其 他 的 精算 组 织 是 : 美国 精算 学 院 和 美国 养老 精算 协会 . 还 应 该 提起 卡 内 基 精 
算 研 究 所 , 它 与 上 述 协 会 有 紧密 的 相互 联系 . 

美国 精算 学 院 的 基本 任务 之 一 是 为 政府 准备 保险 方面 的 信息 . 

根据 1994 年 的 数据 , 在 北美 有 精算 师资 格 称号 的 将 近 1 万 8 FA. 

北美 精算 学 会 的 主要 管理 机 构 是 学 会 的 理事 会 , 它 由 30 位 当选 成 员 所 组 成 : E 
席 , 当选 主席 (president-elect), 6 名 副 主席 , 秘书 , 司库 , 两 名 前 主席 (past-president) 
和 18 名 理事 . 

副 主席 负责 学 会 的 各 项 活动 , 诸如 考试 、 科 学 研究 、 与 社会 各 界 联系 、“ 晋 升 支 
持 ”、 出 版 等 等 . 学 会 活动 中 的 多 数 角色 是 由 志愿 者 来 担任 的 . 将 近 500 名 学 会 会 员 
参与 教育 和 考试 项 目 . 

有 两 种 学 会 会 员 : 准 会 员 和 正式 会 员 吕 . 要 成 为 会 员 , 必须 坚持 通过 一 定数 量 的 
考试 ; 这 种 考试 每 年 举行 两 次 . 电 

要 成 为 准 会 员 , 必须 参加 培训 {面授 或 函授 ) 和 通过 考试 . 通常 这 要 花费 3-4 ^F. 
要 通过 成 为 正式 会 员 的 考试 将 花费 5-7 F. 照例 有 一 半 左 右 的 会 员 是 正式 会 员 . 

在 美国 的 北美 精算 学 会 有 各 种 各 样 的 科研 资助 . 它 有 自己 的 专业 刊物 , 并 参与 筹 
备 学 术 会 议 、 讨论 班 和 专业 讨论 会 . 学 会 发 表 报 告 书 、 研 究 、 书 籍 、 表 格 和 教学 资料 . 

学 会 每 年 (在 年 终 ) 举行 会 员 大 会 和 三 次 春季 会 议 . 在 培训 项 目的 框架 下 , 学 会 
派遣 会 员 去 人 慨 述 当前 的 精算 文献 和 考试 资料 ,发 布 有 关 精 算 师 就 业 机 会 的 信息 . 学 
会 发 布 通过 准 会 员 和 正式 会 员 的 资格 考试 的 名 册 , 颁布 大 部 分 有 关 精 算 行 业 、 考 试 、 
教科 书 和 教育 科研 项 目的 指南 ; 每 年 四 次 印发 学 会 的 四 次 “大 会 ”的 通报 . 公报 《 精 
算 师 (The Actuary)》 包 含 学 会 活动 的 各 种 专业 问题 的 当前 信息 , 印发 编者 的 话 , 使 
得 有 可 能 快速 交换 见解 . 公报 每 年 出 版 10 期 . 

关于 精算 学 会 的 考试 和 会 员 资 格 问题 的 决策 是 如 下 进行 的 . 

每 一 次 过 去 的 精算 培训 都 允许 会 员 人 参与 . AAI “KW 100" 考试 以 后 , 学 会 
理事 会 就 来 考察 准 会 员 的 资格 申请 .考试 及 格 就 可 成 为 这 种 准 会 员 ， 按 照 “大纲 
100”, 需要 进行 7 门 必修 课 考试 和 6 门 选修 课 考 试 . 这 时 必修 课 需 要 获得 155 学 分 
(“credits”), 而 选修 课 考 试 需要 45 E. (考试 的 学 分 数 根据 课 的 复杂 性 和 重要 性 而 

更 确切 地 说 , 对 于 北美 精算 学 会 来 说 , 有 “ 准 精算 师 (ASA)” 和 “精算 师 (FSA)” 两 种 资格 考 
TA. 而 在 英国 精算 学 会 , 则 有 三 种 会 员 : 学 会 会 员 (student member), AN (associate) 和 正式 会 
员 (fellow). 译 者 注 

@ 在 中 国 也 有 北美 精算 学 会 的 考试 中 心 . 第 一 个 这 样 的 考试 中 心 1987 年 成 立 于 南开 大 学 . … - 
PERE 
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定 ; 评定 等 级 为 : 10, 15, 30, 40 学 分 . 此 外 , 每 门 课 的 考试 按 十 分 制 来 打分 . 6 分 到 10 
分 就 认为 及 格 , 而 0 到 5 分 则 不 及 格 .) 汇集 的 总 分 就 代表 通过 的 考试 的 水 平 . 

TEX RAM BIA “KA 100-500” 的 考试 来 组 成 , 其 中 分 为 三 个 系列 :“100” 、 
“200” 和 “300-500”, 既 包括 必修 课 考 试 , 也 包括 选修 课 考 试 和 讨论 班 . 这 些 考 试 的 核 
心 在 于 “200” 系列 , 保险 实务 以 及 投资 和 金融 的 考试 就 在 其 中 . 


5. 当前 , 要 把 保险 实务 和 保险 理论 与 涉及 证 券 市 场 的 投资 和 金融 的 实务 与 理论 
割裂 开 来 是 不 可 能 的 . 

可 以 肯定 地 认为 , 衍生 金融 工具 (期 货 (futures)、 期 权 (options)、 掉 期 (swaps)、 
权证 (warrants), B (straddles), TÆ (spreads) 等 等 ) 全 都 在 全 款 金融 体系 中 起 
着 越 来 越 大 的 作用 . 毫 无 疑问 , 金融 定价 方法 正在 越 来 越 渗 透 到 精算 科学 中 . 在 与 这 
样 那样 的 不 同 风险 形式 相 联 结 的 精算 问题 与 金融 问题 的 这 种 联系 中 , 确凿 可 靠 的 研 
究 不 应 是 孤立 的 , 相反 , 应 该 同时 一 找 子 来 考虑 .下列 由 著名 的 瑞士 精算 科学 专家 HH. 
Bühlmann 提出 的 保险 数学 发 展 时 期 的 分 类 也 证 实 了 这 一 点 . 

第 一 时 期 〈“ 第 一 种 保险 ?) 要 追溯 到 E. 哈雷 ; 正如 上 面 所 注意 到 的 , 他 在 1693 
年 提出 了 寿险 表 , 并 认为 在 给 定 的 人 群 和 给 定 的 时 间 区 间 内 , 死亡 人 数 是 固定 的 . 

第 二 时 期 (“第 二 种 保险 ”) 则 与 既 在 寿险 中 、 又 在 其 他 险种 中 运用 概率 论 思想 和 
概率 统计 方法 相 联 系 . 

第 三 时 期 (“第 三 种 保险 ”) 的 特征 在 于 主动 运用 金融 工具 和 金融 工程 , 来 降低 保 
险 风 险 . 

第 二 时 期 的 保险 中 的 数学 基于 大 数 定律 、 中 心 极限 定理 和 泊 松 型 的 随机 过 程 理 
it. 第 三 种 保险 中 的 理论 在 其 方法 上 更 为 精巧 : 它 要 求 随机 分 析 、 随 机 微分 方程 、 拷 
及 其 派生 的 概念 ; 也 要 求 新 的 统计 方法 名 CHER, 还 有 现代 计算 技术 和 现代 程序 设计 . 

关于 综合 考察 纯 精 算 问 题 和 证 券 市 场 的 纯 金融 问题 的 必要 性 和 效用 性 的 上 述 思 
想 的 一 个 精彩 的 说 明 , 是 在 联系 灾难 事件 的 再 保险 的 精算 定价 中 应 用 金融 “期权” 方 
法 的 有 效 性 ([87]). 

在 国际 市 场 上 , 所 谓 灾难 事件 是 指 “ 投 保 财产 的 损失 超过 5 百 万 美元 , 并 且 涉 
及 相当 数量 的 投保 者 和 承保 者 ”( 引 自 “ 财 产权 益 服务 (Property Claims Service)", 
1993). 这 时 , 在 一 系列 灾难 情形 下 的 现实 损失 使 得 没有 一 家 保险 公司 (不 管 是 否 愿 
意 ) 有 能 力 承保 这 样 的 情形 . 这 也 就 说 明了 这 样 事实 : 这 种 事件 的 保险 不 仅 涉及 合 
作 , 并 且 涉 及 国际 合作 . 

下 面 是 若干 灾难 事件 所 引起 的 损失 的 例子 . 

1970 年 起 到 1993 年 中 期 , 平均 每 年 都 要 发 生 34 起 灾难 事件 , 造成 平均 每 年 损 
失 250 亿美 元 (2.5 x 10°). 在 大 多 数 情形 下 , 一 次 灾难 事件 造成 的 损失 少 于 2.5 亿美 


巴 英 文 版 上 在 这 里 还 加 上 : “诸如 白 助 法 (bootstrap)、 再 取样 、 仿 真 、 神 经 网 络 等 等 ”-- 一 译 者 
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元 . on 例如 , 1992 年 8 AMY “Andrew” MERVE RARITY 137 亿美 元 , 而 保 
险 公 司 只 能 支付 30 亿美 元 左右 . 

1989 年 的 Hugo 飓风 带 米 的 损失 为 42 亿美 元 , 而 发 生 在 1992 年 第 二 季度 的 
Iniki 飓风 带 来 的 损失 估计 为 从 1949 年 起 的 飓风 损失 的 第 四 名 . 

考虑 到 来 自 照 风 、 暴 雨 、 地震、 洪水 等 灾难 后 果 的 庞大 的 保险 支付 , 芝加哥 期 货 
交易 所 (CBOT, Chicago Board of Trade) 在 1992 年 10 月 推出 灾难 事件 保单 的 期 
货 作 为 再 保险 的 替代 物 . 这 种 合约 容易 匿名 出 售 (流通 ), 运营 成 本 很 低 , 并 且 具 备 清 
算 所 来 进行 所 有 核算 , 而 对 清算 所 所 要 求 的 可 信赖 度 在 类 似 的 实务 中 还 是 很 重要 的 . 
这 里 , 这 种 期 货 合约 的 市 场 价格 的 定价 实质 上 归结 为 “算术 亚 式 买 入 期 权 (参见 81c 
中 的 定义 ) 的 合理 价格 的 定价 . 这 方面 的 详情 参见 [87]. 


$3c. 精算 定价 的 经 典 例子 , Lundberg-Cramér 定理 


1. 无 巧 不 成 书 ,几乎 在 同时 ， 当 L. Bachelier 在 自己 的 博士 论文 《投机 理论 
(Théorie de la spéculation) 》(1900 年 ) 中 引入 布朗 运动 来 描述 股票 价格 , 并 由 此 为 随 
机 金融 数学 打下 基础 时 ， 1903 年 Ph. Lundberg 在 乌 普 萨 拉 (瑞典 ) 发 表 了 博士 论 
X “Approximerad framsróllning av sannolikhetsfunctionen. Atersfórsükring av kollek- 
tivrisker”, 系统 运用 泊 松 过 程 而 奠定 了 (第 二 种 ) 风险 的 精算 理论 的 概率 论 基础 ; TH 
松 过 程 和 布朗 运动 一 起 也 都 成 为 随机 过 程 一 般 理 论 的 基本 内 容 . 

1929 年 , 在 一 系列 瑞典 保险 公司 的 促进 下 , 斯 德 哥 尔 摩 大 学 设立 保险 (精算 ) 数 
学 的 教授 席位 . 这 一 席位 属于 H. Cramér, 并 且 从 此 “斯 德 哥 尔 摩 学 派 ” 开 始 活动 ; 他 
们 以 其 既 在 精算 数学 、 又 在 概率 统计 和 随机 过 程 理论 上 的 研究 成 果 而 著称 . 

我 们 来 看 看 精算 计算 理论 的 经 典 结果 :“Fundberg-Cremer 风险 理论 基本 定理 ” 
是 怎样 陈述 的 . 

定义 风险 过 程 (参见 图 10) 例如 为 下 列 形式 的 保险 业务 : 


Nt 
Re=utct— Y) ék, 
k=1 


其 中 





图 10 风险 过 程 Re 
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4 是 初始 资本 ， 
c 是 保费 的 征收 率 ， 
(&) 是 独立 同 分 布 随 机 变量 序列 , 其 分 布 哺 数 
F(z) = P{é1 < z}, w= E& (F(0) —0, p< oo), 
N = (Ni)izo 是 泊 松 过 程 ， 
N, = M TT < t), 
k 
这 里 TS. 是 所 要 求 的 保险 权益 的 付费 时 刻 , 并 且 (Tha — Teast 是 有 参数 为 X 
的 指数 分 布 的 独立 随机 变量 : 
PUT — Tk 2t] =e. 
很 明显 ， 
ER, = u + (c — Au)t = ut prut, 
其 中 系数 p = c/n) — 11g iERS (PEBURIBIIEZRTE"). 
与 这 一 模 规 相 联 系 的 第 一 批 自 然 的 问题 之 一 是 计算 一 般 的 破产 概率 , P(T < oo), 
或 者 时 刻 t 以 前 的 破产 概率 P(r < t), 其 中 
T =inf{t: Ry < 0). 
Lundberg-Cramér 断言 下 列 定 理 成 立 : 
定理 假设 存在 常数 R>0 满足 条 件 
eo z Hu € 
n eP*(1— F(z))dz = Y 
那么 
P(r«oo)xe 人， 
其 中 以 是 初始 资本 ， 


在 Lundberg-Cramér 模型 中 所 作 的 假定 自然 可 以 减弱 , 但 模型 本 身 将 复杂 化 . 
例如 , 可 认为 风险 过 程 


Ni 
Ry = u+ (ct 6 By) - S ék, 
k=1 
其 中 (B) 是 布朗 运动 , 而 (Ni) 是 Cox 过 程 ( 即 有 随机 强度 的 “计数 过 程 >; 参见 例 


如 [250]). 
对 于 这 一 结论 , 我 们 再 简要 地 来 叙述 刻画 支付 量 的 分 布 函 数 = F(z) 的 问题 . 
相当 合理 的 是 认为 联系 支付 的 条 件 通常 取 下 列 三 种 类 型 之 一 : 
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。 正常 ， 
e 极端 ， 
e 灾难 . 
为 描述 正常 事件 , 利用 有 急 降 “尾部 ”的 分 布 (例如 , 满足 条 件 1 — Fle) e, 
z 一 oo 的 指数 分 布 ). 
为 描述 “极端 ” 事件 , 利用 带 “ 厚 尾 ” 的 分 布 F = F(x), 例如 , 1— F(x) ~ ee, 
z 一 oo, a> 0 (Pareto 型 分 布 ) 或 者 


1- F(a) = exp { - (225). £> p, 


(Weibull 4i), 其 中 p € (0, 1). 

我 们 注意 到 , Lundberg-Cramér 定理 是 有 关 正 常 型 的 , 并 且 不 能 用 于 大 量 支 付 情 
形 .( 那 时 甚至 不 能 定义 “Lundberg RŽ R. Lundberg-Cramér 定理 的 证 明 例如 参 
Ji, [439; 英文 版 ],) 
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1. 必要 的 概率 论 概 念 和 若干 市 场 价 格 动态 模型 


81a. 价格 性 态 的 不 确定 性 和 不 规则 性 , 它们 的 概率 论 描述 和 表示 
1. 假定 度量 时 间 的 单位 是 一 天 (n = 0,1,2,-…), 而 


S= (Sn)nz0 


比如 是 股票 、 两 种 货币 的 汇率 或 某 种 金融 指数 的 市 场 价格 (在 时 间 上 , 其 “寿命 ” 没 
有 任何 限制 , 不 像 对 于 债券 的 价格 那样 ). Sa (n > 0) 的 值 的 经 验 分 析 指 出 , 它们 的 变 
化 是 非常 不 规则 的 , 其 波动 或 许可 采用 M. Kendall 的 话 来 这 样 说 (参见 第 一 章 §2a): 
*... the Demon of Chance drew a random number --- and added it to the current price 
to determine the next --- price (… 机 遇 之 魔 掷 出 一 个 随机 数 .… 把 它 加 到 当前 价格 
上 以 决定 下 一 个 .… 价格 》”. 

L. Bachelier 无 疑 是 第 一 个 开始 用 概率 论 的 概念 和 方法 来 描述 价格 (5%)n>o 的 ; 
由 此 他 建立 了 模型 , 用 来 研究 以 既 有 统计 不 确定 性 、 又 同时 具有 统计 频率 稳定 性 为 
特征 的 经 验 现象 . 

遵循 概率 论 的 途径 , 并 根据 当今 通用 的 Kolmogorov 概率 论 公理 体系 ， 我 们 将 假 
E, 所 有 讨论 都 在 下 述 的 某 个 概率 空间 中 进行 : 


(0, F,P), 


其 中 
Q 是 基本 事件 w 的 空间 (在 所 考察 的 框架 中 是 市 场 状态 ); 
F 是 9 的 子 集 的 o- 代 数 (市 场 上 可 观察 的 事件 全 体 ); 
P 是 概率 , BU. 上 的 概率 测度 . 


正如 在 第 一 章 81a 所 注意 到 的 , 时 间 和 动态 变化 是 金融 理论 不 可 分 割 的 组 成 部 
分 ; 与 此 相 联系 的 是 一 个 适当 的 作为 出 发 点 的 概率 空间 (Q, F,P), 并 配备 假设 给 定 
的 o- 代 数 流下 二 (多,)nz0 满足 


Fo CF, C---CA, C+: CF. 





引入 这 个 包含 在 多 内 的 不 减 的 称 为 渗透 的 - 子 代数 流 的 含义 在 于 下 列 解释 : 
Fn 是 在 时 刻 n 以 前 (包括 n) 可 观察 的 事件 全 体 . 


可 以 换 句 话说 , Fy 是 在 时 刻 n 以 前 有 关 市 场 状 态 的 可 接受 的 “信息 ”观察 . (在 
“有 效 ” 市 场 概念 的 框架 下 , 这 可 能 是 例如 三 种 rc- 代数 IET, 92, 93 之 一 ; 参见 第 一 
章 中 的 82a.) 
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这 样 , 我 们 将 认为 , 我 们 的 基本 概率 模型 是 渗透 概率 空间 
(Q, F,(Fn)nzo,P), 


它 也 就 是 所 谓 随 机 基底 . 
在 许多 情形 下 , 扩充 随机 基底 的 概念 是 很 有 益 的 , 这 时 , 假设 给 定 整 个 概率 测度 
族 P = {P} 来 取代 单个 概率 测度 P. (这样 做 经 常 是 由 于 很 难 规定 某 个 具体 的 测度 
P.) 运用 统计 决策 理论 的 术语 , 对 象 组 (NQ, F,(Fn)ns0o, Z) 可 称 为 渗透 随机 (统计 ) 
试验 . 
2. 如 果 把 .多 解释 为 在 时 刻 ”可 接受 的 信息 , 那么 自然 认为 
S, 为 多 -可 测 ， 


Bl, 形象 地 说 , 这 是 认为 价格 的 值 依 赖 时 刻 n 以 前 (包括 m) 在 市 场 上 可 观察 到 的 事 
件 . 

由 S。 作 为 时 刻 n 的 “价格 ”( 例 如 , 股价 ) 的 含义 出 发 , 我 们 将 假定 S, 0, 
n 2 0. 

现在 我 们 引入 两 种 流传 最 广 的 价格 S = (Si) nso 的 表示 方法 . 

第 一 种 方法 (I) 类 似 于 “ 复 利 (compound return)" 公式, 参见 第 一 章 §1b; EH 
下 列表 示 式 出 发 : 

Sn = Soe”, (1) 

其 中 A, = ho thi tt hn, ho =0,n > 0, FARES hb, = hw(w) 为 多 -可 测 . 

这 样 一 来 , 这 里 











Sn 
Ha, = 1n EX (2) 
而 “回报 ” 、 wai 26" 、 “对 数 收 益 ” (return) 
Sn AS, 
hn = ln 3.7 In (1 + x) ; (3) 
AS, = Sn — S451. 
* AS 
hn = s T. An = 》 he. (4) 
n-l 1£k£n 
于 是 公式 0) 可 重 记 为 下 列 形式 
5 一 5 [| G+hx), (5) 
igkgn 
或 者 其 等 价 形式 
$,—5, [| (+ ^89) =Soe# [| a«-A89e-^P. (6) 


1gkgn 1gkgn 
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表示 式 (5) 就 是 第 二 种 方法 (ID), 它 把 价格 表示 为 类 似 于 “ 单 利 (simple return)" 
AR. 
我 们 以 &(H), 表示 (6) 的 右 端的 表达 式 : 
E)n =e [| + ABe-^. (7) 


1<k<n 
用 这 个 表达 式 确定 的 随机 序列 
E(B) =(E(H)n)nz0, | &(A)o = 1， 


称 为 由 量 A = (Hn)n>0; Ay = 1 所 生成 的 随机 指数 , 或 者 Doléans 指数 . 
这 样 一 来 , 可 以 说 , 价格 的 第 一 种 表示 方法 (E AAP) 运用 了 通常 指数 : 


S, = Soe”, 
第 二 种 方法 QI:“ 单 利 ”) 则 是 对 于 自身 的 描述 运用 了 随机 指数 : 
S, = Sog (Pn. (8) 


这 时 , 由 (2)-(4) 得 到 ， 
H,= 》 (ee™ — 1), 
l<gk<n 
其 等 价 表示 式 为 
H,— H,* 》 (es — AH, — 1). (9) 
l€Kk£n 
显然 , 由 (3) 和 (4), 也 有 
H,= M. n AB), (10) 
1gk<n 
这 里 hn = AH, > —1, 因为 假定 S, > 0. 
有 益 的 是 要 注意 到 , 随机 指数 满足 随机 差分 方程 


AG(H), = £D), LAB, (11) 
它 直 接 由 (7) 得 到 . 


注 1. 表示 式 (1) 和 (8) 是 在 离散 情形 下 给 出 的 ,n — 0,1,.… . 在 价格 9 = (Si)i>o 
对 连续 时 间 t > 0 演变 的 情形 下 , 通常 假定 过 程 H = (Hi)iso Al A = (Hoo BF 
3x (参见 第 三 章 第 5 节 )， 于 是 由 146 AX (第 三 章 85c; 也 参见 [250; 第 一 章 g4e]) 得 
到 





1、 必 要 的 概率 论 概 念 和 若干 市 场 价格 动态 模型 “79. 





其 中 i 

Hy = He + S (H*c P» —1- AH,) (12) 
以 及 E(B) = (6(A)i)is0 是 随机 指数 : 

&(H), = efh TT G+ ate ^8", (13) 


O<s<t 
它 满足 (比较 (11)) 线性 随机 微分 方程 
d@(H), = &(H), dfi. (14) 


(在 公式 (12) 和 (13) 中 , 以 (15) 和 (H9) 表示 构成 半 靳 OA A 的 连续 著 成 分 的 平 
方 特征 ; 参见 第 三 章 中 的 第 5 节 . 关于 H 是 布朗 运动 情形 下 的 随机 微分 方程 , 参见 
第 三 章 83e.) 

这 样 一 来 , 对 于 连续 时 间 情 形 下 的 (1) 和 (8) 的 类 似 相 应 地 是 表达 式 


S, = Soe™ (15) 


和 
S, = Sae (fl), (16) 


其 中 过 程 H = (Hio 通过 公式 (12) 与 H = (Hijo 相 联系 . 在 (12) 中 出 现 的 级 数 
绝对 收敛 , 因为 在 每 个 区 间 [0, ¢] P, RRL RAARD “A” WER (AH,| > 4), 
并 且 Y IAA, |? < oo. (参见 第 三 章 85b 的 注 3.) 


Ocsst 


it 2. 由 (3) 和 (4) 得 到 ， 


hn = In(1 + În) (17) 
和 
hn = eh — 1. (18) 
显然 , 对 hn 的 小 值 有 
hn © hn, (19) 


FHA 





T 1 1 
hn — hn = alin + Ghn to 


从 经 典 概率 论 和 发 展 非常 成 熟 的 “ 正 态 分 布 统计 ”视角 来 看 , 极 有 吸引 力 的 是 
考虑 序列 H = (Hn)nzo 是 高 斯 (ESDA) 随机 变量 的 情形 . 如 果 


(20) 


Hn =hyt-.-thn, nèl, (21) 
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那么 这 种 序列 的 性 质 完全 可 由 序列 h = (hn) nor 的 二 维 分 布 来 确定 , 这 种 二 维 分 布 
由 均值 
Hn = Ehn, n 21, 
和 协 方差 
Cov(hn, hm) = Ehn hm — EhnEhm, m,n l, 

来 刻画 . 

正 态 性 假定 本 质 上 改善 了 许多 依赖 于 分 布 性 质 的 问题 的 解 . 例如 , 正 态 相关 定 
理 (参见 例如 , [303; 第 13 章 ]) 以 显 式 给 出 条 件数 学 期 望 = Euh ,hn) 的 
AR, 它 是 hny 关于 hi, ,hn 在 均 方 意义 下 的 最 优 估 计量 : 


Ravi = nai Y Lass — pi), (22) 
i=1 


其 中 系数 a; 根据 协 方 益 矩 阵 来 计算 (参见 [303; 第 13 章 ], 也 参见 [439; 第 二 章 , 813]). 
公式 (22) 当 hi, ,hn 相互 独立 时 特别 简单 . 在 这 一 情形 下 ， 


Cov(hn+1 ; hi) 





i = 


Dh; 
并 且 估计 量 . 
Tinta = Ehn + > Conti) h, — Eh;). (23) 
i=1 t 
估计 误差 
Ani = E(ha i1 — Angi)? 
由 下 列 公式 确定 : E 
Ant = Dhnyi 一 » Cov Botte) (24) 
i=l t 
我 们 察觉 , 如 果 
1 (ez)? 
V0) VD 
是 带 参数 (u,07) 的 正 态 分 布 密度 , 那么 (参见 图 11) 
pe 
f (uo?) (z)dx = 0.6827---. 
及 一 加 
同样 还 有 
p+1.650 
J V(u,o2)(x)dx = 0.90. (25) 
p—1.650 
由 高 斯 性 ， 


Anti — haga ~ MW (0, An+1), 
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图 11 标准 正 态 分 布 密度 oole) 的 图 像 . 阴影 部 分 的 面积 近似 等 于 0.6827 


再 根据 (25), 
P{|An+1 一 hn+1l < 1.65VAntri} 0.90. 


因此 , 可 以 断定 , 以 接近 于 0.90 的 概率 , E hi1 的 可 期 望 值 属 于 置信 区 间 


nyi — 165 V/ Asia hau + 165 Asi]. 
由 此 导出 , 在 9096 的 情形 下 , 市 场 价 格 随机 变量 Sn (根据 观察 值 hi,:… hn) 的 预 
测 值 Sapi 落 在 下 列 区 间 中 : 
[Se n: 7165 V/A 3. S, chri t65 Ant], 
4. 然而 , 对 于 量 hn (n > 1) 的 看 来 很 诱 人 的“ 正 态 性 假设 ”需要 谨慎 对 待 . 问 
题 在 于 , 许多 金融 数据 的 经 验 分 析 指 出 (参见 以 后 的 第 四 章 )， 
(a) 没有 落 在 “置信 ”区 间 [hn — kên, ha 十 k6。] 中 的 样本 值 的 个 数 显著 多 于 正 
态 性 假设 下 应 该 有 的 个 数 , 其 中 = 1,2,3; An = -= 二 hi 是 样本 均值 , 5,, 是 样本 标 
准 差 : 





CD hys 
i=1 


n — 1 4— 


直观 上 , 这 意味 着 , 经 验 密度 的 “尾部 ”下 降 得 比 高 斯 分 布 慢 (“ 厚 尾 ”); 
(b) 峭 度 (excess) WIF JE Až (kurtosis) 


人 fü4 
kn = —3 -3 
m3 


明显 是 正 的 (对 于 正 态 分 布 来 说 , 峰 度 系数 为 零 ), 这 里 ma 和 Ma EARNER 
阶 矩 ; 这 意味 着 分 布 密度 在 中 心 值 附近 有 “尖峰 *: 

或 许 , AFE h = (hn) 的 分 布 结构 的 最 强 的 假定 , 除了 高 斯 性 以 外 , 是 下 列 假 
定 : 

这 些 随 机 变量 独立 同 分 布 . 

在 这 些 条 件 下 , 价格 Sn = Soe’ (Hn = hi 十 … hs) 的 分 析 就 容易 引进 基于 这 些 
假定 的 通常 的 概率 论 方法 . 但 是 , 这 样 一 来 , 当然 很 明显 , 值 h = (ha) 的 独立 性 立即 
违背 要 求 (和 相信 ) “过 去 的 数据 ”可 用 来 预测 “未 来 的 值 ”. 
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—0.006 —0.001 0.004 


图 12 按照 模型 HARCH (16) (参见 83b) 计算 的 量 (ha) «300 的 一 维 分 布 的 经 验 密度 . 连续 曲线 是 
对 应 的 正 态 分 布 .Y(m,c2) 的 密度 , 其 中 m = hs, o? = 6300 


其 实 , 在 这 一 关系 中 , 局 面 还 是 较为 乐观 的 . 正如 已 经 注意 到 , 这 是 因为 金融 时 
间 系 列 的 多 项 研究 指出 , 在 值 (hn) 之 间 具 有 非 高 斯 性 和 依赖 性 , 尽管 它们 可 能 不 相 
X, 并 且 依 赖 性 很 弱 . 更 明确 地 说 , 可 断言 , 在 所 具有 的 依赖 性 中 , 所 考察 的 经 验 相关 
性 可 能 不 是 对 于 量 hu, 本 身 来 说 的 , 而 是 对 于 An) 或 A2 来 说 的 . (在 以 后 引进 的 随机 
波动 率 模型 中 , 局 面 是 这 样 的 : Cov(hn, hm) = 0 SF n zZ m 成立, 但 是 Cov(h2, h2) 
和 Cov(|hn|, hm) 显著 偏离 零 ; 参见 §3c.) 


81b. Doob 分 解 . 典 则 表示 


1. 我 们 将 假定 , 在 模型 
Sn = Spe”, Hy =hit---+hn (1) 


中 , 随机 变量 hn (n 2 1) 具有 有 限 绝对 一 阶 和 矩 , Elh| < oo, n > 1. 


以 后 要 讨论 的 Doob 分 解 假定 序列 H = (Hn) 的 研究 依赖 于 渗透 (Fa) 的 性 质 ， 
即 依 赖 于 “观察 ”接受 的 “信息 ” 流 Fn 的 性 质 (在 我 们 感 兴趣 的 证 券 市 场 框架 下 ; 
Fo = i2. QJ). 


由 于 E|h,| < oo, n 2 1, 故 条 件数 学 期 望 E(h | Fn-1) 可 确定 , 它 意味 着 


Hn = X. E(u | 1) + S [hr — EC | i). (2) 


kgn kon 
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换 句 话说 , 如 果 
An = >> E(he | Z3), (3) 
kien 
Mn = 》 [hr — E(hi | Fr-1)], (4) 
k&n 


那么 对 于 有 Ho =0 1 H —(Hi)azo, 下 列 Doob 分 解 成 立 : 
Hn = An + Mn,  n20, (5) 
这 里 
a) 有 Ao = 0 的 序列 4 = (Anno 在 下 列 意 义 下 可 料 : 对 于 每 个 n 2 1, 
An 为 多， 1- 可 测 ; 


b) 有 Mo = 0 的 序列 M = (Mn)nz0 SER, IFEA n > 1 满足 下 列 性 质 : 
E(M, | Sua) = Mni (P-a.s.), 
ix Hd Mn 为 多- 可 测 , A E[M,| < co 对 于 每 个 n z 1 成 立 . 


ik. 假定 , 除了 渗透 (Fn) 以 外 , 还 给 定子 渗透 (Ga), 其 中 Sn C 多 DAR VC 
Gri. 对 于 H = (H4) 可 写 出 关于 流 (An) 的 类 似 分 解 : 


Hy, = SE (he |Ge—-1) + Y (he — EC). 


k=1 k=1 
序列 A = (An) 有 元 素 
An = 》 Elhe | i), 


i=1 


它 将 是 (多 ,)- 可 料 的 ( 即 A, 为 Zai- PTM), 但 M = (Ma), 


Mn = S (hx — E(he | 1)), 


k=1 


一 般 来 说 , 将 不 再 是 关于 流 (A) OR, 因为 hs 关于 Fr 可 测 , 而 不 是 关于 A 可 测 . 
重要 的 是 要 注意 到 , 如 果 除 了 (5) 以 外 , 我 们 还 有 另外 的 分 解 


Hn = Aj, +My, 


其 中 序列 4 = (Al, Fn) (关于 流 (Fn)) 可 料 , A5 = 0, 而 M’ = (M!,, Fn) ERR, 那么 
对 于 所 有 n 2 0,74 A, = An, M; — Mn 
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事实 上 ， 
Anpi — An = (Anti — An) + (Mansi — Mn) — (M; — M7). 

由 此 对 两 端 求 条 件数 学 期 望 E(.| Fn), 我 们 求 得 4 一 4 = Angi — An (H Anyi 
和 AY, 的 名- 可 测 性 ). 但 是 Ap = Ao = 0, 这 就 意味 着 A, = A, 和 M; = Mn 对 
于 所 有 n> 0 成 立 . 因此 , 有 可 料 序列 A = (An) 的 分 解 (1) 是 唯一 的 . 

还 要 注意 到 , 如 果 在 所 考察 的 模型 中 E(h.|.Z. 1) = 0, k > 1, 那么 根据 (2), FF 
7) H = (H4) BARR. 

我 们 引入 下 列 “Doob 分 解 ” 的 例子 ; 它 尽 管 很 简单 , 却 很 好 地 说 明了 这 种 分 解 
的 “不 平凡 性 ”. 

£j. 设 Xn — 6 ooo £s HP (6) 是 满足 


的 独立 Bernoulli 随机 变量 , 考察 对 于 Hn = |Xn| (n 2 0, Xo = 0) 的 Doob 分 解 . 
这 里 
hn = AH, = A|X,| = [Xl |Xn-1| = |Xn—1 + En| 一 [Xa il; 
并 且 , 很 明显 ， 


AM, = hn 一 E(hn | Fn-1) = [Xn + En 7 E(|Xn-1 + &| | a) 
一 [Xn—1 + Enl 一 E(|X 1 + Enl | Xn-1) 
= (Sgn X4..1)£a, 


1, z>0, 
Sgn r = 0, x=0, 


1, «<0. 


其 中 


这 样 一 来 , 对 于 分 解 (5) HAJ M = (M,)n>1, 我 们 有 


Mn= M. (Sgn Xx i) AX. 
1<gk<en 
同时 ， 
E(hn | Fanı) = E(|Xn—1 + Enl | Xn-1) 一 [X4 i]. 


在 集合 {w: Xn_1 =i} (0) LL, 右 端 为 零 . WR i = 0, 那么 右 端 为 一 . 因此 ， 


Y Elhi | Fi-1) =N{1<k <n: Xp-1 = OF, 
i=1 
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这 里 N{1<k <n: X4.—0 Æ Xr = 0 的 上 的 个 数 ,1<k<n. 
WRA Ln(0) = N{0 k&n—1: Xr = 0} 表示 序列 (Xk)osken-i 中 的 零 的 个 
数 , 那么 我 们 求 得 
|Xal= 97 (Sgn Xp_1)AXE + Ln(0), 


lgk<n 
它 就 是 对 于 布朗 运动 模型 的 著名 的 Tanaka (田中 ) 公式 的 离散 类 似 (参见 第 三 章 85c). 
由 此 顺便 还 可 看 到 ， 
EL,(0) = E|X,|. 


由 于 E ~ N (0,1), B EX] ~ 2n, 而 这 意味 着 


Jn 
EL, (0) ~ y/2n, 
它 是 有 关 对 称 Bernoulli 随机 游 走 的 零 的 平均 个 数 的 著名 结果 (参见 例如 (156]). 


2. 设 M = (Mn)nz1 EFA AAR (EM; < oo, n 2 1), Mo = 0. 那么 对 分 解 (2) 
KH, = M2, 它 就 有 下 列 形式 : 


M2= M, E(AMg|.Z. 1) -- > (AM? — E(AM?I Z1), (6) 
lXk£n 1gk<gn 
其 中 AM? = M? - MP, 
A 
(M), = M. E(AMÈ|Fr-1), 
1&kgn (7) 
ma = > (AMÈ - E(AMẸ | Fr—1)). 
1gkgn 
联系 这 两 个 记号 , 分 解 (6) 可 记 为 下 列 形式 : 
M? = (M)n + ms, (8) 


其 中 ODE) 序列 (M) = (M0)%)wz1 RAR M 的 平方 特征 (也 人 参见 第 三 章 85b). 
我 们 察觉 , 由 于 M = (M,,) FER, Be 


E(AMg | Fp-1) = E((AMg)? | Fk-1). (9) 


这 一 性 质 说 明 , 为 什么 平方 特征 OM) 也 称 为 (平方 可 积 ) AM 的 可 料 平方 变 
Žž. 这 时 , 术语 平方 变 差 留 给 (一 般 来 说 不 是 可 料 的 ) 序列 [M] = (Mn) 它 的 
取 值 为 (也 参见 第 一 章 $5b) 


[M], = 5 (AM. (10) 


kn 
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3. 现在 假定 序列 H = (H) FHER, 并 且 也 是 平方 可 积 的 , BU, 设 
E(AHx |-Zx 1) = E(h& |.Z& 1) 一 0 
以 及 Eh? «oo, k 2 1. 于 是 


(H)n = M EC | Fe-1). (11) 
kgn 
本 加 为 平方 特征 (Hyn 的 量 E? | Fri) RE H 的 变化 程度 (波动 率 ), 并 且 在 很 
大 程度 上 也 决定 了 它 的 性 质 . 例如 , 如 果 以 概率 1 有 (A), — oo, 那么 对 于 平方 可 积 
gk H, 下 列强 大 数 定律 成 立 : M n 一 oo Hf, 
Lm 一 0 (P-a.s.). (12) 
(参见 [439; 第 VII Æ, 85].) 
在 以 后 ， 量 (E| Fr) 的 全 体 将 在 分 析 金 融 时 间 序 列 S = (Sa) 
(S, = Soe!) 时 起 着 本 质 作 用 ， 针 对 这 一 情形 、 并 采用 金融 理论 中 的 术语 , 序列 
(E(h2 | Fe_1))ko1 将 称 为 随机 波动 率 . (关于 波动 率 详 见 第 3 W.) 
如 果 条 件数 学 期 望 E(h2 | .Z,_1) 重合 于 无 条 件数 学 期 望 (例如 , (An) 是 独立 随 
机 变量 序列 , 而 Fr- = o(h1,… ha) 是 由 量 hi, hn. 所 生成 的 o- 代 数 , 那么 
波动 率 就 是 方差 o? = Eh? (假定 Ehk = 0) EIE, k > 1, 它们 是 量 h 的 慰 准 散射 (E 
化 率 ) 度量 . 


4. 在 记述 Doob 分 解 的 (2) 或 (5) 时 假定 , Elhk| < oo, k > 1. 这 个 假定 在 本 质 
上 仅仅 为 了 定 又 条 件数 学 期 望 E(hi | .ZF4_1) (k > 1) 时 才 需 要 . 这 样 一 来 , 自然 会 有 
在 更 一 般 的 仅仅 是 条 件数 学 期 望 E(h | Fri) 可 定义 、 且 有 限 (P-a.s.) 的 情形 下 , 来 
运用 分 解 (2) 的 想法 ; 这 种 情形 一 般 来 说 不 满足 条 件 Elhx| < oc. 

出 于 这 一 目标 , 我 们 回忆 起 , 如 果 Ejer] < oo, 那么 条 件数 学 期 望 E(hx | Fa) 
按照 Kolmogorov 的 定义 是 这 样 的 一 个 .多 %_1- 可 测 随 机 变量 , 它 对 于 任何 A € Fpi 
满足 条 件 

J Etal Zi Wap = f nae. (13) 
A A 


这 时 , 这 样 的 随机 变量 的 存在 是 由 Radon-Nikodym 定理 得 到 的 . 参见 例如 [439; 第 
II 章 , $7]. 

然而 , 我 们 察觉 , 假定 Elhx| < ce 对 于 满足 (13) 的 多 -可 测 随机 变量 E(hx | 1) 
的 存在 并 非 是 完全 必要 的 . 例如 , 当 hj > 0 (P-a.s.) 时 , 这 个 量 就 可 确定 , 而 并 不 要 
3K EA, < oo. 

由 此 就 产生 用 下 列 方式 来 定义 广义 条 件数 学 期 望 的 想法 ; 这 种 广义 条 件数 学 期 
望 仍然 表示 为 E(hx | Z1). 
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把 hy 表示 为 下 列 形式 


hk = hy — hy, 


其 中 


hl = max(hk, 0), hr = — min(hg, 0). 


我 们 将 假定 存在 这 样 的 版 本 Ehi | Frw) 和 Elh; | Fe-1)(w), 使 得 对 于 所 有 we 
9 有 


min(E(hg |. i) (w), E(hy | Fk 1)(w)} < oo. (14) 
于 是 由 定义 , RNS 
E(A | Fr—1)(w) = E(h} | Fe—-1)(w) — E(hy | Fe—1)(w), (15) 


并 称 E(h |. a4) 为 广义 条 件数 学 期 望 . 

如 果 Elpx| < oo, 那么 广义 条 件数 学 期 望 显然 重合 于 通常 的 条 件数 学 期 望 . 

在 Elbi | Frw) < oo ( e 2) 的 情形 下 ， 性 质 (14) 显然 满足 ， 而 
E(hx | Friu) 不 仅 有 定义 ,并且 对 于 所 有 v € 8 是 有 限 的 ， 在 这 种 情形 下 , 我 
们 说 , 广义 条 件数 学 期 望 E(h4 |.) 有 定义 , HAR. 

ik. 依照 概率 论 的 一 般 精 宰 , 所 考察 的 满足 这 样 那样 的 性 质 照例 不 是 “对 于 每 
个 we OQ” 成 立 , 而 是 仅仅 “对 于 几乎 所 有 的 we OP 成 立 ; 上面 给 出 的 广义 条 件数 
学 期 望 容易 改写 为 “对 于 几乎 所 有 的 ve Y 的 文本 , 它 只 需要 在 性 质 (14) 不 成 立 
的 零 概 率 集 合 上 用 任意 方式 再 定义 E(hx | Fei) (o). 

现在 转向 表示 式 (2)，(2) 的 右 端 明显 有 定义 , 只 要 E(|hx| [4 1) < 00, k z 1 
(对 于 所 有 w € 9 或 对 于 几乎 所 有 o ce O). 在 这 种 情形 下 , 我 们 将 说 , (2) 是 序列 
H = (Hn)n>1 的 广义 Doob 分 解 . 

5. 还 余下 (“通常 的 ”或 广义 的 ) 条 件数 学 期 望 E(fh |.) 没有 定义 的 情形 下 
的 对 应 分 解 (或 者 正如 以 后 所 说 的 表示 ). 

在 这 种 情形 下 , 例如 可 以 如 下 面 那样 来 做 . 

把 量 hy 表示 为 下 列 形式 : 


hy = Ag] (|Ae| < a) + hyT((he| > a), 


其 中 a 是 某 个 常数 ; 通常 假定 a = 1. 
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量 hel (\ha| < a) 已 经 有 绝对 一 阶 矩 , 因而 | 


His) = 5 hel (|he| < a) 


1<k<n 


= M E(hel(|he| < a) | Fr) 


1<k<n 
+ JO pug(hg| < a) — E(hgl({hal < a) | Fr-1)] 
1<k<n 


(= AIS? + MIS”). (16) 


这 样 一 来 ， 
Hy = AG? + M{S YT hull > a), (17) 


1<k<n 


其 中 (AS Jagi 是 可 料 序列 ， (MS \ns1 是 靳 ,而 ( 2 hel (lhe| >a} 是 
1gk<n 


“大 ”跳跃 序列 . "t 
依照 “随机 过 程 一 般 理论 * 中 所 采取 的 术语 (参见 第 三 章 中 的 第 5 节 和 [250; 第 
I 38, 84c]), 表示 式 (17) 将 称 为 HRM A. 
注意 , 如 果 除 了 (16) 以 外 , 还 有 H 的 另 一 个 表示 形式 


Hy = A, + Mp MS heT(lhsl a), (18) 
1&k&n 
其 中 (AL) 是 可 料 序列 以 及 (M7) 是 蒜 , 那么 必定 有 A, = ASS?) M} = MEP. 
换 句 话说 , 形 为 (18) 的 表示 式 是 唯一 的 , 且 重 合 于 (17); 这 就 说 明了 为 什么 这 个 
表示 式 称 为 典 则 表示 . 


Sic. 局 部 著 , BRIER, J x ER 


1. 在 上 面 引入 的 序列 H = (Hn) 的 基于 Doob 分 解 (5) 及 其 推广 的 分 析 中 ,“ 闭 
性 ”和 “可 料 性 ” 这 两 个 概念 起 着 关键 作用 , 它们 相应 地 表现 为 H = (Hr) 的 表示 中 
HP M = (Mn) 和 可 料 序 列 A = (An). 

这 也 决定 了 今后 引进 的 随机 分 析 经 常 称 为 “ 蒜 演 算 ” 或 者 “随机 演算 ”; 这 种 分 
析 是 在 渗透 概率 空间 中 进行 的 , 它 与 (通常 的 ) 概率 空间 的 不 同 在 于 配备 了 特殊 结构 ， 
即 o- 代 数 流 (Fn). 也 就 是 说 , RA AE (Fa) 这 种 结构 , 就 能 联系 诸如 停 时 、 蒜 、 
APRE, FE, EA FRETS. 

在 现代 的 随机 演算 中 , 最 重要 的 大 概 不 是 蒜 的 概念 , 而 是 局 部 蒜 的 概念 . SLATE 
目的 是 这 样 的 情况 : 尽管 局 部 著 类 比 鞭 类 更 广 , 它 还 是 保留 了 后 者 的 许多 重要 性 质 . 
我 们 给 出 一 系列 定义 . 
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Ww (Q, F, (Fn) P) (n 2 0) 是 随机 基底 , 即 带 离散 时 间 的 渗透 概率 空间 . 


定义 1. 给 定 在 随机 基底 上 的 随机 变量 序列 X = (Xn) PRAM IO, 是 指 对 
于 每 个 n> 0, 量 X 为 Fa PTW. 


为 了 强调 这 一 可 测 性 性 质 , 随机 序列 记 为 这 样 的 形式 : X = (Xn, Fa), 即 , 把 随 
机 变量 X 其 上 可 测 的 o- 代 数 Fn 也 包括 在 记号 内 . 


定义 2. 随机 序列 
X= (Xn, Fa)nzo 


$, 
L4, 
FR, 
是 指 E|X4| < oo 对 每 个 n> 0 成 立 , 且 对 于 所 有 n > 1, 相应 地 有 (P-a.s.) 


E(X, | 45-1) = Xn-1 
E(X, | Fn—1) < Xn-1; 
E(Xn | Fn—1) 2 Xn-ı. 


很 明显 , ITAK, 数学 期 望 EX, = Const (= EXo), XI Esos, 它们 不 
增 (EX, < EXn-1), XIF FRE, 它们 不 减 (EX > EXn-1). 

RIZ BUT Ie “Lévy So X = (X4), 其 中 Xn = E(E| Fn), 而 上 是 多 -可 测 随 
机 变量 , H. El£| < oo. 

这 个 靳 是 一 致 可 积 的 , 即 随机 变量 族 (XS) 一 致 可 积 : 


sup E(|Xn|I({Xn| > C)) 一 0， C 一 ov. 


以 后 我 们 将 以 Au 表示 所 有 一 致 可 积 款 的 类 (UI 来 自 Uniformly Integrable). 
所 有 对 的 类 将 表示 为 M. 

在 所 考察 的 款 仅 对 于 m” <N < oo 来 定义 时 , RAMBO PROS EAE 
AW (4 = M1.) 

如 果 有 时 需要 强调 是 关于 哪个 测度 P 和 哪个 流 (Fin) 来 考察 “BRE? PENT, BBA 
对 于 Mor 和 ur 还 运用 记号 or (P, (Fn)) 和 EQ, (Fn)). 

@ 这 里 的 “随机 序列 ”是 stochastic sequence 的 中 译 , 它 要 求 Xn 为 多 -可 测 . 这 是 本 书 作者 的 
术语 习惯 . 在 其 他 的 有 关 文 献 中 (例如 , [110], [266]), 对 这 里 所 说 的 “随机 序列 ” 常 称 为 “适应 序列 
(adapted sequence)". 在 中 文中 , “随机 序列 ” 常 被 理解 为 一 般 的 随机 变量 所 形成 的 序列 . 读者 应 对 
此 引起 注意 . 一 一 译 者 注 
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定义 3. 我 们 称 满足 Elz,| < oo 的 随机 序列 x = (zx4,-,.)u2i WHA, 是 指 
(Fo = {2 0)) 
E(tn|An—1) =O (P-as.), n zl. 


很 明显 ， 对 于 这 样 的 序列 z = (tn), 对 应 的 “< 和” 序列 X= (Xn, Fn), Xn 一 Xo+ 
In = AXn, HPX F n 21, AX, = Xn — Xn-1, WF n = 0, AXo = Xo. 


定义 4. 我 们 称 随机 序列 X = (Xn, Fn) 为 局 部 蒜 (FH, LA), 是 指 可 求 得 这 
FÉ (局 部 化 ) Markov 时 刻 序列 (Te)e>i (Bl, {w: Tr <n} € Fn, n 2 0; 也 参见 以 后 在 
Sif 中 的 定义 1), 使 得 六 < rà (P-a.s.), Te — oo, 并 且 每 个 “停止 ”序列 


XT = (Xr Ans Fn) 


是 蒜 C PER, ERR). 


注 1. dE DERE Sr, 经 常 还 要 求 序 列 XT 对 于 每 个 大 > 1 不 仅 是 靳 ,并且 
还 是 一 致 可 积 款 (参见 例如 , [250]). 

还 要 注意 的 是 , 有 时 还 要 考察 “初始 ”随机 变量 Xo 不 可 积 的 序列 X = (Xn, Fn); 
这 时 , 停止 序列 Xm 的 定义 略 有 不 则 : 


X™ = (XAnT(re > 0), Fn). 


对 于 局 部 款 类 运用 记号 Moe 或 Moc(P, (Fn)). 
由 定义 4 可 得 , dj SS DER, 从 而 ， 


M C Moc. 
如 果 X € Moc, 并 且 随 机 变量 族 
E= {X;:7 是 有 限 停 时 } 


一 致 可 积 (m Pup. E{|X,|I(|X,| 2 C)) — 0, Ca). 那么 X ER (X € A), 并 


且 还 是 Lévy Wh: 存在 可 积 多 -可 测 随机 变量 Xo, 使 得 X, = E(X。 | Fn) 尤其 是 ， 
在 这 种 情形 下 , X € Mor. (详情 参见 [250; 第 1 Æ §1e] 或 [439; 第 VII 章 $4.) 


定义 5. 我 们 称 随机 序列 X = (Xn, Fn)nz0 HET SR (FBR, EHR), 是 指 E[Xo| < 
oo, 对 于 每 个 n> 1 广义 条 件数 学 期 望 E(X | Fn-1) 有 定义 , 且 满 足 条 件 


E(Xn|Fn1)=Xn-1  (P-as.) 


(相应 地 ， 满足 条 件 E(X,, | S, 1) 之 Xn-1; E(X, | Fn—1) < Xa). 
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ik 2. 由 广义 数学 期 望 E(X.|.2,.,) 的 定义 (参见 sib) Al “Bey Sak 
E(X,].2, 1) = Xn-1 自动 得 到 E(|X| ]-2, 1) < oo (P-a.s.)， 换 句 话 说 , 条 件数 
学 期 望 ELX 1.2, 4) 不 仅 有 定义 , 并 且 还 是 有 限 的 . 这 样 一 来 , 在 定义 5 中 立即 可 
假定 E(|Xa| | Fa-1) < oo (P-as.), n > 0. 
对 于 每 个 n > 1, 广义 条 件数 学 期 望 Elz | Fn-1) 有 定义 , 并 且 满 足 条 件 
E(xn | .Fn_1)=0 (P-a.s.) 


(相应 地 , 满足 条 件 E(æn | Fn—1) > 0, E(an | Fn—1) < 0 (P-as.)). 

it 3. 正如 在 上 一 注 中 那样 , 在 广义 蒜 差 的 定义 中 , 可 立即 要 求 满足 条 件 

E(lzn| | 多 1) < co (P-as.), n21. 

定义 T. i M = (Mn, Fn) 是 随机 序列 ， Y= (Yn, Fn-1) 为 可 料 序列 (Yn W 
Fai- TW, n> 1, 而 Yo A Fo 可 测 ). 

随机 序列 

Y-M=((Y-M)n,Fn) 

称 为 M 借助 于 Y 的 变换 , 这 里 


(Y - M), = Yo -Mo + M Y¥,AMg,. 
1gkgn 


如 果 与 此 同时 M 是 闭 , 那么 X = Y-M 称 为 AR M 借助 于 (可 料 ) 序列 Y 的 ) X 
变换 . 
下 列 定理 是 在 离散 时 间 情 形 下 建立 了 定义 4 5 和 7 中 所 引入 的 对 象 之 间 的 血 
定理 . 设 X = (Xn; Fr )nzo 是 随机 序列 ， ElXol < oo. 下 列 条 件 是 等 价 的 : 
(a) X X EHE (GA X € Moc); 
(b) X APUA (GA X € GM); 
(c) X XR ER. GA X € AT), FF X 2Y M 对 于 某 个 可 料 序 列 Y = (Yn, Fn-1) 
Fost BM = (Mn, Fn) RÈ. 
证 明 . (c) 僵 (a). 2X c LT, A 
Xn = Xo + X YkAMhr, (1) 
k=1 


Rrp Y 是 可 料 序列 , 而 M ER SUR [Yu < C, k > 1, 那么 X TRER. 
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在 相反 的 情形 下 ,假定 y = inffn 一 1: [Ya] > 从， 由 于 Y 为 多 1- 可 测 ， 
故 c; 是 停 时 , 7) 1 00, j 一 oo, 并且“ 停止” 序列 x7 仍然 有 形式 (1), 且 带 限制 
YP = Yel{k < vj). 因此 , X € Moc. 

(a)>(b). BEX € Moc, (tr) 是 它 的 局 部 化 序列 ， 于 是 EIX74| < oo 以 及 
E(\Xn4il | Fn) = E( Ral | Fn) 在 集合 {nk > n) € Fa 上 成 立 , 因此 , E(XSaa | | Fn) 
< oo (P-a.s.). 


在 这 同样 的 集合 {m > n) 上 , 类 似 地 有 
E(Xn+i | Fn) = ECX | Fn) = Xr = Xa. 
从 而 , X e GM. 
(b)>(c). t X e Gur. S 
An(k) = {w: E(|Xn+1] | Fn) € [k, k + 1)). 


于 是 


us = X (kt 1) PAXSA, i(k) 
kz0 


为 多 -可 测 可 积 随机 变量 , EL Efun | Fai) = 0. 因此 , M, = 2 us JER (4 Mo = 0) 
以 及 (1) MF Y = (Yn) 满足 , 其 中 


Y, = X (k + 1?IA, Ck). 
k20 


这 样 一 来 , X € AT. 


2. 局 部 靳 、 拷 变换 和 广义 靳 概念 在 金融 数学 中 的 重要 性 将 在 第 五 章 中 充分 阐 
yR. 这 些 概 念 也 在 随机 分 析 中 起 着 重要 作用 ; 对 此 例如 可 通过 下 列 方式 来 证 实 . 

ix X = (Xn, Fn)nz0 是 带 局 部 化 序列 (7%) 的 局 部 下 款 , 其 中 n > 0 (P-as.). 于 
是 对 于 每 个 k, X = (Xnr Fn) 有 下 列 分 解 : 


Xnar = Ae) + Mf», 


其 中 (AW) nso 是 可 料 序列 , (ME) noo Rh. 
由 这 一 ( 带 可 料 序列 (44),,yo 的 ) 分 解 的 唯一 性 , 不 难 导 得 


AUKED = AT), 
对 于 n <m, S An = AG”, 我们 看 到 , (Xn 一 4)nzo 是 局 部 款 , 因为 “停止 ”序列 


(Xf) — AP) 50 
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Fem. 
这 样 , de X = (Xn, Fn)nvo 是 局 部 下 蒜 ， 那么 


Xn =AntMn, — n20, (2) 


其 中 A= (An) 是 可 料 序 列 , Ao = 0, 而 M = (Ma) XE RR. 
应 该 注意 , 在 这 一 情形 下 , 序列 A = (An) 递增 (确切 地 说 , 不 减 ); 这 是 因为 对 于 
AC? 有 下 列 显 式 : 
AC?) = V7 E(AX;| Fi), 
iXnA^TK 
mh FARPEIR, E(AX; |.Z; i) > 0. 
还 要 注意 , 带 可 料 序列 A = (An) 的 形 为 (2) 的 分 解 是 唯一 的 . 


定义 8。 如 果 随 机 序列 X = (Xn, Fa) 有 形 为 Xn = An + Mn 的 表示 , 其 中 
A = (An, Fn—1) 是 可 料 序列 , M = (Mn, Fn) 是 局 部 蒜 , 那么 我 们 说 , X 有 广义 Dood 
分 解 , 而 序列 4 是 序列 X 的 补偿 量 (或 者 可 料 补 偿 量 , 或 者 对 偶 可 料 射影 )， 

(术语 “补偿 量 ” 说 明 , A 是 对 X 的 局 部 靳 部 分 所 作 的 补偿 .) 


3. 作为 结束 , 我 们 引进 一 个 简单 而 有 益 的 来 自 [251] 的 结果 , 它 给 出 了 局 部 蒜 实 
际 上 是 (简单 ) BRAS TESTE. 


引 理 . 1) iX X = (Xn, Fn)nz0 是 带 E|Xo| < oo 的 局 部 蒜 , 或 者 满足 
EX, « oo, n 20, (3) 


或 者 满足 
EX; < oo, n 2 0, (4) 
ARA X = (Xn, Fn)nzo HER. 
2) ik X = (Xn, 儿 jos<ngN FBR, N < oo, E|Xo| < oo, 并 且 或 者 EXy < 
co， 或 者 EXN < co. MARTHA n <N & (3) 和 (4) BR, HH X = 
(Xn, Fnroxn<n X. 


WEBB. 1) 我 们 指出 , 由 条 件 (3) 或 (4) 中 的 任何 一 个 满足 都 可 导出 另 一 个 也 满 
E, 也 就 是 说 , E|X,| < co, n 2 0. 
事实 上 , 如 果 比 如 (3) 满足 , 那么 根据 Fatou 引 理 [439; 第 IT 章 , 86] 


EX; = E lim Xi... < limEX,, 
k k 


NATE 


= lim[E X, A7, TEX, 
k 


n^n] 


= EXo + limEX,,,, < EXo| + ^ EX; < oc. 
k 


NATE 一 
i=0 


因此 , E[X,| < oo, n 2 0. 
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另 一 方面 , 由 于 |Xaspanl S bi |x;j, Hn E Xx |Xi| < oo, 故 根 据 Lebesgue 
控制 收敛 定理 [439; 第 II 章 , 86 和 7. 在 关系 式 


E(X c, Ani (te > 0)| Fn) = Xrean 


中 对 一 oo 求 极限 , 结果 得 到 E(Xn+i | Fn) = Xn, n > 0. 

2) 我 们 察觉 , 如 果 EXD < oo, 那么 这 时 也 有 EX < co,m < N. FEE, 由 于 局 
ARBRE BR, 那么 , 这 就 是 说 , Xn = E(Xny1| Fn), 由 此 得 到 X < EGG | Fn), 
因而 也 有 EX, < EX,,, < EXy 对 于 所 有 n < N 一 1 成立. 

这 样 , 由 1) 得 到 , X = (Xn, Zn)ocng<N p: 

EX < oo IDE RTI GIG. 

引 理 得 证 . 


推论 . 每 个 下 有 界 (inf, Xn(w) 2 C > —oo, P-a.s.) 或 上 有 界 (sup, Xn(w) SC < 
co, P-a.s.) 89,5 SR X = (Xn)nz0 HR. 


4. 有 意思 的 是 把 已 证 明 的 引 理 的 断言 与 对 于 连续 时 间 情 形 下 的 相应 结果 相 比 
较 . 

如 果 (Q, F, (Fi)iz0, P) 是 带 不 减 c- 代 数 族 (Fejzo (Fs C 4 CF, 8 <t) Ke 
透 概率 空间 , 那么 随机 过 程 X = (Xi)izo PRA (LRA TFA), 是 指 Xi 为 -可 测 ， 
E| X] < oo, t20, H E(X, | Fs) = X, (E(X: | Fa) EX, 或 E(X, | Fs) > Xa), sst. 

过 程 X = (Xi)zzo 称 为 局 部 款 , 是 指 可 求 得 不 减 的 停 时 序列 (0x), Te 1 oo (P- 
a.s.), 使 得 对 每 个 k, XT = (Xtand (te > 0), Fi) 所 形成 的 “停止 ” 过程 是 一 致 可 积 
B. 

与 基于 应 用 Fatou 引 理 和 Lebesgue 控制 收敛 定理 [439; 第 II 3€, 86 和 7] 来 证 
明 引 理 一 样 的 讨论 , 使 得 我 们 能 证 明 下 列 断 言 成 立 . 


L 每 个 满足 
E sup X, < oo, t 之 0， 
sst 
HJERPE X = (Xs)tzo ELR. 
IL 每 个 满足 
E sup|X,| < oo, t 20, 
sst 
的 局 部 著 X = (Xi)iso ER. 
III. 每 个 满足 中 


E sup |X;| < oo, 
s«oo 


的 局 部 款 X = (Xo FETT ARR. 
中 原文 中 下 式 多 了 一 项 «Bo. 一 一 译 者 注 
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这 里 有 益 的 是 要 注意 到 , 在 离散 情形 下 , 由 EXZ «oo, n < N, 可 得 出 E max X, 
< oo. 在 连续 情形 下 , 由 EX; < oo t < T, 一 般 来 说 , 不 能 得 到 E sup X7 < oo. 这 


一 情况 在 本 质 上 也 是 上 述 引 理 中 的 结果 不 能 自动 转换 到 连续 时 间 情形 的 主要 原 W. 
还 要 注意 到 , 在 断言 F, AARRE EE HER” 上 拷 , BU, CDER. 
下 面 是 一 个 众所周知 的 例子 . 


例 . i B = (B1, B2, BP) o 是 三 维 布朗 运动 ， 


Ry = BI? + (BP + (B})?, Ro = (BA)? + (BB)? + (BB)? = 1 


已 知 , 这 一 所 谓 三 阶 Bessel st 4% 有 随机 微分 





dR; = Š t dbe Ro = 1, 


其 中 8 = (Bi)tzo 是 某 个 标准 布朗 运动 (参见 第 三 章 83a, 以 及 例如 , [402]). 
根据 It6 公式 (参见 第 三 章 83d, 也 参见 [250], (402]) 


af (Ri) = f'(Ri)dR, + 5 f" (Q)dt 


对 于 这 里 的 f(R,) = 1/R 运用 它 是 合理 的 , 因为 对 于 有 Ro = 1 的 三 维 Bessel WH 
RR 来 说 , 零 值 是 不 可 达 的 ; 由 此 我 们 求 得 








或 者 写成 积分 形式 
1 q [Bs 
Ro o Ri 
dhs ap H> 
随机 积分 ( f m) 是 局 部 蒜 (参见 [402]), 也 就 是 说 , 有 Xo = 1, X = 工 
0 t20 


的 过 程 X = (Xi)izo RUE RR, MTER. 
事实 上 , 由 布朗 运动 B^, B?, B? 的 自 相似 性 (也 参见 以 后 的 第 三 章 中 的 83a) 可 


4H 
E 


1 
USC Ti+ Uh C BY? + (BP BR)? + (BF Bp 
1 
= E= 
vA +t + 6 + &) 
其 中 &, i = 1,2,3, 是 独立 标准 正 态 分 布 随机 变量 , 6; ~ (0, 1). 
在 “ 靳 ”的 情形 下 , 数学 期 望 EX, 必定 是 常数 . 








19, t -> oo, 
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8$1d. 高 斯 模型 和 条 件 高 斯 模型 


l. 有 效 市 场 概 念 基于 (规范 ) 价格 的 著 假 设 , 这 使 得 在 把 价格 演变 的 动态 变化 
看 作 其 分 布 有 确定 性 质 的 随机 序列 或 随机 过 程 的 研究 中 , 团 的 概念 成 为 基本 概念 之 
一 . 然而 , 在 进行 具体 计算 时 , 仅仅 知道 “分布 的 款 性 ”是 远 远 不 够 的 , 必须 要 有 这 些 
分 布 的 更 为 “精细 ”的 结构 ; 而 为 得 到 这 种 结构 人 们 必须 细致 地 考察 各 种 各 样 的 概 
率 统计 模型 , 以 使 得 由 此 得 到 的 分 布 性 质 更 好 地 与 根据 统计 数据 构造 的 经 验 分 布 性 
质 相 协 调 . 本 章 后 面 的 所 有 内 容 在 实质 上 都 正 是 为 了 达到 这 一 目的 ; 其 中 提出 各 种 
模型 可 用 来 解释 在 分 析 “ 统 计 原 料 ”( 特 别 是 由 金融 时 间 序 列 所 形成 的 “统计 原料 ”) 
时 所 显示 的 这 样 那样 的 性 质 . 

对 随机 变量 hi,- ,hn 的 分 布 Law(hi,--- ,hn) 作 高 斯 性 假定 , 从 理论 分 析 的 视 
角 和 从 发 展 成 熟 的 “ 正 态 分 布 统计 ”的 视角 来 看 ,当然 是 最 吸引 人 的 . 但 是 , 正如 上 
面 所 注意 到 , 已 经 证 实 (并 且 确 认 ), 许多 金融 时 间 序 列 数据 的 统计 处 理 指 出 , 高 斯 性 
假定 并 非 总 是 适当 地 反映 价格 性 态 的 真实 图 景 . 

如 果 试图 寻求 序列 h = (An)n<i 的 无 条 件 分 布 Law(hi,-.- ,hn) 的 高 斯 性 假定 
的 替代 物 , 那么 考虑 通过 引进 条 件数 学 期 望 Ehn | Fn—1) 来 决定 的 “Doob 分 解 "的 
形式 , 完全 自然 的 是 提出 这 样 的 想法 : 假设 不 是 无 条 件 概率 分 布 , 而 是 条 件 概率 分 布 
Law(hn, Fn—1) 是 高 斯 分 布 : 


Law(hn | Fn—1) = N (un, 05); (1) 


其 中 ns = pw) Al o2 = 02 (w) 是 某 些 多 1- 可 测 随 机 变量 .? 
确切 地 说 , (1) 意味 着 (正则 ) RFD Phn <2|Fn-1) 由 下 式 给 定 (对 于 所 有 
zERMwenN) 


(yn (0)? 
P(hn € Z| Fn-1)(w) = VEGA. dy. 


1 e 
V27G2 三 e 
由 这 个 条 件 分 布 的 正则 性 得 出 (参见 [439; 第 TII 3€ 87]), E(h | Fn—1)(w) 可 用 通 
常 的 积分 来 求 得 (对 于 每 个 固定 的 v € 9): 


E(ha | Fn—1)(w) = n ^ adP(h, < £| Fn-1)(w), 
而 在 所 考察 的 情形 下 , 导 得 公式 


E(hn | Fn-1) = Hn. (2) 





避免 讨论 要 求 专门 解释 的 平凡 情形 , 我 们 将 在 以 后 处 处 假定 对 于 所 有 ”和 w, 量 on (w) 7: 0. 
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类 似 地 有 
D(ha | Fn—1) = 0%. (3) 


BOER, “BRO un 和 o2 有 简单 的 “传统 ”意义 : (条 件 ) 分 布 Law(hn | 4,3) 
的 条 件 均值 和 条 件 方差 . 

分 布 Law(hn) 本 身 因 而 也 是 条 件 高 斯 分 布 Law(j | Fra) XT pn 和 o 的 
分 布 的 平均 而 得 的 提升 (或 混合 ). 

注意 , 由 带 有 “随机 ”参数 jy = p(w), o = ow) 的 正 态 分 布 XA (uo?) 的 “提升 ” 
是 非常 广 的 , 这 种 分 布 的 各 种 特殊 情形 我 们 将 在 以 后 多 次 遇 到 . 

除了 联系 序列 h= (hn) 以 外 , 还 可 独立 引入 .多 -可 测 随机 变量 的 “标准 ”条 件 
高 斯 序列 E= (En)n<1; 使 得 


Law(én|-¥n—1) = %(0,1), HP 2 = {o,Q}. 


很 明显 , 这 个 序列 是 针 差 , 因为 Elen | Fn) = 0. 尤其 是 , 这 将 是 有 标准 正 态 分 布 
A (0, 1) 的 独立 随机 变量 序列 , 因为 


Law(es|£1;--- ,£n—1) = A (0, 1). 


由 上 而 作出 的 假定 cu(w) £0 (n 2 1, we), AX en = (hn — u)/o«. 所 确定 的 
E en (n 2 1) 形成 标准 高 斯 序列 . 因此 , 可 以 认为 , 所 考察 的 (关于 流 (Fa) 和 概率 P 
的 ) 条 件 高 斯 序列 可 表示 为 


hn = Hn 十 OnEn, (4) 


其 中 e = (en) 是 有 标准 正 态 分 布 .Y(0,1) 的 独立 .多 ,- 可 测 随机 变量 序列 . (关于 序列 
h = (ha)azi 在 一 般 情 形 ( 即 当 on 可 能 为 零 的 情形 ) 下 的 表示 , 参见 [303; 第 13 章 
§1].) 

很 明显 , 序列 h = (hy), 也 就 是 S = (Sa) 其 概率 性 质 的 更 细致 的 研究 依赖 于 量 
Ln 和 o2 的 具体 结构 . 在 下 面 提出 的 模型 中 要 做 的 也 正 是 这 一 点 . 

我 们 察觉 , 从 序列 h = (hn) 的 分 布 的 视角 来 看 , 并 且 指 望 它 有 独立 的 条 件 高 斯 
TE, 合适 的 是 在 下 列 框架 中 来 讨论 这 一 性 质 . 设 (An) 是 (Fn) 的 子 渗透 , BIG, C Fn, 
Gr C 9,44; PA, €, = Fn-1. 

假定 ， Law(hn |G.) = N (Un, 02), Un = E(ha |G), c2 = D(ha | €). 在 这 一 情形 
F, 分 布 Law(hn) 也 是 高 斯 分 布 的 混合 . 

现在 我 们 转向 某 个 具体 的 (线性 和 非 线 性 ) 高 斯 和 条 件 高 斯 模型 , 其 中 对 于 mm>1 
规定 值 un, on, 以 及 还 必须 对 于 天 和 给 定 初始 条 件 (… ha, ho) 和 (:… ,e-_1,e0). 


2. p 阶 自 回归 模型 AR(p). 在 这 一 模型 中 , 假定 


Fn 一 a(s1 ,En) (5) 
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以 及 
Bin = 00 + G1 1 十 … 十 QpPhn cp, (6) 
On =o = Const (o > 0). (7) 
这 样 一 来 , 这 里 有 
hn = Hn + OnEn = Qo + Gifs 1 十 … 十 Cpphnp 十 Gen， 


序列 天 = (hn)nz1 PRA p 阶 自 回 归 模 型 (AutoRegressive model), 为 定义 它 要 求 
给 定 初 值 hi_,,… ,ho. 如 果 这 些 值 是 常数 , 那么 序列 (h,)%>1 将 不 仅 是 条 件 高 斯 序 
列 , 并 且 也 是 (简单 ) 高 斯 序列 . 在 82b 中 , 我 们 将 对 一 阶 (p = 1) 自 回归 模型 的 性 质 
进行 更 详细 的 考察 . 

3. 移动 平均 模型 MA(q). 在 这 个 模型 (缩写 为 M4, 意味 着 “Moving Average") 
给 定 初 值 (614, 1 €-1,€0), 并 假定 


jn 一 po 十 bisn-1 十 bosn 2 十 … 十 bocn ao， 


On =o = Const. 


(8) 


因此 ， 
An = bo + biEn-1 + b2En—2 十 -… 十 bgEn—q + OEn- (9) 


4, 自 回归 移动 平均 模型 ARMA(p, q)- 假定 Fn = ol(el, ,En), 给 定 初 值 条 件 
(€1-q; UU ,£-1,€0) (hi-p, er) ha, ho), 并 认为 


Hn = (ao 十 Qihn-1 十 … 十 aphn_p) 
十 (b1En—1 + b2En—2 Tec bgEn—q); (10) 


on =o = Const. 


这 种 (p,q) 阶 类 型 的 模型 记 为 4RM4(p,g) (AutoRegressive Moving Average), 并 
PRA (p,q) 阶 自 回归 移动 平均 模型 ; 如 果 


hn = (ao +aihn-i + + aphn_p) 
+ (biEn-1 + b2En—2 +`- + bgEn-q) + 0En, (11) 


这 个 模型 就 被 实现 

所 有 这 三 个 模型 , 4R(p), MA(q) 和 ARMA(p,q) 都 是 线性 高 斯 模型 (如 果 “ 初 值 
条 件 比 如 是 常数 ). 

现在 我 们 转向 某 些 有 意义 的 条 件 高 斯 模型 , 与 上 面 不 同 的 是 , 它们 是 非 线性 的 
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5. 自 回归 条 件 异 方差 模型 4RCH(p). 再 次 假定 , 序列 e= (ennai 是 (唯一 的 ) 
随机 源 ,多 = o(€1,--- En) 


Hn = E(hn | Fn-1) = 0, (12) 


p 
o2 = E(h2 |.£, 1) = ao + 》 aih i (13) 
i=1 
其 中 ao > 0, a; > 0,4 =1,---,p, Fo = (9,0), UR hs,… ho 是 给 定 的 初始 常 
数 . 
换 句 话说, 条件 方差 o2 是 值 及 a, h2 p 的 函数 
这 个 模型 , 正如 已 经 在 第 一 章 82e 中 所 注意 到 , 是 1982 Æ R. F. Engle [140] 所 
提出 的 , 它 称 为 4RCE(p) (AutoRegressive Conditional Heteroskedastic model, 自 回 
归 条 件 异 方差 模型 ); 这 种 模型 用 来 解释 金融 时 间 序 列 的 许多 非 平凡 性 质 (例如 , 量 
Tin 的 值 的 聚集 性 ) 非常 合适 . 
An = OnEn, n 21, (14) 
其 中 e = (en) 是 独立 正 态 分 布 随机 变量 序列 . en ~ N (0,1), 而 o2 由 公式 (13) 来 确 
定 . 
如 果 我 们 以 
ln = ao + aihn- ob eh s (15) 


取代 (12), 而 o2 满足 条 件 (13), 那么 (4) 取 下 列 形式 : 
hn = ao a3ha i d arhn-r + Onén- (16) 
这 些 模型 有 时 记 作 AR(r)/ARCH(p). 
令 (认为 Eh2 < co) 
Vn = h? — o2, (17) 
那么 由 (13), 


p 
h? = og 十 Y aih? + Un, (18) 
i=l 
其 中 
E(v, |.£, 1) = E(h? | F,_1) — o2 = 0, 


Bl, 序列 v = (v) FERRE. 


这 样 一 来 , ARCH (p) 模型 可 看 作 序 列 (h2) TP RA IRE” v = (n) 的 自 回归 
模型 4R(p). 
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6. 广义 自 回归 异 方差 模型 C4RCE(p,q). ARCH (p) 模型 应 用 的 成 功 导致 它 的 
各 种 推广 、 细 化 、 修 正 等 等 的 出 现 . 
下 面 介绍 的 G4RCH (p,q) (Generalized ARCH, 广义 自 回归 条 件 异 方差 模型 ) 由 
T. Bollerslev [48] 于 1986 年 引入 ; 它 是 诸如 此 类 的 推广 之 一 . 
与 前 面 一 样 , 认为 
Hn = E(hy | S1) = 0, 


取代 (13), 我 们 将 假定 


c2 一 E(h2 | Fine 1) = ag + 339 十 Y Bo, (19) 
i=1 j=l 
其 中 ao > 0, 0;, 8; 2 0, 并 且 为 了 简单 起 见 , “初始 ”条 件 (h1_p,… , ho) 和 (ed qe. 
cQ) 可 认为 是 常数 . 
GARCH (p,q) 模型 就 是 序列 h = (An), 
Rn = OnEn, (20) 
其 中 (ei1,e2,… ,) 是 独立 同 分布 XY (0,1) 随机 变量 序列 , 而 o2 满足 关系 式 (19). 
我 们 将 记 ， 
o(L)h; ., = >》 ahi, (21) 
i=l 


其 中 工 是 位 移 算 子 (Lih2_ = lS 3 参见 后 面 82a 中 的 第 2 点 ), 以 及 


B(L)e 1 = 》 boy. (22) 


j=l 
在 这 样 的 记号 下 ， 

on = ao + a(D)h2 -i + B(L)o2 s 
如 果 与 上 面 一 样 , 令 v, = h2 — 02, 那么 我 们 得 到 


h? = vn + 02% = vn + œo + a(L)h2_; 二 BTEC — wa) 
= ao + (a(L) + B(L))h2, 4 — 8(D)va-1 + Vn. 
换 句 话说 ， 
hi, = ao + (a(L) + B(D))ho + vs — B(D)vs a (23) 
这 样 一 来 , GARCH (p, q) 模型 可 看 作 自 回归 移动 平均 模型 ARMA(max(p, 9), 9), 
其 中 序列 (52) HARA IME” (vp). 
尤其 是 , 对 于 


2 2 
hn = OnEn， 0, = Ag + aihh 
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的 模型 4RCH(1), S v, = R? — o2, 我 们 求 得 
h2 = ao 十 aih 十 Vn, 


其 中 “噪声 ”(w,,) ERRE. 

ARCH 模型 和 GARCH 模型 的 各 种 推广 (诸如 EGARCH, AGARCH, STARCH, 
NARCH, MARCH, HARCH, 等 等 ) 最 终 都 联系 着 量 o2 = E(h? | Fn-1) 作为 关于 
CARR Fn—1 = cl(s ,en-1) 的 可 测 函 数 的 这 样 那样 的 规定 . 

7， 随 机 波动 率 模型 . 在 所 有 上 述 模型 中 , 随机 源 只 有 一 个 . 它 是 通过 独立 高 斯 
随机 变量 序列 © = (en) RAEN. 随机 波动 率 模型 包含 两 个 随机 源 : © = (en) 和 
6 = (bn), 它们 在 最 简单 的 情形 下 都 假定 为 独立 标准 高 斯 序列 , 即 由 独立 .Y(0,1) 分 
布 随机 变量 所 组 成 的 序列 . 

Gy =c(0 ,6n). 令 

hn = OnEn, (24) 


其 中 on 为 Gn IW. 
于 是 很 明显 ， 
Law(j |G.) = A (0,02), (25) 


Bl, hn 的 GPR SRL 0 和 o2 的 高 斯 分 布 . 
4 


On = ei, (26) 


那么 o2 =e, HPA, 为 Aa n il. 相当 流行 的 模型 是 其 中 序列 (An) 为 自 回归 模 
型 , (An) € AR(p), 


An = Gg + @ Ane tee + apAn—p + côn. 


(24) 的 自然 推广 是 其 中 
hn = HUn + OnEn (27) 


的 模式 , 这 里 pn 和 on 为 Ga PN. 
当 (27) 中 的 序列 e = (en) 形成 Een = 0, Ee? = 1 的 正 态 分 布 平稳 序列 ， 而 
o = (on) 不 依赖 于 < = (en) 时 , 在 这 种 情形 下 , 对 应 的 模型 就 是 所 谓 “7agylor 模型 ”. 
我 们 在 这 里 结束 金融 数学 和 金融 工程 中 所 应 用 的 一 系列 高 斯 模型 和 条 件 高 斯 模 
型 的 简短 讨论 . 这 些 模 型 的 性 质 的 更 为 详细 的 研究 将 在 以 后 的 第 2 和 第 3 节 进 行 . 
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§le. 价格 演变 的 二 叉 树 模型 
1. 在 概率 论 中 , Bernoulli 模式 起 着 独特 的 作用 ; 它 就 是 由 只 取 比 如 1 和 0 两 个 
值 的 独立 同 分 布 随机 变量 所 构成 的 序列 : 
6 = (61,85, --), 


这 里 假定 取 1 和 0 的 概率 分 别 是 p 和 qg, pt+q=1. 
第 一 个 概率 论 的 极限 定理 : 大 数 定律 , 就 是 对 于 这 种 模式 来 得 到 的 (J. Bernoulli, 
“Ars Conjectandi (ER), 1713 4E); 这 一 定律 断言 , 对 于 每 个 。 > 0, 


S 


P (È 


ELE ED n oo, 





by 十 





其 中 Se (= AEEA) 是 在 而 … da 中 出 现 “1" 的 频率 

正 是 对 于 这 个 模式 建立 了 概率 论 的 许多 引 人 注 目的 结果 (de Moivre-Laplace 极 
限定 理 ,强大 数 定 律 , 重 营 对 数 定律 , 反正 蓄 定 律 等 等 ); 它们 都 正如 它们 所 显示 的 ， 
有 着 极为 广阔 的 应 用 领域 . 

在 这 一 意义 下 , 下 面 引 入 的 Coz-Ross-Rubinstein 二 又 树 模型 ((82])) 在 金融 数学 
和 人 金融 工程 中 所 起 的 作用 类 似 于 Bernoulli 模式 在 经 暴 概 率 论 中 的 作用 ; 利用 这 一 非 
常 简单 的 模型 , 有 可 能 对 许多 诸如 期 权 的 公平 价格 、 对 冲 策略 等 等 金融 特征 作 完全 
计算 (参见 后 面 的 第 六 章 ). 

2 我 们 将 认为 所 有 金融 运作 都 在 由 银行 账户 B = (Bn)nwzo 和 价格 为 S = 
(Sanzo 的 股票 所 构成 的 (B,5)- 市 场 中 进行 . 

我 们 把 B 和 5 的 演变 表示 为 下 列 形 式 : 


B, 一 (1 + Tn) Bn-1, (1) 
Sn = (1 + Pn) Sn—13 (2) 
或 者 等 价 地 表示 为 
AB; = Ty Ba, 
AS, 一 Pr8n-1, 
且 Bo > 0, So > 0. 
银行 账户 与 股票 的 主要 不 同 在 于 (“银行 ” 利率 ) 
Trn 为 J£, ,- RTI, 


而 (股票 的 “市 场 ”收益 率 ) 
pn 为 多 -可 测 ， 
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其 中 (多 ,) 是 给 定 的 概率 空间 (Q, F, P) 上 的 渗透 (信息 流 ). 
TE Cox-Ross-Rubinstein-(B, 5S)- 市 场 的 二 又 树 模 型 (“CRR- 模 型 ") 中 , 假定 


Tn = r = Const 


以 及 p= (pn)n>l 是 取 两 个 值 的 独立 同 分 布 随 机 变量 pj, p2, 的 Bernoulli 序列 ， 








其 中 
te 
Pn = a<b 
a, 
把 pn 记 作 下 列 形式 : 
_a+b b-a 3 
Pn = 2 2 En ( ) 
或 者 
Pn =a + (b — a)ós, (4) 
我 们 求 得 





{ b | +1 | +1 
pn = eS En = <> Ôn = ， 
a —1 0 
作出 假设 rn = Const, 而 pn 只 取 两 个 值 , 使 得 我 们 从 一 开始 就 可 认为 出 发 的 概 
率 空 间 o 是 二 值 序列 空间 0: 


Q = {a,b}? MH Q = {-1, 1}, BH Q = {0,1}. 


由 (2) 得 到 ， 
Sn = So [TG + o». (5) 
k&n 
把 这 个 表达 式 与 $1a 中 的 (5) 相 比较 , 我 们 看 到 , px 重合 于 上 面 引 入 的 量 hy. BA, 
S, 也 可 表示 为 下 列 形式 : 


Sn = Soe! = Soet thn, 


其 中 An = In(1 + px). 比较 81a 中 的 公式 (1) 和 (10). 
3. 我 们 讨论 一 个 特殊 情形 , 其 中 值 RI o XU: 


a=r'-1, b=A-l, 


这 里 入 >1. 
在 这 样 的 情形 F, 
Sn = MN M Pn = b, (6) 


Sha, E Pn = a. 
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如 果 定 义 (3) 中 的 en(= +1), 那么 5 可 表示 为 下 列 形式 
S, = Sod tren (7) 
或 者 , 同样 有 
Sn = Spe tthe, (8) 
其 中 hy = Ek ln A. 
由 此 可 见 , 在 所 考察 的 情形 下 , 5S = (54) 无 非 就 是 集合 


Es, = (S99: k = 0,1, } 


上 的 几何 随机 游 走 . 如 果 So € E = {A": k =0,+1,---}, BBA Es, = E. 在 这 一 情形 
F, 我 们 说 , S = (Sa) 是 相 集 合 E = (A: k —0,51,---) ERS Markov He. 

所 考察 的 二 叉 树 模型 是 几何 布朗 运动 5 = (Sio 的 离散 类 似 ; 所 谓 儿 何 布朗 
运动 就 是 如 下 表示 (比较 (8)) 的 随机 过 程 : 


S, = Sge? Wet uo? 12) 


其 中 W = (Wipo 为 标准 维 纳 过 程 , 或 者 标准 布朗 运动 (参见 第 三 章 83a). 
在 这 一 联系 中 , 自然 会 记 起 通常 的 布朗 运动 的 离散 类 似 是 算术 随机 游 走 S, = 
S, i4 €, 其 中 = (En)nz1 是 某 个 Bernoulli 序列 . 


4. 在 上 面 的 叙述 中 , 所 有 考察 都 是 在 带 某 个 概率 测度 的 某 个 渗透 概率 空间 (Q, 
F, (Fah P) 上 进行 的 . 一 般 来 说 , 问题 在 于 怎样 的 概率 测度 P; 也 就 是 说 , 怎样 取 值 
p= P(pn = b) F q = P(p, = a). 这 远 不 是 一 个 简单 问题 . 在 一 定 的 意义 下 , 更 为 现实 
的 是 假定 在 (9,. 多 ) 上 给 定 的 不 是 一 个 概率 测度 P, 而 是 整个 一 族 概率 测度 多 = (P), 
对 于 它们 来 说 , 相应 的 值 p = P(on =b) AEKA (0,1) P. 

至 于 所 考察 的 二 又 树 的 可 能 推广 问题 , 我 们 注意 到 , 相当 现实 的 是 还 可 假定 量 
pa 不 只 取 两 个 值 a 和 o, 而 是 在 区 间 [a, b] 中 的 值 ; 这 时 , 一 般 来 说 ,po。 的 概率 分 布 
可 以 是 [a,b] 上 的 任何 分 布 . 第 五 章 S1c 中 考察 的 正 是 这 样 的 模型 , 它 与 所 谓 不 完全 
市 场 上 的 期 权 合理 定价 理论 相 联系 . 同样 是 在 这 一 节 , 还 将 考察 非 概率 方法 , 它 基于 
把 o, 表示 为 “混沌 ”变量 . (关于 用 动态 “混沌 ”模型 的 价格 演变 描述 , 参见 以 后 的 
884a, b.) 


81f. 带 离散 干预 机 会 的 模型 
1. 在 研究 序列 H = (Hy) oo 时 , 把 它们 “牛人 入 ”到 连续 时 间 模 式 中 , 经 常 是 很 方 
便 的 . 
我 们 把 原来 的 随机 基底 多 = (0, F, (Fa)nz0, P) 与 下 列 有 连续 时 间 (t > 0) 的 
基底 PD 相 联系 : 
B= (2,F,(Fi)e>0,P), 
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其 中 F, = Fup [t] E t RRR. 
我 们 也 可 根据 随机 序列 H = (Hn, Fn) 来 定义 新 的 ( 带 连续 时 间 的 ) 序列 A = 
(Hi, Fe), HAY 
H, = Hy. 


这 样 一 来 (参见 图 13), 轨 线 He, t > 0, 为 按 段 常数 , 在 时 刻 上 = 1,2,---, 发 生 跳 
BR AH, = H,— Ay, HERES. 这 时 , AH, = AH, = hs. 


At Ha 





t 
| 
Hi | 
1 1 H2 i 
上 — 
1 
1 
-一 -一 一 -上 上 和- 
0 1 2 3 4 t 


图 13 带 离散 时 间 的 序列 (Hn) 在 带 连 续 时 间 的 模式 中 的 嵌入 


显然 , 反 过 来 也 一 样 : 给 定 在 某 个 随机 基底 多 = (0, F, (Frese, P) 上 的 随机 过 
程 A = (A, F)ivo, 如 果 它 为 按 段 常数 , 右 连 续 , 旦 在 时 刻 t= 1,2,… 上 有 跳跃 , 那 
么 它 在 实质 上 就 是 上 面 所 考察 的 带 离散 时 间 的 过 程 . 


2. 直到 现在 为 止 , 在 讨论 各 种 价格 的 动态 模型 时 , 我 们 或 者 涉及 其 中 价格 5 = 
(Sn) 固定 在 离散 时 刻 n — 0,1,… , 的 模型 (作为 基础 ), 或 者 (正如 在 Bachelier 情形 
T) 涉及 其 中 价格 S= (Siero 用 带 连续 时 间 t > 0 的 连续 随机 过 程 (例如 , 布朗 运 
动 ) 来 描述 的 模型 . 

其 实 , 实际 价格 S= (Sipo 的 演变 的 统计 分 析 指 出 , 它们 的 结构 在 某 种 意义 下 
是 混合 型 的 . 

更 确切 地 说 , 其 含义 如 下 . 根据 多 项 观察 数据 , 价格 5 = (Sheo 的 轨 线 结构 如 
同 图 14 所 描述 . 

换 句 话说 , 记 Se 为 这 样 的 形式 : Se = Soe, 我 们 求 得 , HA (Hise 有 下 列 形 
式 : 

Hy = > hel (te S t), (1) 
天 之 1 
其 中 n, ro, 是 跳跃 时 刻 , 而 he 是 跳跃 量 (AHL, = Hu - Hu = he). 

如 果 认 为 所 有 讨论 都 在 随机 基底 (Q, 至 ,( 多 jizo,P) 上 进行 , 那么 在 (随机 ) 跳跃 

时 刻 六 (k > 1) E, 以 及 在 量 hy (k 21) b, 自然 要 附加 某 些 “可 测 性 ”条 件 , 以 保 
5 正如 在 离散 时 间 情 形 下 那样 , 记号 A = (Fe, Fe) 理解 为 量 Ha 对 于 每 个 :> 0 FAT. (0 
它 是 所 谓 “ 适 应 过 程 >. -一 译 者 注 ) 
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=y 


图 14 带 离散 干预 (在 时 刻 71,72,73.…) 情形 的 过 程 


证 至 少 对 于 每 个 4 > 0, 量 He 为 多 -可 测 , 即 , 它 是 由 在 时 间 区 间 [0, 引 可 接受 的 “ 信 
息 ” 来 确定 的 . 
3. 为 了 这 个 目标 , 我 们 引入 一 系列 定义 , 其 中 把 随机 变量 7 = r(w) 的 非 负 延 拓 
理解 为 映射 0 
一 Ry = [0， oo]. 
定义 1. 我 们 说 , 随机 变量 + = r(w) 的 非 负 延 拓 是 Markov 时 刻 , 或 者 不 依赖 于 
未 来 的 随机 变量 , 是 指 对 于 每 个 上 > 0, 集合 


{w: rw) € t) € Fi. (2) 


Markov 时 刻 也 称 为 停止 时 刻 或 简称 停 时 ， 尽 管 有 时 这 个 术语 只 留 给 这 样 的 
Markov 时 刻 7 = r(w): 或 者 对 于 所 有 we Q 有 r(w) < oo, 或 者 P(7(w) < oo) = 1. 

条 件 (2) 的 直观 意义 是 非常 清楚 的 , 这 只 要 把 r(w) 解释 为 需要 采取 某 个 “决策 ” 
的 时 刻 . 由 于 OF, 是 o- 代 数 , 故 条 件 (2) 等 价 于 {r(w) > t} € FA, 它 意 味 着 在 时 刻 
t “决策 ”所 带 来 的 在 更 晚 的 时 刻 (不 包括 t) 的 后 果 仅 仅 与 在 [0,4 上 可 接受 的 信息 
FAR, 而 不 依赖 于 “未 来 ”( 时 刻 t AE). 

定义 2. VE r = r(w) 是 停 时 . 我 们 以 F, 表示 具有 下 列 性 质 的 集合 Ac F 的 
全 体 : 对 于 每 个 te Ry = (0,09), 


Ati{w: T(w) € t) € A. (3) 
我 们 以 Fr- 表示 由 .90 和 所 有 形 为 4n{w: r(w) < t) 的 集合 所 生成 的 o- 代 数 ， 
其 中 Ac F,,teR,. 


不 难 断 定 , Fr 是 o- 代 数 . 
如 果 把 .多 解释 为 在 包括 上 在 内 的 上 时 刻 以 前 所 发 生 的 事件 全 体 , 那么 F, 和 
Fr 自然 可 分 别 解释 为 在 时 间 区 间 (0, 7] 和 [0,r) 上 观察 到 的 事件 全 体 . 
0 我 们 记得 , 根据 传统 的 概率 论 定义 , 实 随机 变量 只 取 有 限 值 , 即 , 在 IR = (—00, oo) 中 的 值 . 
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4. 我 们 回 到 过 程 A = (Hepo 作为 (在 时 刻 71, 70,---) “ 带 离 散 干预 机 会 的 过 
程 ”的 表示 式 (1); 参见 图 14. 我 们 将 假定 , 对 于 每 个 w e 0 (或 者 对 于 P- 几 乎 所 有 
w €t) 
0 « n(w) < rlw) <---, 
HARMED k> 1, 时 刻 六 = e(o) 是 停 时 ,而 量 Ay, = hx(w) 为 Fa TIR. 
由 这 些 假定 和 条 件 (2) 和 (3) 特别 是 导出 , 过 程 A = (Hipo 与 流 (多 )t>o 相 协 
38, 或 相知 应 , 即 对 于 每 个 t+> 0, 量 


Hi H .多 -可 测 . 


这 样 一 来 , 为 与 上 面 (81c) 所 采用 的 记号 相 一 致 ,过程 H = (Hio 可 记 为 下 列 
形式 : H = (Hi, Fijez0. 

在 (1) 中 定义 的 实 值 过 程 H = (Hi)iso 是 在 相 空 间 E (在 所 考察 的 情形 下 , E = 
R) 中 取 值 的 多 元 点 过 程 的 特殊 情形 , [250]. 同样 的 术语 点 过 程 或 计数 过 程 , 通常 是 
指 hn = 1 的 情形 , 即 , 是 指 过 程 


N.- Im<t), t>0. (4) 
k 
i. 有 时 “点 过 程 ” 仅仅 与 时 刻 序列 r = (71, 72,… ) 相 联系 , 而 与 这 个 序列 相对 


应 的 , 即 由 公式 (4) 所 给 定 的 过 程 N = (Ni)t>zo 称 为 “计数 过 程 ". 显然 , 在 > 和 N 
之 间 存 在 一 一 对 应 关系 : N 由 7 决定 , 而 7 由 入 所 决定 , 因为 


Tk = inf{t: Ni = k}. 


ER, 如 果 集 合 {t: M =k} =o, 那么 通常 假定 mlw) 等 于 +00. 这 样 , 对 于 轨 
线 如 图 15 所 描绘 的 “ 单 点 ”点 过 程 , 可 以 认为 , 对 应 的 时 刻 0 = 73 =- = +00. 


“| 








图 15 “ 单 点 ”点 过 程 


5. 用 公式 (4) 来 确定 的 点 过 程 N = (Ni)wzo 也 可 用 随机 时 间 替 换 来 给 出 另 一 种 
等 价 描述 , [250; 第 II Bf, 83]. 
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定义 3， 我 们 说 ,给 定 在 随机 基底 多 = (Q, F, (Fahnen P) 上 取 值 在 N = 
{0,1,-+-} BEN = {0,1 ,00) 中 的 随机 变量 族 o = (csjt>o 形成 随机 时 间 埋 换 
是 指 


(i) 对 于 每 个 t, E o, 是 (关于 (多 ,)neN 的 ) 停 时 ; 
(ii) Oo = 0; 
(ui) FR oi(w) (t 2 0) 中 的 每 一 条 递增 、 右 连续 , 并 带 有 等 于 单位 1 的 跳跃 . 
我 们 把 o = (ot)tzo 与 有 连续 时 间 的 随机 基底 Z 相 联 系 : 


Be = (Q, F, (Fo, hzo, P), 


Tk = inf{t: or 2 k}, ken. 
不 难 指出 , 关于 定义 为 €, = Fo, 的 流 (Giro, 时 刻 六 = relw) 是 停 时 . 这 时 ， 
如 果 对 于 所 有 上 € N, ce < oo, 那么 
Hy = So hel (te <th= M. hy. (5) 
k21 1gkgort 
同样 明显 的 是 
Oi = iro < t), 
k>1 
BD, c, 是 在 区 间 [0,1] 上 发 生变 化 的 时 刻 的 个 数 . 换 句 话说 , 根据 序列 (r, r2,- ) 所 
构造 的 随机 时 间 替 换 o = (cz)tz>e 无 非 就 是 对 应 这 个 序列 的 计数 过 程 N = (Ni), 
N= > Ute < t). 
k>1 
在 所 有 所 引入 的 公式 中 , t 起 着 现实 (“物理 *) 时 间 的 作用 . ov 同样 是 “时间 ”， 
但 它 起 着 运作 时 间 的 作用 , 指示 “物理 ”时 间 上 的 改变 次 数 . (关于 金融 时 间 序 列 经 
验 分 析 中 的 运作 时 间 问 题 , 我 们 将 到 第 四 章 的 §3d 中 讨论 .) 
还 要 注意 到 , 如 果 
9t = (t; 
那么 um = 多 其 中 乡 就 是 上 面 考 察 的 、 满 足 多 = .多 的 带 离散 时 间 的 随机 基底 
(Q, F, (Fihzo P). 


6. Hi 81b 得 到 , 在 序列 H = (Hna)nzo 的 随机 分 析 中 ,Doob 分 解 起 着 关键 作 
H, 它 使 得 H 分 解 为 依赖 于 可 接受 信息 (在 金融 框架 中 就 是 有 关 市 场 状 态 的 信息 ) 
流 (多 nj)n>o 的 “ 蒜 ” 成 分 和 “可 料 ” 成 分 . 

类 似 的 (Doob-Meyer) 分 解 既 对 于 计数 过 程 N 成 立 , 也 对 于 多 元 点 过 程 WO 
立 ; 它 正如 在 离散 时 间 情 形 中 那样 , 在 引进 “ 康 性 ”和 “可 料 性 ”概念 的 随机 分 析 中 
作为 基本 出 发 点 (参见 后 面 的 第 三 章 中 的 85b 和 更 详尽 的 [250]). 
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金融 指数 演变 的 经 验 分 析 自 然 与 许多 其 他 的 指数 (经 济 、 社 会 等 等 ) 一 样 , 必定 
首先 从 构造 适当 的 概率 统计 (或 者 其 他 的 ) 模型 开始 ; 模型 的 正确 选择 是 一 件 非 常 不 
简单 的 事 . 

在 一 般 的 时 间 序 列 理论 中 , 有 各 种 各 样 的 “标准 ”线性 模型 的 整个 工具 库 , 其 中 
首先 就 应 该 看 到 在 Sic 中 考察 的 诸如 MA(g)，4R(p),， 4RMA(p, gq) 等 . 这 些 模型 , 也 
就 是 g 阶 移动 平均 模型 , p 阶 自 回 归 模 型 , (p,g) 阶 自 回 归 移 动 平均 混合 模型 , 在 时 间 
序列 理论 中 详细 研究 , 特别 是 在 它们 的 平稳 性 假定 之 下 . 

这 些 模型 流行 的 原因 一 方面 在 于 它们 很 简单 , 另 一 方面 在 于 只 要 不 多 的 参数 就 
可 很 好 地 通 近 很 广 的 平稳 序列 类 . 

然而 , 远 非 是 所 有 的 “经 济 ” 时 间 序 列 是 平稳 的 . 分 析 指 出 , 在 统计 数据 中 , 经 常 
很 突出 地 显露 出 下 列 三 种 成 分 : 


。 绥 慢 变 化 的 (例如 “通货 膨胀 ”) 倾向 (z)， 
。 周期 或 非 周期 的 循环 (y), 
。 不 规则 的 (“随机 的 ”或 者 “混沌 的 ”) 波动 成 分 (2). 


这 时 , 在 观察 的 数据 (A) 中 , 它们 可 能 以 非常 不 同 的 方式 参与 , 并 可 有 条 件 地 表示 为 
h-—z*ysz, 


其 中 复合 运算 “*” 可 表现 为 例如 加 法 “+”， 乘法 “x” 等 等 . 

有 足够 多 的 书本 、 专 著 致 力 于 时 间 序 列 及 其 应 用 , 特别 是 有 关 金 融 数 据 的 分 析 . 
{参见 例如 , [62], [193], [202], [211], [212], [351] 和 [460].) 

下 面 我 们 将 讨论 某 些 线性 (随后 是 非 线性 ) 模型 , 目标 是 给 出 其 在 金融 数据 经 验 
分 析 中 应 用 的 结构 、 特 点 和 性质 的 表示 . 

在 这 里 不 妨 说 , 归根 到 底 , 金融 指数 的 统计 数据 的 经 验 分 析 的 重要 目标 之 一 在 
于 预料 、 预 测 “ 未 来 的 价格 运动 ”: 

这 一 预料 的 可 信 程 度 自然 依赖 于 恰当 的 模型 选择 , 确定 其 参数 的 估计 精度 以 及 
{线性 或 非 线性 ) 外 推 估计 的 质量 . - 

在 这 方面 , 第 四 章 中 所 进行 的 汇率 时 间 序 列 分 析 是 一 个 标志 . 那里 指出 , 怎样 从 
简单 的 线性 高 斯 模型 出 发 , 把 它们 逐步 修正 、 复 杂 化 , 使 得 最 终 得 到 “把 握 ” 经 验 分 
析 中 所 揭示 的 现象 (比如 , 对 高 斯 性 的 偏离 , 聚集 效应 和 价格 上 的 “长 记忆 ?> ). 

如 果 把 模式 “h = x *y 2” 理解 为 在 形成 价格 时 的 三 种 成 分 z, y 和 z 的 复合 ， 
那么 应 该 注意 到 , 在 我 们 的 叙述 中 最 为 强调 的 是 首先 是 要 把 “波动 ”成 分 z 置 于 最 
后 , 然后 (在 汇率 情形 下 ) 是 周期 (季节 性 ) 成 分 y. 

我 们 不 详细 讨论 倾向 成 分 x 的 分 析 , 然而 要 注意 到 , 正 是 这 一 成 分 经 常 造成 所 
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_。 所 预料 的 “最 大 
7 可 能 ”的 价格 运动 





© 





~Y 


图 16 曲线 1 和 :2 之 间 的 区 域 是 ( 带 有 某 种 置信 度 ) 的 置信 区 域 , 其 中 将 发 生 可 预料 的 价格 的 “未 
来 ”运动 


考察 的 模型 的 “ 非 平稳 ”特征 , 其 中 的 经 典 例子 就 是 所 谓 4RIMA(p, qd, gq) 模型 , 即 整 
合 自 回归 移动 平均 混合 模型 (1 KA integrated; d 是 “整合 ”的 阶 数 ), ERG. E. P. 
Box, G. M. Jenkins [53] 所 广泛 运用 和 传播 . 详情 参见 §2c. 


82a. 移动 平均 模型 MA(q) 


i. 在 今后 考察 的 所 有 (线性 和 非 线 性 ) 模型 中 都 假定 给 定 某 个 “基底 ”序列 
E= (En), 它 在 时 间 序 列 理论 中 通常 认为 是 白 骂 声 (参见 图 17), 并 且 当 作 确 定 所 研究 
的 概率 统计 对 象 的 随机 特征 的 随机 源 . 


0.25 


0.15 


图 17 HEF hn = oen 的 计算 机 仿真 图 像 , 其 中 o = 0.1, 而 en ~ 1,1) 


这 时 , (在 “L?- 理 论 ” 中 ) 我 们 说 , 序列 © = (en) 是 广义 白 噪声 , 是 指 Ee, = 0, 
Ee? < oo, 并 且 对 于 所 有 n z m, A 


Eenem =0 (1) 
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(时 间 参 数 n 现在 适当 地 认为 取 值 0, 土 1 土 2,.….) 

换 句 话说 , 广义 白 噪声 就 是 有 零 均 值 的 不 相关 的 平方 可 积 的 随机 变量 序列 . 

如 果 在 这 个 定义 中 再 附加 高 斯 性 ( 正 态 性 ) 的 要 求 , 那么 所 得 到 的 序列 © = (en) 
PERAK GR FMA (AIM) GRP; 它 也 等 价 于 £= (cn) 为 独立 正 态 分 布 随机 变 
Hien ~ N (0,02) 的 序列 . 以 后 我 们 将 认为 02 = 1. (在 这 一 情形 下 , 经 常 说 , © = (en) 
是 标准 高 斯 序列 ; 把 这 个 概念 与 也 在 金融 数据 统计 中 运用 的 分 形 高 斯 噪声 相 比 较 是 
有 益 的 ; 参见 第 三 章 §2d.) 

2. 在 描述 序列 h = (hn) 的 移动 平均 模型 MAQ) 中 , 假定 以 下 列 方式 根据 广义 
白 噪 声 < = (en) 来 陈述 值 hn: 


hn = (u + biEn-1 te + bgEn—q) + boEn, (2) 


其 中 参数 q 确定 依赖 “过 去 ”的 阶 数 , 而 en 起 着 包含 在 Fn = ol(en_1,en nos) 
中 的 “更 新 ”信息 的 量 的 作用 ; 参见 图 18. 


3 Q 


图 18 服从 MA(1)- 模 型 hn = u + bien_1 + boen 的 序列 h = (ha) 的 计算 机 仿真 图 像 , 其 中 参数 
p= 1, bi = 1, bo = 0.1 WR en ~ v (0, 1) 


为 使 叙述 更 紧凑 , 引入 “向 后 ”位 移 算 子 是 适宜 的 , 它 按照 下 列 公 式 作用 在 数列 
£ = (£n) E: 
Lay 一 Zn _ 1. (3) 


由 于 Lan) = Los a 一 zn_z, HLL? 自然 表示 按照 下 列 公式 来 作用 的 算 子 : 
I?z, = In-2, 


并 且 一 般 来 说 ,Zez = zn_k 对 于 所 有 k20 成 立 . 
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我 们 注意 算 子 L 的 尽管 简单 、 但 很 有 用 的 下 列 性 质 (c, c, ca 为 常数 ): 

L(catn) = cLza, 

L(En + Yn) = Ltn + Lyn, 
(ci + cL?) an = C1 Lan + CL? Sn = clTn 1 + C2¥n—2, 
(1 — ALL)(Q — AeL) an = £n — (Ar + A2)£n-1 + (A1A2)£n-2- 
供 助 于 算 子 L, KAR (2) 可 记 为 下 列 紧凑 形式 : 
hn = u + B(L)en, (4) 
其 中 
B(L) = bo bL +--+ b LA. 


3. 我 们 转向 关于 序列 h = (hn) 的 概率 特征 的 问题 . 
设 9 = 1. 在 这 一 情形 下 ， 


An = pb + boEn + biEn-1, (5) 

并 直接 求 得 
Eh, = p, Dh, = 63 + 63, (6) 
Cov(hn, hn+1) = bobi, Cov(hn, Antik) =0, kl. (7) 


最 后 两 个 性 质 意味 着 h= (hn) ESB (hn 和 hus) 相关 的 序列 , 同时 , hn 和 
hark 的 相关 值 当 大 > 2 时 为 零 . 

我 们 顺便 还 察觉 , 如 果 bob, > 0, 那么 量 hn 和 Anyi 正 相关 . 而 如 果 bobi < 0, AR 
A hn Al ng 负 相 关 . (我 们 以 后 将 在 第 四 章 83c 中 遇 到 这 种 局 面 , 以 解释 汇率 情 
形 下 的 负 相 关 效 应 .) 

由 (6) 和 (7) 得 到 , 在 序列 h = (hn) 的 元 素 中 的 均值 .方差 和 协 方差 都 不 依赖 于 
n，( 这 当然 是 由 于 假定 © = (en) 是 广义 白 噪声 、 且 Ee, = 0, De? = 1 以 及 (5) 中 的 
系数 不 依赖 于 n.) 尤其 是 , 序列 h = (hn) 为 (完全 根据 定义 ) 广义 平稳 . 如 果 再 假定 
序列 € = (en) 是 高 斯 序列 , 那么 序列 h= (hn) 也 将 是 高 斯 序列 , 因而 , 其 所 有 的 概率 
性 质 都 可 仅 用 均值 、 方 差 和 协 方差 这 几 个 术语 来 表达 . 在 这 一 情形 下 , 序列 h = (hn) 
为 狭义 平稳 , 即 i 

Law(hi stee, hin) = Law(hi uk, hi, th) 
对 于 所 有 n> 1, 4.4 和 任意 的 成立. 


4. 设 (hi hau) 是 由 量 A, 在 时 刻 k= 1,… ,mn 的 观察 结果 所 得 到 的 某 个 实 
现 , IFA 


hn = 1h (8) 
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是 其 时 间 均 值 . 

从 统计 的 视角 来 看 待 “ 统 计量 ”ji, 其 意义 在 于 hn 是 估计 均值 /的 自然 “ 备 选 
物 ”. 

在 用 均 方 偏差 A2 = E|h, — u? 来 度量 这 个 量 的 估计 质量 的 情形 下 , 下 列 判别 准 
则 是 有 用 的 : . 

A10 = DIRE) =o, (9) 

其 中 R(k) = Cov(hin, hax) UR h = (hn) 是 任意 的 广义 平稳 序列 ， 

其 实 , 为 简单 起 见 , 设 u= Eh, = 0. 于 是 


2 
1 n 
k=1 


而 这 意味 着 (9) 中 的 蕴涵 关系 “一 >” 成 立 . 


< Eh2E 


, 


2 
1 n 
nh 





















































另 一 方面 ， 
n 2 n 
E = She = nee] 
k=1 kAl 
= 二 R(k) 一 LR(O). 
- LYY =R(0) 
选取 5 > 0, 并 设 n(6) 满足 对 于 所 有 1 > n(5) 有 
1 1-1 
i SER(K)| < ô. 
k=0 
这 样 , 对 于 n2 n(0), 有 
n ll n(6) 1—1 1 n 1-1 
EDD RE = 3 RU) ; 35 Y RO) 
1=1 k=0 I=1 k=0 l=n(6)+1 k=0 
n(8) 1-1 n 1 1 一 1 
>》 R(k)| + PEE 7 DRE) 
l=1 k=0 t=n(6)+1 k=0 
MIO 
< -z| 2,2, RU) +4, 
t=1 k=0 








以 及 由 于 n(6) < oo, |R(0)| € Const, Bk 


1 nm 
23 


limE 
nm 
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再 由 于 6 > 0 的 任意 性 , 这 就 证 明了 蕴涵 关系 “< 一 ”. 

”这 样 一 来 , 所 考察 的 模型 MA(1) 在 下 列 含义 下 是 “遍历 的 ?: SEIS hn (在 
L) PRAF u, 或 者 还 可 以 说 , 收敛 于 总 体 均 值 . (关于 “ 饥 历 性 ”" “混合 " “遍历 
性 定理 ”的 一 般 概念 , 参见 例如 [439; 第 V 章 ].) 

这 个 “遍历 性 ”结果 从 统计 的 视角 来 看 的 重要 性 是 完全 清楚 的 ; 它 论证 了 用 观 
察 值 hi ha, 所 构造 的 时 间 均 值 来 估计 均值 的 可 能 性 . 显然 , “遍历 性 ”在 论证 样 
本 估计 的 统计 方法 上 不 仅 是 对 均值 , 并 且 也 对 其 他 统计 特征 , 诸如 各 阶 矩 、 协 方差 等 
等 , 都 起 着 关键 作用 . 


5. 我 们 记得 , 按照 协 方差 Cov(h,, hm) 可 用 下 列 公 式 来 定义 相关 系数 Corr(hn, hm): 
Cov(hn, hm) 
VD 09) 
由 Cauchy-Bunyakovskit 不 等 式 得 到 |Corr(hn, hm)| < 1. 

在 平稳 情形 下 , Cov(hn, hn tk) 不 依赖 于 n. 把 这 个 量 记 为 R(E), 并 令 
R) 


Corr(hn, hm) = 





plk) = Corr(hn, An+k) = R(0)' (11) 
我 们 由 (7?) 求 得 , 在 模型 M4(1) 的 情形 下 ， 
1, k — 0, 
bobi _ 
p(k) be + k=1, (12) 
0, k 1. 
值得 注意 的 是 , 如 果 令 0, = bi /bo, 那么 我 们 求 得 


01 (1/01) 


KO = 118 7 Tr OO) 
因而 , 不 同 的 值 (0; 和 1/01) 在 这 里 允许 有 同样 的 值 p(1). 
6. 现在 转向 模型 MA(g): 


hn = u+ Blen, — B(L) = bo bL 4 + bL. 


(13) 


容易 发 现 ， 

Eh, = p, 

Dh, = bd +b? +--- b; 
以 及 


q—k 

bjb jo k=1,...,4, 

ROOD = 4 2 es (14) 
0, k 3. 
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由 公式 (14) RITAS, MAQ) 型 的 模式 可 (通过 系数 b; 的 变化 ) 用 来 尝试 对 序列 
h = (hn) 具有 “ 量 hn 和 hate 的 相关 系数 当 k q 时 为 零 ” 的 性 态 进 行 建 模 . 
ik. 既然 提 到 关于 这 样 那样 的 模型 拟 合 经 验 数据 的 问题 , 或 者 , 如 同 我 们 上 面 所 
说 的 “对 序列 h = (hm) 的 性 态 建 模 ”, 那么 应 该 注意 到 下 面 提 出 的 一 般 的 作用 原理 . 
对 于 样本 值 hiho 首先 要 建立 某 些 经 验 特征 , 例如 , 样本 均值 


hn = = hk, 
k=1 
样本 方差 n 
6 = Ln. — Pn)? 

k=1 

样本 (k 阶 ) 相关 系数 
-二 È Fo 
, n i=k+1 

样本 偏 相关 系数 等 等 


然后 , 运用 逼近 模型 的 对 应 的 理论 特征 (例如 , (12) 和 (14)) 来 改变 参数 (诸如 
(12) 和 (14) 中 的 b), 以 使 得 经 验 特征 与 理论 特征 相 拟 合 . 最 后 , 在 终结 阶段 , 基于 经 
验 特征 的 分 布 值 与 其 理论 分 布 的 偏差 , 来 导 人 拟 合 质量 评估 . 


7. 模型 M4(9) 以 后 的 自然 的 一 步 是 考察 模型 MA(oo), 即 有 下 列表 达 的 模型 : 
hn = pt Y 5e. (15) 
j=0 


当然 , 为 使 (15) 中 的 级 数 收敛 , 需要 对 系数 赋 以 某 些 条 件 . 如 果 要 求 


Yu « oo, (16) 
j=0 
那么 (15) 中 的 级 数 将 在 均 方 意义 下 收敛 . 
在 这 一 假定 下 ， v 
Ehn = p, Dh, = > 好 (17) 
j=0 
以 及 a 
R(k) = X` bib  kz0. (18) 


在 平稳 随机 过 程 理 论 中 , 关于 对 h = (hn) 的 极限 照例 说 , hn 是 “ 当 输 入 是 序列 
€ = (en) 时 ”,“ 带 有 脉冲 传递 函数 b = (b;) 的 物理 上 可 实现 的 滤波 器 的 反应 结果 .” 
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尤其 引 人 注 目的 是 , 在 极限 意义 下 , 每 个 “正则 ”( 广 义 ) 平稳 序列 h= (hn) 可 表 
示 为 满足 性 质 (16) 的 形式 (15). 关于 这 个 结果 的 确切 陈述 , 以 至 所 有 联系 着 平稳 系 
列 有 Wold 展开 而 变 为 “奇异 ”成 分 和 “正则 ”成 分 (“正则 ”成 分 可 表示 为 形式 (15)) 
之 和 的 问题 的 整个 复合 体 , 参见 后 面 的 §2d, 以 及 更 为 详细 的 , 例如 , [439; 第 VI 章 ， 
85]. 
82b. 自 回 归 模 型 4R(p) 


1. 5 81d 中 的 定义 相对 应 , 我 们 说 , 序列 h = (hs)ssi 服从 p 阶 自 回归 模 型 ( 模 
A) AR(p), 是 指 


hn = Un + CEn, (1) 
其 中 


jn = Q0 + aihn- +-+ Aphn_p. (2) 
也 可 以 说 , 序列 h = (hn) 服从 p 阶 差分 方程 : 
hn 一 00 十 Clpn-1 十 … 十 appn-p 十 cen) (3) 


借助 于 82a 中 引入 的 算 子 L, 它 可 改写 为 下 列 形 式 : 


(l—a,L—---—a,L?)h, = ao + 685, (4) 
或 者 更 紧凑 的 形式 : 
o(L)h, = Wn, (5) 
其 中 o(L) = 1—ayL —---— apl’, Wn = ao + oen. 





在 n> 1 的 情形 下 , 为 了 用 差分 方程 (3) 完全 描述 序列 h = (hn) 的 演变 , 正如 
在 81d 中 所 注意 到 , 还 要 给 定 初始 条 件 (hip, hap, ++ ,ho). 

经 常 假定 hio, = … = ho = 0， 也 可 认为 它们 是 随机 的 ， 不 依赖 于 值 序列 
£1,62, c. 在 “遍历 性 ”情形 下 , 24 n oo BT, hn 的 渐 近 性 态 不 依赖 于 初始 条 件 , 并 
且 在 这 一 含义 下 , 它们 的 具体 化 并 非 是 相当 本 质 的 . (尽管 如 此 , 在 下 面 的 叙述 中 , 我 
们 仍 将 明确 说 到 关于 初始 条 件 的 所 有 假定 .) 

在 下 面 的 图 19 中 , 引入 了 自 回归 模型 4R(2) 的 计算 机 仿真 . 

2. 我 们 先 详细 考察 简单 情形 p = 1, 其 中 


hn = ao + aihn_1 十 aEn. (6) 


这 种 情形 与 一 般 的 4R(p) 模型 类 的 区 别 在 于 , 在 (3) 中 对 ha 有 影响 的 “过 去 ”的 量 
haa, haa, s hac, 中 只 有 (按时 间 ) 最 近 的 值 hn- 
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图 19 服从 4R(2)- 模 型 hn = ao 十 aihn—ı + azhn—2 + OEn 的 序列 h= (hn) 的 计算 机 仿真 图 像 ， 其 
中 参数 ao = 0, a1 = —0.5, a3 = 0.01, 6 = 0.1; ho = hi = 0; en ~ AW (0,1) 以 及 2 € n < 1000 


如 果 e = (En)n>1 是 独立 随机 变量 序列 , ho 不 依赖 于 e = = (€n)n>1, 那么 序列 
hh 二 (hn)nz1 将 是 构造 给 定 的 Markov 链 的 经 典 例子 . 由 (6) 中 的 递 推 方式 , 我 们 求 得 


hn = ag(14-a14--- 4 ar catho +0(En + à164 1 +--+ are (7) 


由 此 可 见 , 序列 h = (ha) 的 性 质 本 质 上 依赖 于 参数 值 a, 这 时 可 分 为 三 种 情形 : 
lax] € 1, |a] =1 以 及 ja] > 1, 其 中 |ai| =1 的 情形 起 着 某 种 “边界 ”作用 , 其 确切 
的 意义 将 在 以 后 的 叙述 中 明确 . 
由 (7) 我 们 求 得 , 对 于 n 一 k 1, 
Ehn = at Eho + ao(1 4- a3 4: +a"), 
Dh, = a?” Dho 4- e?(1-- a2 +--+ + uL 


Cov(hn, hin, k) = = oe *DAo 站 oak (1 ET a? + i grete 


由 这 些 公 式 可 见 , 在 |ai| < 1 和 Elho| < oo 的 情形 下 , 当 n — oo 时 ， 


ago(1 — a?) , 20 


Ehn = a1 Eho + ETA I-a 





并 且 (如 果 Dho < co) 


2 
2 o7(1 — aj") T 
Dh, = a1" Dho += 1— a? : 1 一 az’ 





oat 
Cov(hn, ha.) = Ye a? " 
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在 这 一 情形 (lai| < 1) F, 序列 A= (hn)wzo 当 一 co“ 被 平稳 化 ”. 尤其 是 , 如 
AR ho 的 初始 分 布 是 高 斯 分 布 ， 





EKA h= (ha)nzo 形成 平稳 (既是 广义 的 , 又 是 狭义 的 ) 高 斯 序列 , 且 


2 








ao oO 
Eh. = Tog» Dh = r— (8) 
以 及 
oak 
Cov(ha, hk) = 717—323] (9) 
1 — af 


我 们 记得 , 狭义 平稳 性 理解 为 对 于 所 有 人 允许 的 m 和 k, 满足 下 列 性 质 : 
Law(ho, ji ,hm) = Law(h, hitk, hm); 


而 广义 平稳 性 意味 着 
Law(h;, hj) = Law(hi+k, hj44). 


如 果 
Cov(hn, hn+k) 


JDhnDhn+k | 


p(k) = Corr(hn, hn=k) = 
那么 由 (8) 和 (9) 我 们 求 得 , 当 jai| < 工时， 
p(k) = aj, (10) 


即 值 hn 和 hi 之 间 的 相关 系数 以 几何 方式 递减 于 零 . 

如 果 把 表示 式 (7) 与 上 节 中 的 公式 (2) 相 比较 , 那么 可 以 察觉 , 对 于 每 个 固定 的 
n, 模型 4R(1) 中 的 值 h 可 解释 为 有 q= n — 1 的 模型 M4(9) 的 对 应 的 值 hn. 在 这 
一 意义 下 , 有 时 会 含糊 地 说 , “模型 4R(1) 可 看 作 模型 M4(ce).” 

在 模型 4R(1) "P, 情形 jal = 1 对 应 经 典 的 随机 游 走 (比较 第 一 章 中 的 82a, 它 
讨论 随机 游 走 假设 和 有 效 市 场 概 念 ). 如 果 比 如 设 a, = 1, 那么 


hn = agn + ho 十 ca(sl +: + en). 
由 此 可 见 ， 
Ehn = aon + Eho 
以 及 


Dhn = o?n > oo, n oo. 
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情形 jal > 1 是 “爆炸 ”情形 (其 含义 为 , 例如 均值 Eh, 和 方差 Dhn ARES n 的 
增长 而 指数 增长 ). 
3. 我 们 现在 考察 p = 2 的 情形 : 


hn = ag + aiha 1 + azħn-2 + 088. (11) 
借助 于 上 面 引入 的 算 子 L, 这 个 差分 方程 可 表达 为 下 列 形式 : 
(1 — aiL — agL*)hn = a0+ oen. (12) 


如 果 ao = 0, 那么 对 应 的 方程 
(1 — a, L)hn = a0 + dEn (13) 
恰好 就 是 上 面 考 察 的 4R(1) 的 情形 . 
S wn = ao 十 oen. 于 是 (13) 有 下 列 形式 : 
(1 ~— a, L)h, = wn, (14) 
并 且 对 这 个 关系 式 “ 求 着", 自然 就 有 可 能 对 “输入 信号 ”(wn) 来 求 得 值 hn. 
基于 算 子 工 的 性 质 (参见 82a 中 的 第 2 点 ), 我 们 求 得 
(1 c a4 L 4- a2E? 4 --- c aL*)(1 - aL) = (1 - af 1 pF). (15) 
对 关系 式 (13) 的 两 端 作用 算 子 1 + ai L 4- a2L? 4- -.. E a&L*. 于 是 , 考虑 到 (15), 我 


们 得 到 
ha = (12r a3 E +L? +--+ af L wn + abt tL hn. (16) 


在 这 里 令 k — n — 1I wr = ao + cen, 我 们 得 到 等 式 
hn = (ao 十 aen) 十 ai(ao + oeni)t+ .+ar (ao +061) + at ho, (17) 


它 恰好 重合 于 以 前 求 得 的 表示 式 (7). 
X k=n-—1 时 , 由 (16) 并 考虑 (14), 我 们 看 到 


hn = A -aiL  a2L? +- +a tL") 一 ai)P + aho. (18) 
如 果 |ai| <1, 且 充分 大 , 那么 近似 地 有 
hn c (Ltayb+a2b? at En) — au L)hn. (19) 


这 样 一 来 , 就 可 看 得 很 清楚 ,“ 逆 算 子 ”(1 一 aL) ! 自然 应 该 定义 为 算 子 1--aiL 
a2L? +- a?L" 4 n — oo 时 (在 适当 的 意义 下 ) 的 极限 . (与 对 于 |z| < 1 的 代数 
表示 式 (1— 2) 71 — 1b zz? MEF.) 
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这 些 引 导 性 的 思考 可 以 例如 用 下 列 方式 来 形式 化 . 
我 们 考察 平稳 序列 h= (hn): 


hn = y dun (20) 


(级 数 在 均 方 意义 下 收敛 ). 不 难看 到 , (hn) 是 差分 方程 (14) 的 解 . 我 们 指出 , 在 具有 
有 限 二 阶 矩 的 平稳 解 类 中 , 这 个 解 是 唯一 的 . 
Bh = (hn) 是 另 一 个 平稳 解 . 于 是 由 (16), 


k 
hn = X alwn- + aft hn- (k+): (21) 
j=0 
而 这 意味 着 当 k 一 co H, 
2 


E = aT Eh? ys) = a TER? — 0. (22) 





k 
hn 一 ` aj Wn—j 
j=0 


由 此 和 由 (20) 得 到 , 方程 (13) 的 CEUEPGE ER MER) 平稳 解 存在 且 唯 一 . 

A. 所 引入 的 讨论 指出 , 通过 怎样 的 途经 可 对 差分 方程 (12)“ 求 逆 ”, 使 得 可 按照 
序列 (wn) 的 值 来 得 到 序列 (An) 的 值 . 

由 于 对 任何 Ai, Ao, 有 





(1 — A,L)(1 AL) 2 1— (Ar +A) + AAL’, (23) 
故 通过 方程 组 
Al +A2 = 41, (24) 
A1À2 = 一 Q2， 


确定 M, 和 2, 我 们 得 到 
1— aL — a3I? = (1 — A4L)(1 — A2L). (25) 
由 (24), A 和 Ao 显然 是 下 列 二 次 方程 的 根 : 
M — aA — a2 = 0, (26) 


Bil 


和 al + v/a? + 4a2 入 al — v/a? 十 4a2 
~ 2 , 2 。 


换 句 话说, Xi = zi!, hz = zy, 其 中 a1, 29 是 下 列 方程 的 根 : 








1 — aiz — a22? — 0, (27) 
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而 代数 表达 式 1 ~ aiz — azz2 就 是 由 算 子 表达 式 1— ai 大- ag lL? SINR L — z€ 
得 到 的 . 
考虑 (25), 方程 (12) 可 重新 记 为 下 列 形式 : 


(1 一 和 1 元 )(1 一 A2L)hn = Wn; 
由 此 , EA ELI" (1 ALT (1 A4 D)73, 我们 求 得 
hn = (1— AgL) ^! — AL) ws. (28) 


如 果 Xi Ao, 那么 我 们 就 纯 形 式 地 得 到 关系 式 














1 ab A do 
(1 — AL) — ML) (Ai = A2) l ZAL 1- wd i (29) 
因而 ， i A 
0 1 u —1 u 2 u —1 
hn = yy, - ML) us - 3 NL) n. (30) 


假定 [A < 1, i = 1,2, 或 者 等 价 地 , 假定 特征 方程 (27) 的 根 在 单位 圆周 之 外 , 我 们 
求 得 
(一 Ni) 一 1 十 和 十 和 天 十 i=1,2, (31) 


而 根据 (30), 这 意味 着 方程 (12) 的 (具有 有 限 二 阶 矩 的 ) 平稳 解 有 下 列 形式 : 





oo 
Ayn = » n X + CoA yw. j, (32) 
j-0 
其 中 系数 
EN _ Ae 
"aU NN AL 


(这 个 解 是 方程 (12) 的 唯一 平稳 解 , 其 证 明 与 对 于 方程 (13) 的 证 明 一 样 .) 
5. 最 后 , 我 们 转向 一 般 模型 4R(p): 
hn = ag + ahn i + aphn-p + 08a, (33) 


或 者 设 Wn = ao 十 oen, 有 





(1—aiL- aL? — ..- dpL? hn = ws. (34) 
遵循 在 p = 1 M p — 2 情形 下 运用 的 局 样 的 方法 , 我 们 考虑 “ 因 式 分 解 ” 
1—ajL — agh? — ---— aj? = (1— ALL)(1 — aD): (1 — ApL) (35) 





(其 中 入 i) i= 1, va 互 不 相等 ). 
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AR [A] < 1, i = 1,… ,p, 那么 由 (34) 我 们 求 得 在 具有 有 限 二 阶 矩 的 解 类 中 的 
(按时 间 ) KA” -oo 的 唯一 解 : 


hn = (1— AVL) +++ (1 ApL) Fus. (36) 
BEAL, Ao, …… ,Xp 是 下 列 方程 的 根 : 
AP — ay APTI — «+» — ap-1À— ay = 0 (37) 


(比较 (26)). 运用 等 价 形式 , 可 以 说 , X; = 27), 其 中 zz! 是 方程 1- ay 2—ag2?2----— 
apz? = 0 的 根 (比较 (27)). 

如 果 这 个 方程 的 所 有 根 都 在 单位 圆周 之 外 , 那么 我 们 就 得 到 平稳 解 h = (An). 

为 了 得 到 (30) 或 (32) 类 型 的 表示 式 , 我 们 考察 分 解 式 (29) 的 类 似 

1 C1 Cp 
GAN 一 TAN 

其 中 ce ,cp 是 待定 常数 . 

在 (38) 的 等 式 两 端 乘 上 (1 ~ 和 1z)…(1 一 和 y), 我 们 看 到 , 常数 c- ,cp 必定 对 
于 所 有 z 满足 








(38) 


1276 [[ a-»2. (39) 


i=l 1<k<p 
ki 


这 个 等 式 对 于 所 有 z 都 满足 , 尤其 是 对 于 z = A ',… 2 = AQ6 满足 ; 由 此 给 出 
c1,… ,Cp 的 下 列 值 : 


yp} 
^7 hace AY (40) 
ky 
(我 们 察觉 ees 1) 
由 (36), (38) 和 (40), 我 们 得 到 
hn = Klal Tec cpAb)ws 1, (41) 
i=0 


它 把 (32) 推广 到 p > 2 的 情形 . 
表示 式 (41) 使 得 有 可 能 来 计算 序列 h = (hn) 的 各 种 数字 特征 , 诸如 EAS, 协 方 
32, 条 件数 学 期 望 E(hn+k | Fn) (Fa = o(: t ,0—31,109,*75- , Wn )) 等 等 . 
在 平稳 性 假定 下 , 4B Eh, = / 容易 直接 由 (33) 求 得 : 
~ T= (a+ ap) 
至 于 协 方差 R(Kk) = Cov(hn, hn+e), 则 由 (33) 也 可 容易 求 得 对 于 天 = 1,2,.…, 有 


R(k) = a, R(k — 1) + --- c ag R(k — p). (43) 


及 (42) 
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mE k= 0, 那么 

R(0) = a1R(1) 十 … + ay R(p) + 0”. (44) 
对 于 相关 函数 p(k), k > 0, 也 有 同样 的 方程 (43) 和 (44) 成 立 , 它们 就 是 所 谓 Yule- 
Walker 方程 (G. U. Yule, G. T. Walker; [271]). 


6， 自 回归 模式 4R(q) 的 统计 的 中 心 问题 之 一 是 (1) 和 (2) 中 的 参数 0 = (ao, 
01,77: ,05,0) 的 估计 , 这 里 现在 为 了 确定 起 见 , 我 们 将 认为 ho,h_1,… 是 已 知 常数 . 

如 果 假 定 广义 白 噪声 e = (en) 是 高 斯 噪声 , 那么 基本 估计 方法 是 最 大 似 然 法 . 
根据 这 一 方法 , 参数 9 (在 观察 值 为 hi, ha, ,hn 的 条 件 下 ) 取 值 为 


ó,, 一 arg max Pb (hi, ha, < Ra), 
其 中 polhi, he, +++ has) 是 (高 斯 ) ME (At, ho,… ,hn) 的 联合 密度 . 
与 最 大 似 然 法 相 联 系 的 一 般 原 理 可 以 以 4R(1) 为 例 来 说 明 ,， 其 中 Ah, = ao + 
aiha4 + oen, 并 且 o 将 认为 是 已 知 参数 (o > 0), ho =0,n 2 1. 
由 于 这 里 9 = (ao, ai), 故 


1 " 1 x (hi — ag ~ ahi ai)? 
polhi, Pn) = ( =) eel 2 2; 202 7 


不 难看 出 , 估计 8 = (do, 人 1) 可 转化 为 由 下 列 函 数 的 最 小 值 条 件 来 得 到 : 


(ao, al) = S (he — ao — a1hk 1 y. 


k=1 


iX ao CR Al a, CR, 我们 看 到 


8 n 
At =0 <> 2 3 (h; 一 00 — a1hy 1) = 0, 
oU k=1 (45) 
Bar 二 0 4> 2 (hy — ao — aiha-i)hia = 0. 
k=1 


解 这 个 线性 方程 组 , 我 们 就 求 得 z 和 a). 

我 们 把 注意 力 集 中 到 参数 a, 估计 量 3; = G1 (hi ,hn), n 2 1 并 为 了 简化 叙 
XR, 认为 参数 ao 已 知 (ao = 0), W o= 1. 

在 这 些 假定 下 , hn = aihn- ten, 并 且 由 (45) 我 们 求 得 


a= Dk hii hk 
Maja 
也 就 是 . 
Dk P-i6k 
Yra hai 


Cl = al + 
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A 
n 
M, = » hy 18k. 
k=1 


序列 M = (Ma) (对 任何 参数 值 wm) FER, 其 平方 特征 为 
(M). = M ha 
k=1 


因此 , 如 果 ai 是 原来 的 林 知 参数 值 , 那么 


人 Mn 
Qi = Q1 + (Myn. (46) 


由 这 个 表示 式 我 们 看 到 , 最 大 似 然 估 计量 i 是 强 相 容 估 计 , BB, 24 n 一 oo 时 ， 
以 概率 1 di — a1; 这 是 因为 (M)n 一 co (P-a.s.), 并 且 根 据 对 于 平方 可 积 蒜 的 强 
大 数 定律 ([439; 第 VIT Æ, 85]; 也 可 比较 §1b 中 的 (12)), 


ane 一 0 (P-a.s.). 


如 果 在 所 考察 的 情形 (ao = 0,0 = 1) F, 计算 Fisher 信息 


? In P4, (ja ,hn) 
ða? , 


In(a1) = Ea, {- 


其 中 EQ, 是 对 测度 
Pa, = Law(hi,--- hn | 9 = ai) 


的 数学 期 望 , 那么 我 们 求 得 
In(a1) = Ea, (M)n = Ea, ua 
k—1i 


利用 上 面 对 于 Eh, 和 DA 4 所 引入 的 公式 , 我 们 得 到 


n 

一 一 一 1 

lab jai] <i, 

n 

In(ai) ~ 4 755 jax] = 1, (47) 

aan 

(3-1 7 D? jail >1. 
1 


正如 我 们 所 看 到 的 , 情形 ja = 1 在 某 种 意义 下 , 是 特殊 的 “边界 ”状态 . 在 这 
一 情形 下 , h= (hn) 是 随机 游 走 (比较 第 一 章 中 的 $2a: 随机 游 走 假设 和 有 效 市 场 概 
Z&). 当 Jai] Z 1 时 , 对 应 的 序列 h = (ha) 是 Markov 序列 . 这 时 , 在 情形 Jail < 1 F, 
M n 5 oo BT, 序列 h = (hn) 被 “平稳 化 ”. 
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这 点 说 明了 在 序列 h = (hn) 的 统计 中 , 为 什么 人 们 要 对 求解 下 列 问 题 尤 为 注意 : 

两 个 假设 
Ho:|ai 2-1 xm Hi:jai|| 51 

中 的 哪 一 个 更 有 可 能 ? 

在 计量 经 济 学 的 文献 中 , 其 中 包括 那些 有 关 金 融 模型 的 文献 , 与 是 否 有 lai| = 1 
相 联系 的 一 系列 问题 常 称 为 “单位 根 (unit root) 问题 ”. 

我 们 (不 加 证 明 , 其 详情 例如 可 在 [445], [452] 以 及 在 这 些 著作 中 所 引 的 相应 文 
献 中 找到 ) 介绍 某 些 关于 偏差 di — ai 的 极限 分 布 的 结果 . 


定理 1. 5 n oo 时 ， 
(zr), jei] <1, 


lim Pa, (V/T (2) ~ 1) <2} = 4 Ha (2), [ar =1, (48) 
Ch(z), lail > 1, 


其 中 (r) = Í (0,1)(Y)dy 是 标准 正 态 分 布 , Ch(z) 是 密度 为 
分 布 以 及 Ha, (2) 是 随机 变量 


ea 35 f Cauchy 
W?(1)—1 
2 S 
ava | W'"* (s)d 


的 分 布 , 这 里 (W(s)).ei 是 标准 维 纳 过 程 (布朗 运动 ; 参见 第 三 章 83a). 

值得 注意 的 是 , S |ai| z 1 时 , 极限 分 布 密度 关于 零点 对 称 ， 然 而 , 分 布 密度 
Ha, (x) 是 非 对 称 的. (这 点 容易 由 观察 到 P(W?(1) -1 > 0) z 4 ARB.) 

下 列 结果 指出 , 借助 于 偏差 @ - ai ) 的 随机 正 态 化 (其 含义 在 于 运用 随机 Fisher 
信息 (M)n 来 取代 Fisher 信息 (a), 可 以 仅仅 得 到 两 种 极限 分 布 , 而 不 再 是 (48) 
中 的 三 种 . 

定理 2. 5 noo 时， 

lim Pa {V (M}n(@1 — a1) < z} = "n la| #1, (49) 


Ho,(x), Jail = 1， 


其 中 H, (a) 是 随机 变量 
a W?(1)-1 
(eee 


wf W2(s)ds 


的 概率 分 布 . 
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BUA, 除了 随机 正 态 化 以 外 青 运 用 序 贯 最 大 似 然 估 计量 , 就 导致 唯一 的 极限 正 


定理 3. 设 0 > 0, 


7(8) = inf{n > 1: (M)n > 0} (50) 
以 及 0) 
&(r(8)) = re (51) 


是 序 贯 最 大 似 然 估 计量 . 那么 对 于 任何 值 ai CR, 


lim Pa, { /(M)-co)l@x(r(8)) — a1] < 2} = O(a). (52) 


n 


我 们 把 这 个 结果 与 断言 (48) 作 比 较 . 

如 果 原来 的 时 间 参 数 是 “时 间 ”n, 那么 参数 0 可 看 作 根据 随机 Fisher 信息 (M) 
来 确定 的 “新 的 " “运作 ”时间 . 我 们 察觉, Fisher 信息 改变 较 小 的 (大 ) 时 间 区 间 ， 
在 "新 的 6 时间” 中 对 应 较 小 的 区 间 , 反之 也 一 样 . 因此 , 在 “新 的 " “运作 " 时间 中 ， 
信息 流 变 得 均匀 一 致 . 在 这 个 “新 的 ” 9- 时 间 中 , 所 获得 的 数据 变 得 有 “同等 价值 ”， 
在 某 种 意义 下 对 于 所 有 参数 值 a 来 说 “ 同 分 布 ", 并 且 归根 到 底 , 确立 了 极限 分 布 是 
唯一 的 和 正太 的 . 

关于 “新” 时 间 的 有 关 问 题 我 们 以 后 在 第 四 章 83d 中 再 来 讨论 ; 在 那里 我 们 将 
针对 汇率 数据 的 “平坦 化 ", 来 足够 详细 地 阐述 这 一 时 间 转 换 的 含义 ,其 中 周期 特征 
以 其 “地 理 " 成 分 性 态 清晰 可 见 . 

T. 关于 最 大 似 然 估 计量 的 性 质 的 补充 信息 可 由 下 列 结 果 得 到 (参见 [258], [445]， 
[452]). 

首先 是 


sup Eq, la; — a1| 一 0, n oo. 
a,ER 


其 次 , Ut Ula) 是 估计 量 a, 的 类 , 对 于 它 的 偏 移 





ba, (à1) = Ea, (@1 — a1) 一 0， n— oo, 
以 及 d 
da, (a) — 0, n - o. 


(最 大 似 然 估计 量 a 当 |ai| 41 时 属于 类 U(a).) 
对 于 lai| 41, 最 大 似 然 估计 量 a, 在 类 U(a1) 中 按 下 列 意义 渐 近 有 效 : 对 于 所 


有 ài € U (a1), y 
一 -一 Ea (M) n(@1 一 CI 
m E (MG ay < 
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对 于 la|l < 1 (FÉ E), 估计 量 a, 也 在 通常 意义 下 渐 近 有 效 : 对 于 所 有 
ài € U(a1), m 
Bona St 


序 贯 最 大 似 然 估计 量具 有 下 列 渐 近 一 致 性 质 : 当 9 一 oo 时 ， 








sap, sup [Pa [Ds (0) ~ al <2} -2| — 0, 
sup — sup|Pa, { y (Mro lâi (7()) — ai] < 2} ~ (| — 0. 





l<rglall&R c 


82c. 自 回归 移动 平均 模型 ARMA, q) 和 整合 模型 ARIMA(p,d,q) 


1. 这 些 模 型 体现 了 上 面 考 察 的 两 种 模型 M4(q) 和 4R(p) 的 特点 , 使 得 构造 模型 
时 有 足够 广阔 的 可 能 性 , 来 “很 好 ”说 明 统 计 “ 原 材料 ”的 概率 本 性 . 

与 上 面 一 样 , 假定 有 给 定 的 渗透 概率 空间 (Q, 多, (Fa) P), 其 中 目前 方便 地 认为 
Fn = 0(.…,E_1sos1 En) 联系 着 (TX) “AUR” e= (en). 

根据 定义 (比较 81d), FEI A = (hn) HARMA 模型 , 是 指 


hn = Bn 十 GEn， (1) 
其 中 
Hn = (ao 十 an 1 十 … + Gphn—p) + (biEn—1 + b2€n-2 + + bgEn—q)- (2) 


不 妨害 一 般 性 , 值 o 可 假定 为 已 知 并 等 于 1: o = 1. 于 是 由 (1) 和 (2), RITR 


得 
hn 一 (aiPn i Tec aphn_p) 

= ag 十 [£n 十 b1En-1 + b2£4 2 十 … 十 bgEn—ql (3) 

或 者 
a(L)hn = ao + B(L)&n; (4) 

其 中 
a(L) =1-—a,h—---—a,L? . (5) 

以 及 
B(L) 2 14 bL + +b L.. (6) 


我 们 注意 到 , YE q = 0 的 情形 下 ， 


a(L)hy = Wn, 
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这 里 w = ag + en, Bl, 我 们 得 到 AR(p) 模型 . (比较 82b 中 的 (5).) 
同样 , 在 p — 0 的 情形 下 , KAS (3) 取 下 列 形 式 : 


hn = 00 + B(L)&n, (7) 


Bil, 变 为 MA(g) 模型 . (比较 $2a 中 的 (4).) 
由 (4) 通过 形式 求 逆 , 我 们 求 得 





Lu a4 F3 
ha = MH p) (8) 
其 中 
a 
b= Gp Pe) (9) 


(假定 ai +---+ap £1). 

现在 转向 方程 (3) 的 (L2 类 中 的 ) 平稳 解 的 存在 问题 . 由 (8) 和 上 面 (在 82b 的 
第 5 点 中 ) 的 讨论 得 到 , FEE HAT o(L) 的 性 质 所 决定 , 即 由 A4RMA(p,q) 模 
型 的 自 回 归 成 分 所 决定 . 

如 果 §2b 中 的 方程 (37) 的 所 有 根 按 其 模 都 小 于 1 (对 此 必须 有 ai --+ap #1), 
那么 这 时 对 这 个 模型 (在 L? 类 中 ) 存在 叭 一 的 平稳 解 h = (hn). 

FH (8) 我 们 得 到 , 对 于 平稳 解 ， 


ao 


Eh. = Tr Fa) (10) 
(比较 §2b 中 的 (42).) 
由 (3) 不 难 求 得 , 对 于 大 > 9 的 协 方差 R(k) = Cov(ha, haa) 满足 关系 式 
R(k) = asR(k — 1) +- +apR(k — p), (11) 
它 与 在 模型 4AR(p) 的 情形 下 一 样 . (比较 §2b 中 的 (43).) 
2. 我 们 考察 模型 4R(1) 和 MA4(1) 的 下 列 组 合 4RMA(1,1) 来 作为 说 明 : 
hn — arhn—1 = ap + En + bien-1. (12) 


我 们 将 假定 lai| < 1 (平稳 性 ”). 在 这 一 情形 下 ， 


a(L)=1—mL,  f(L)-1-^hL, (13) 
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以 及 (8) 取 下 列 形 式 : 


|| Q0 p bbl 
~ 1a 1—ajL 


oo 
ao 
a la 十 (> air) (1+ biL)en 


oo 
a 

= ey 十 (ai 4-1) Sets + En. 
=a k=l s 


hn En 


由 此 直接 求 得 R(k) = Cov(hn, hny) 满足 下 列 关系 式 : 


R(k) = a,R(k — 1), k 2 2, 

R(1) = a1R(0) + bi, 

R(0) = a4R(1) + (1 + arb) -- 82). 
由 此 得 到 


1+ 2aibi +b? 
R(0) = Dh, = — o 
— a2 


x (k) | (1+abı)(aı + bi) 
+ a1631)(a1 + b _ 
oh) = Ro) = +2057 of (18) 
在 拟 合 具体 的 统计 数据 时 ， 试 图 利用 模型 4RMA(1,1) (以 至 更 一 般 的 模型 
ARMA(p,q)) FT, 重要 的 是 要 注意 到 , 当 ja] < 1 Hd, 相关 系数 随 着 k oo 而 以 
几何 方式 递减 . 


0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 


图 20 服从 4RM4(1 1) 模型 hn = ao + aihn_1 beni + oen 的 序列 h = (hn) 的 计算 机 仿真 图 
像 , 其 中 参数 ap = -1, ai = 0.5, bı 201,0 = 0.1; ho = hy = 0; 以 及 2 € n < 1000 
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3. 上 面 考察 的 模型 4RM4(p,o) 已 得 到 充分 研究 和 成 功 应 用 , 主要 用 来 描述 平稳 
时 间 序 列 . 在 时 间 序 列 x = (an) 中 有 非 平 稳 性 的 情形 下 , 有 时 简单 地 取 差 分 Arn = 
zn 一 Zn-_1 或 者 d 阶 差分 Aja. 就 可 成 功 地 得 到 “ 较 ” 平稳 的 序列 Ate = (Afr). 

对 此 联系 下 列 术语 : 我 们 说 序列 x = (zn) JÉARIMA(p, d, q) 模型 , 是 指 Atr = 
(Adzn) 形成 4RMA(p,g) 模型 . 

在 一 种 符号 形式 下 , 这 可 表示 为 下 列 样式 : 


AT ARIM A(p, d,q) = ARM A(p, q). 


为 了 揭示 这 一 模型 的 含义 , 我 们 考察 它 的 特殊 情形 : 模型 A4RIMA(0,1,1). 这 意 
味 着 Arn = hn, 而 (hn) 服从 模型 M4(1), 即 ， 


Agn = H + (bo + biL)es. 











1 LLL 
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 


图 21 服从 4RIMA(0,1,1) 模型 Arn = u + bien 1 十 boen 的 序列 z = (en) 的 计算 机 仿真 图 像 , 其 
PBA — 1, bı = 1, bo = 0.1; zo = 0 








如 果 引 入 求 和 算 子 (“ 积 分 ”或 “整合 (integration) BT) S, 它 由 公式 S = A^ 
来 定义 , 或 者 等 价 地 定义 为 
S=14+L+1?4+---=(1-L)"}, 
那么 形式 上 可 记 为 
tn = (Sh)n, 


其 中 hn = wt (bo t biL)es = + boen + biEn-1. 
这 样 , z = (cn) 就 可 看 作 服 从 模型 MA(1) 的 序列 h = (hn) 的 “整合 ”结果 , 它 也 
WEHT ARIMA 这 一 称号 的 来 源 : 


ARIMA = AR+I+MA, 
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其 中 字母 了 来 自 “Integrated (整合 )”. (比较 图 18 和 21.) 
正如 已 经 注意 到 , 这 些 模型 在 Box-Jenkins 理论 [53] 中 被 广泛 运用 . 在 金融 数据 
统计 中 应 用 这 些 模型 的 更 多 的 资料 例如 可 参见 [351]. 


§2d. 线性 模型 中 的 预测 


1. 在 本 节 的 引言 中 , 曾 注意 到 , (根据 “过 去 的 ” 数据) 构造 概率 统计 模型 不 是 一 
个 目 我 目标 , 而 是 归根 结 底 它 对 于 给 出 “未 来 ”价格 运动 的 预测 是 必要 的 . 

在 极为 稀罕 的 情形 下 , 才 可 能 根据 “过 去 ”数据 给 出 无 误差 的 预测 (这样 的 局 
面 例如 为 所 谓 奇 异 平稳 序列 所 固有 ; 参见 后 面 的 第 4 点 , 以 及 详 见 例如 , [439; 第 VI 
章 ].) 

当然 , 典型 的 情形 是 , 在 给 出 这 样 那样 的 预测 时 , 我 们 不 可 避免 地 定 出 某 种 误差 ， 
它 的 大 小 确定 了 基于 所 得 到 的 预测 所 作 决策 的 风险 程度 . 


2. 在 线性 平稳 模型 中 , 有 一 种 精心 制作 (和 漂亮 的 ) ( 均 方 意义 下 ) 最 优 线性 估 
计量 构造 理论 ; 它 主要 是 在 A. N. Kolmogorov 和 N. Wiener ( 维 纳 ) 的 著作 中 发 展 起 
来 的 . 

正如 我 们 在 上 上 面 看 到 , 许多 被 考察 的 序列 可 表示 为 单 边 移动 平均 形式 : 


An = 33 (1) 
k=0 








其 中 二 lak|? < oo, 而 某 个 “基底 ”序列 © = (en) 是 广义 白 噪声 ，( 对 于 模型 MA(q)， 
MA(co) ET §2a 中 的 (15); 对 于 模型 4R(p) 参见 82b 中 的 (41); 对 于 模型 
ARMA(p, q) 参见 82c 中 的 (8).) 

为 了 叙述 有 关 这 样 的 序列 的 外 推 的 结果 , 我 们 需要 某 些 记号 和 概念 . 

WR E = (En) 是 随机 序列 ,那么 记 FE = o(--- En- En) 是 由 “过 去 的 > (Es, k < 
n) 所 生成 的 oC FS = VF 是 所 有 量 € = (€,) 所 生成 的 -代数 ; HE 是 量 
(£k, k <n} (Æ L 中 ) 所 生成 的 闭 线性 流 形 区 (… , EnEn) 以 及 HE 是 所 有 量 

= (én) 所 生成 的 闭 线性 流 形 , Bl, HE = (£x, k< oo). 

设 n = n(w) 是 具有 有 限 二 阶 矩 的 某 个 随机 变量 , E7?2(w) < oo. 我们 提出 根据 观 
察 序列 上 来 估计 随机 变量 ”的 课题 . 

这 里 最 为 流行 的 是 下 面 两 种 方法 . 

WR (C Eni, En) 是 应 当 观 察 的 , 那么 在 第 一 种 方法 中 , 取 所 有 .多 -可 测 估 
计量 jin 作为 估计 量 , 然后 在 其 中 取 最 佳 (最 优 ) 的 0, 它 达到 均 方 偏差 的 最 小 值 : 


Eln ~ Mal? = inf Eln — sif. (2) 
如 所 周知 , 在 这 一 意义 下 的 最 优 估计 量 有 下 列 形式 : 
fin = EQ FÉ), (3) 
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其 中 E(.|.) 是 条 件数 学 期 望 , 它 一 般 来 说 , 是 观察 值 (… Eni, En) 的 非 线性 函数 . 
(对 于 充分 广 的 随机 过 程 类 的 最 优 非 线性 滤波 、 外 推 和 内 插 问 题 例如 在 [303] 中 讨论 .) 
在 另 一 种 我 们 现在 关注 的 方法 中 , 被 考虑 的 仅仅 是 线性 估计 量 , 即 HS 中 的 函 
数 , 而 HS 的 元 素 (按照 定义 ) 或 者 是 量 (£L, k < n) 的 有 限 线 性 组 合 , 或 者 是 它们 的 
L?-AR BR. 
类 似 于 (2), E n 的 最 佳 (最 优 ) 线性 估计 量 X。e HE, 它 使 得 


Eln — A4]? = inf. Eg 一 和 |2. (4) 
A.CH& 


这 时 , 对 于 An 采用 下 列 记号 (比较 (3): 
dn = E(n|H8), (5) 
其 中 E(-|-) 是 广义 条 件数 学 期 望 . 


3. RNA hn (n 2 1) 的 (线性 ) 预测 值 问 题 上 , 其 中 序列 h = (hu) 可 用 公 
3X (1) 来 描述 , 而 所 依据 的 “信息 ”是 时 刻 o 以 前 的 . 当 所 有 “过 去 的 信息 ”不 是 由 
h= (hn)ngo, 而 是 由 € 三 (En)n<o 生成 时 ， BQ, 考虑 


H$ = Z(--- ,€-1,€0) 


时 , 这 个 问题 的 求解 比较 简单 : 


事实 上 ， 
RO = E(h,|H§) -全 QkEn—k + Y GkÉn—k | us) 
k=0 k=n 
= -5 QkEn—k + E (= OkEn—k | n) = »» QkEn—k, (6) 
k=n k=0 k=n 


这 是 因为 对 于 i> 1, 有 
Elei|1§) = Eei(= 0), 
TARH “EIRE” e= (e) 的 成 分 的 正 交 性 得 到 
这 时 , 不 难 求 得 外 推 误差 为 
n—1 


on = Elin — Ê(hn| HO = Y lanl”. 
k=0 


很 明显 , o2 < o2,,, 9H. 


oo 


mg: 2(. cp2 
lim cn 一 2 |ax|* (= Eh; ). 
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由 此 得 到 , 随 着 n 的 增长 , “过 去 的 信息 ”Hs = Zl enco) 在 预测 量 hn WE 
中 , 作用 变 得 “ 越 来 越 小 ”, 并 在 极限 情形 (n. 一 oo) F, 应 该 干脆 取 数 学 期 望 来 作为 
最 佳 估计 量 , 即 在 所 考察 的 情形 下 为 零 . 

当然 , 外 推 问题 不 仅仅 是 对 无 限 个 值 {ex,k < 0) 提出 的 , 它 也 对 某 有 限 个 值 ( 例 
如 {ekl < k « 0}) 来 提出 , 这 样 更 有 意义 . AM, 应 该 注意 到 , 这 后 一 个 问题 在 技巧 
上 要 比 我 们 现在 所 考察 的 更 加 复杂 . 

所 得 到 的 表示 式 为 


AQ = 5 GkEn—k, (7) 
k=n 


TRUST Hoh, 根据 (RIE fe HS (而 不 是 包含 在 X (hau ho) 'PBS “TB” 
HE) 的 外 推 问题 . 
当然 , 很 明显 , 如 果 假 定 
Hs = Hg, (8) 


那么 至 少 在 原理 上 , 由 (7) 也 可 得 到 形 为 5 rhn- 的 对 应 估计 量 Ens HI). 


4. 联系 所 作 的 假定 (1) 和 (8), 这 里 适宜 再 提起 某 些 平稳 随机 序列 理论 的 一 般 
结果 . 

WE = (En) 是 某 个 (广义 ) 平稳 序列 . 

每 个 元 素 n € HE 可 表示 为 两 个 正 交 成 分 之 和 的 形式 : 


n = E(n|S(€)) + In — E(nI S (6))], 


其 中 osé) = N, HE 是 包含 在 “无 限 远 过 去 ”中 的 (线性 ) 信息 . 以 RE 表示 形 为 
n—E(n|S(€)) 的 元 素 集合 , 其 中 m e HE, 我 们 求 得 , 集合 HO 本 身 可 表示 为 正 交 
Al: H(£) = S(£) © R(E). 

平稳 序列 上 = (En) 称 为 正则 的 , BYE HE) = RE), 而 称 为 奇异 的 , 是 指 HE) = 
S(é). 

条 件 HO = SE 的 直观 含义 非常 清楚 : 它 意味 着 由 序列 上 的 值 所 提供 的 所 有 
信息 ,“ 位 于 无 限 远 过 去 ”. 因此 , 奇异 序列 也 称 为 纯 决定 的 或 者 完全 决定 的 ， 当 子 空 
fa) S(£) = e, Bl H(£) = R(£) Bj, 序列 E 称 为 纯 不 决定 的 或 者 完全 不 决定 的 . 

所 引入 的 概念 的 内 容 在 下 列 结果 中 揭示 . 


命题 1. 每 个 非 退 化 广义 平稳 随机 序列 £ — (6,) 有 且 仅 有 唯一 的 分 解 
bn = EL +E, 


其 中 ev = (E) 是 正则 序列 , 而 E = (£2) 是 奇异 序列 ; iX M, £7 和 £5 是 正 交 的 
(Cov(£7, ES) — 0 对 于 所 有 n Fo m RŽ). 
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(详情 参见 [439; 第 VI Æ 85].) 
我 们 引入 下 列 重 要 的 
定义 . 随机 序列 © = (en) 称 为 对 于 & = (En) 的 更 新 序列 , 是 指 
a) € = (En) 是 广义 白 品 声 , BY Ee, = 0, Eenem = 0,n zm, Ele, ? =1; 
b) H = HS 对 于 所 有 n SUN vr. 
术语 “更 新 ”的 直观 含义 在 于 : 由 序列 e = (en) 的 元 素 的 正 交 性 , enpi 可 看 作 那 
种 (“新 的 ”) “更 新 ”了 包含 在 HE 中 的 信息 的 信息 , 并 给 出 了 形成 HE, 的 可 能 性 . 
既然 HE = Hs 对 于 所 有 n Bor, 故 同样 有 esa 也 “更 新 ”了 HS 中 的 信息 . (比较 
第 一 章 中 的 82a, 其 中 考察 了 随机 游 走 假设 , 并 讨论 了 有 效 市 场 的 概念 .) 
下 列 命题 建立 了 上 面 引入 的 这 些 概念 之 间 的 联系 . 
命题 2. 非 退 化 序列 上 = (En) 正则 的 充 要 条 件 为 可 求 得 这 样 的 更 新 序列 e = (En) 
以 及 数 (@k)k>0, 满足 X [ax |? < oo, 使 得 (P-a.s.) 
k=0 


n= Y GkÉ£n-—k- (9) 
k=0 


(证 明 参 见 例如 (439; 第 VI 3, 85.) 
由 上 述 两 个 命题 直接 导出 
命题 3. de £ = (£4) 是 非 退 化 平稳 序列 , MACH Wold 展开 : 


En = ER + So arene, (10) 


i-o 
其 中 La < oo 以 及 = = (en) 是 某 个 (对 于 E 的 ) 更 新 序列 . 
5. 如 果 假 定 序列 h = (hn) 有 带 (对 于 h 的 ) 更 新 序列 © = (en) 的 表示 式 (1), 
那么 
Fin = E(hnl He) = E(hn|H5) (= REP). 
由 (6), 它 意味 着 ， 
-5 OkEn—k = Ys. ks (11) 


k=n 


其 中 后 一 个 等 式 是 由 HE = Hr 对 于 所 有 n 都 成 立 而 得 到 的 . 

公式 (11) 在 原理 上 解决 了 根据 “过 去 的 ”信息 {hx,k < 0} HB. hn 作 最 优 线性 
外 推 的 问题 . 但 是 , 这 里 自然 产生 下 列 两 个 问题 : 什么 时 候 序 列 h = (hn) 有 带 更 新 序 
列 e = (En) 的 表示 式 (1), 以 及 怎样 求 得 (11) 中 的 系数 Gy. 
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第 一 个 问题 的 答案 包含 在 命题 2 rp: 序列 h = (hn) 必须 是 正则 的 . 这 里 有 著名 
的 Kolmogorov 判别 准则 成 立 : 如 果 h = (hn) 是 有 谱 密 度 f = fA) 的 广义 平稳 序 
5], 满足 . 
J In f(A)dà > 一 oo， (12) 


那么 这 个 序列 是 正则 的 . (参见 例如 [439; 第 VI BE, 85].) 
6. 我 们 记得 , 每 个 带 EG, = 0 的 广义 平稳 序列 € = (5) 有 谱 表 示 


En = 人 e?" z (dA), (13) 


其 中 对 于 A € Z(-m-,x]. z = z(A) 是 有 正 交 值 的 复 随机 测度 : Ez(A1)z(A2) = 0, 
Ai NA? = e; (参见 例如 [439; 第 VI 章 , 83]). 
这 时 , DJ; 25 ERE R(n) = Cov(Exin, £x) 有 表示 式 


R(n) = / e? F(dX), (14) 


其 中 谱 测 度 F(A) = Elz(A)?. 
如 果 存 在 ( 非 负 ) 函数 f = fA), 使 得 


F(A) = 人 f (Na, (15) 


那么 它 称 为 谱 密 度 . 函数 F(A) = F((—00, A]) 本 身 称 为 谱 函 数 . 

这 样 一 来 , 只 要 先 验 地 已 知 原来 的 序列 h = (hu) 是 带 满 足 条 件 (12) 的 谱 密 度 
f = fO) 的 广义 平稳 序列 , 那么 这 个 序列 就 是 正则 的 , 并 且 有 带 更 新 序列 © = (en) 
的 表示 式 (9). 

7. 在 上 而 考察 的 我 们 感 兴趣 的 线性 模型 中 , 序列 h = (hn) 并 没有 给 出 谱 表 
AR, 而 是 级 数 (1) 的 形式 , 其 中 e = (en) 为 某 个 正 交 序 列 , WEA Ee, = 0 和 
Eeie; = fij, 这 里 dij 是 Kroneker 记号 : 


06; 二 1， 当 i=j, dij =90, 4 iF). 


l, n=O, 
Re(n) = |， n0 (16) 
以 及 谱 密 度 
f= LAT. (7) 
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(因为 Re(n) = J " om zda.) 
如 果 hn = È aren, 并 且 系 数 ok 满足 È lal? < oo, 那么 不 难看 出 , 序列 
=0 =0 
h = (hn) RIT 23 PRL 


Ri (n) = / T fi (3)dA, (18) 
其 中 i 
fr(A) = alee P (19) 
以 及 Nu 
O(z) = X arz". (20) 
k=0 


现在 假定 , 级 数 (20) 有 收敛 半径 7 > 1, 且 在 区 域 |z| <1 中 没有 零点 . 在 这 个 
BEF, 最 优 线 性 预测 hn HERA (11) 中 的 系数 a. 的 求 值 问题 可 用 下 列 方式 来 
解决 (详情 参见 例如 [439; 第 VI 章 , 86]). 


(e?) 
> — pidn On e* 
Pn (A) =e $(e-:^) ? (21) 
其 中 x 
®,,(z) = 5 ay2*. (22) 
k=n 
把 pn A) 展开 为 Fourier 级 数 : 
Q.0) = al”) + ae 4 AM) eN 十 (23) 
Bea” a”)... 将 精确 地 确定 量 h 的 最 优 线性 预测 An: 
hn = (hn | Ht) = 》 ap haa (24) 


k=n 


这 样 一 来 , 我 们 就 有 可 能 按照 过 去 的 值 {… ,h_1, ho) 来 构造 值 hn 的 预测 , 只 
要 我 们 能 够 求 得 表示 式 (23). 
8. 为 了 解释 上 面 叙 述 的 方法 , 我 们 考察 对 于 平稳 模型 MA(q), AR(p), ARMA(p, q) 
的 一 系列 例子 ; 这 里 我 们 只 限于 某 些 值 p 和 gq 引信 预测 公式 . 至 于 一 般 公式 参见 例 
如 , [439; 第 IV 章 , 86]. 
例 1 Q7 MA(q)). 设 
hn = B(L)en, (25) 
其 中 
B(L)=b0+biL+-...+baLy, (26) 
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即 ， 
hn = M been—k- (27) 


k=0 
把 这 个 表示 式 与 (1) 相 比 较 , 我 们 看 到 , 对 于 0 <k <q, 有 a, = bx, 以 及 对 于 有 > q, 
有 wk = 0. 
因此 ， 


q 
(z) = Xo brz" 
k=0 
以 及 , 
bkz, n <q, 
na- | kz nag 


0, nq. 
MXF n < q, 有 4 ak 
> AN =n Sb 
Qu) = e^ Hs ak. 
UBF n >q, 有 Pnl) = 0. 

JURE, 如 果 n > g, 那么 在 展开 式 (23) 中 所 有 系数 G, = 0, 而 这 意味 着 , 在 这 种 
情形 下 , 最 优 预测 hn = 0; 这 点 并 不 使 人 惊讶 , 因为 当 >q 时, hn 与 量 ho, has, 
中 的 每 一 个 之 间 的 相关 系数 为 零 . 

如 果 g = 1 那么 


(28) 


hn = boEn + bi€n—-1 
AR pb b 
入 A E€ 7b u 1 
PA) =e bote 1 — boe? 
当然 , 可 立即 认为 bo = 1 LARS bi — 0, 其 中 |9| < 1, 以 保证 D(z) = 14 62 TE 
KR |z| < 1 中 没有 零点 . 于 是 


= — 一 De) 1)* e- 9) _ =o er 1)F6F. 
把 这 个 展开 式 与 (23) 作 比 较 , 我 们 求 得 , 对 于 g = 1 ln =1, 有 





P(A) = 


al? = 6, 
aj = (-1) 6, 
aP = 63, 


ap) = (-I) 16%, 
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因此 , 对 于 模型 MA(1), 值 hi 根据 “过 去 ”的 (… h uu ho) 的 预测 由 下 列 公 式 
来 确定 : 


hi = al” ho +EP h Lee aU hik Tee 
= 0(ho — 6h. + *h 3 E (71) 108 Thi +--+) 
= 3 (—1)*8* "p ,. 
k=0 
由 此 可 见 , 对 量 hi 的 预测 值 有 最 大 贡献 的 是 “最 近 的 过 去 ”的 值 ho, 而 过 去 的 
值 的 贡献 按 几 何方 式 递减 (hn 的 贡献 带 有 系数 0^, 其 中 |9| < 1). 


fj 2 (模型 4R(p)). 我 们 将 假定 (比较 82b 中 的 (33)), 对 于 —oo < n < oo, 有 
hn = aihn—-1 + +++ + Gphn—p + En, (29) 


这 时 , 在 因子 分 解 表示 式 (35) (82b) 中 , 值 A; 相互 不 同 , = 1, ,p, 以 及 | 和 | <1. 
对 应 §2b 中 的 (41), 方程 (29) 的 平稳 解 有 下 列 形 式 : 


Me 


j = X (eM + + Cp AM)enk, (30) 


> 
ll 


0 


BI, 在 表示 式 (1) 中 ， 
ay 二 CI 和 二 .十 cp. (31) 


从 原理 的 视角 来 看 , BE hn 的 根据 值 {he k < 0} 的 预测 h 是 用 公式 (24) 给 出 
的 , 其 中 系数 a” 是 由 函数 B,(z) 的 Fourier 级 数 展开 来 得 到 的 (参见 (21)-(23)), 
其 中 考虑 到 在 函数 Pr(A) 的 定义 中 的 系数 a 的 公式 (31). 

在 文献 中 ， 有 各 种 各 样 的 方法 来 寻求 应 用 方便 的 预测 名 ,的 公式 (参见 例如 ， 
[211], 其 中 叙述 根据 Ras- Luca 求 出 值 An 的 递 推 程序 ). 

我 们 只 限于 说 明 对 于 平稳 模型 4R(1) 的 预测 的 计算 : 


hn = 0h44 + En, (32) 
其 中 e| < 1. 
我 们 记得 , 在 这 一 情形 下 ,Rnm) = Cov(he, hein) 是 用 下 列 公式 确定 的 : 
Or 
由 此 不 难 断 定 , 谱 密度 函数 f = f(A) 存在 , 且 由 下 列 公 式 米 给 定 : 
f(A) == l (34) 


^39: oeae 
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把 (33) 与 (19) 相 比 较 , 我 们 求 得 
B(z) = 一 二 一 2,02". 


因而 由 (21) 得 到 
Qu) = 0", 
而 这 意味 着 (参见 (23) 和 (24)) 


n = 0 hio, n zl, 


Bl, 对 于 量 h, 根据 {hrk < 0} 来 预测 ， 只 需 知 道 值 ho, 而 由 于 序列 A = (hn) 的 
Markov 特征 , 这 点 并 不 令 人 奇怪 . 


Gil 3 ( 带 参 数 p = g = 1 的 模型 4RMA(p,gq))， 在 这 个 模型 中 , 由 82c, HAE 
ao = 0 的 方程 (12) 的 平稳 解 由 下 列 公式 来 确定 : 


oo 
hn = (ai + bı) al lenk + En, 
k=1 


其 中 lai| <1 Al [bi] < 1, 而 这 就 是 说 , 在 表示 式 ha = Yo ükes a 中 , 系数 
k=0 


Go =l, Gk = (a1 + bak}, (35) 


在 所 考察 的 情形 下 , 函数 





CL ai T b) X 
k=0 Pr a 


以 及 对 于 n>1 有 





k=n 01 on 1 l-az 
因此 , 根据 (21) 和 (22), 对 于 z = e^, 我 们 得 到 
atb; 12)" 一 
G, (A) 一 e at N ETE 一 (a1 + bi)aT I 
n 1+ stb, . 124 1+ bz 


= a} (a + b1) 》 (1) b12)" 
k=0 
以 及 (参见 (23)) 
ay” = at (ai + b) (-1)*b5. 
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这 样 , 根据 (24), 


PS 


hn —a7- (ai -- bi) (ho + (-1)b3 hi + b?h_2 +} 


=a] (a +b1) 》 (D^ b Tha x. 
k=n 


注 . 关于 对 一 般 模 型 4RMA(p, 9q),， ARIMA(p, d, q) 的 预测 公式 , 参见 例如 [211]. 


3. 非 线 性 随机 条 件 高 斯 模型 


把 注意 力 转 向 非 线 性 模型 是 为 了 对 (在 金融 统计 中 以 及 在 一 般 的 经 济 学 中 ) 观 
察 到 的 一 系列 现象 的 寻求 解释 而 有 其 必要 性 这 类 现象 包括 价格 的 “聚集 性 ”价格 
的 “灾难 性 ” 变化 , 量 hn = In 2 ”的 分 布 中 具有 “ 厚 尾 ”， 在 价格 及 其 其 他 固有 性 


质 中 具有 “长 记忆 ”, 等 等 ， 它们 幕末 能 在 线性 模型 柜 架 内 得 到 解释 

关于 应 该 运用 怎样 的 非 线性 模型 : 随机 的 、 混 沌 的 (“动态 混沌 ”), 还 是 别 的 什 
么 , 人 们 意见 不 一 , 并 且 在 运用 这 样 那样 的 方法 时 , 总 是 有 许多 赞同 者 和 反对 者 . 

ICR], 经 济 指标 , 包括 金融 指数 在 内 , 总 有 波动 特征 . 

宏观 经 济 指数 (产量 、 消 费 、 投资 、 价 格 的 一 般 水 平 、 利 率 、 政 府 储备 等 等 ) 反 
BRT ABA ORE”. RR RG. 微观 经 济 指数 (当前 价格 、 股 票 交 易 量 等 等 ) 也 
是 波动 的 . 这 时 , 波动 可 能 有 极 高 频 和 极为 不 规则 的 特征 ; 如 所 周知 , 这 些 都 既 在 随 
机 模型 中 , 也 在 混沌 模型 中 观察 到 , 并 且 都 试图 用 这 样 的 模型 来 解释 波动 演变 , 急剧 
过 渡 ,“ 灾 难 性 ”崩盘 , 价值 的 成 群 性 (聚集 性 ) 等 等 . 

许多 经 济 指标 有 “平均 ”趋向 特征 (产量 、 人 口 、 政 府 储备 量 ), 然而 , 这 种 运动 
或 快 或 慢 ; 其 增长 可 能 走向 循环 (周期 的 或 非 周期 的 ). 

这 样 一 来 , 在 统计 数据 的 研究 者 的 面前 , 无 论 是 涉及 经 济 、 金 融 , 还 是 其 他 自然 
科学 技术 领域 , 都 会 发 生 远 非 简 单 的 “正确 ”模型 的 选择 问题 . 

下 面 我 们 给 出 在 金融 数学 和 金融 统计 中 流行 的 非 线性 随机 模型 和 混沌 模型 的 一 
系列 描述 ; 我 们 不 求 对 这 一 方面 的 问题 包罗 万 象 , 而 只 求 “ 入 门 ” 介 绍 . (关于 某 些 非 
线性 模型 的 叙述 , 例如 可 推荐 参考 专著 [193], [202], [461], [462].) 





§3a. ARCH 和 G4RCT 模型 


1. 设 (Q, F, P) 是 出 发 的 概率 空间 , s = (en)nz1 是 独立 正 态 分 布 随机 变量 序列 ， 
En ~ V (0,1), 它 为 今后 考察 的 模型 中 的 “随机 性 ”、“ 不 确定 性 ” 建 模 . 

我 们 以 .多 表示 o- 代 数 olel ,en), Fo = (9,0). 

我 们 将 把 Sn = 5Sn(w) 解释 为 在 时 刻 n = 0,1,---, 的 价格 (比如, 股价 , 汇率 ). 
时 间 可 用 年 , 月 ,…, 分 , 秒 .… 来 度量 . 
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正如 上 面 (81d) 已 经 注意 到 , 为 描述 量 A = (An)n>1 的 演变 , 其 中 





hn — In Ll (1) 
R. Engel [140] 转向 条 件 高 斯 模型 , 其 中 
hn = On€n; (2) 
这 里 “波动 率 ”cn 由 下 列 方式 确定 : 
o? = a + Yos s, (3) 
i=l 


其 中 ae > 0, ai > 0, ho = ho(w) 是 不 依赖 于 © = (Ennai 的 随机 变量 . (ho AR RU 
为 是 常数 或 者 其 平方 的 数学 期 望 存在 的 随机 变量 , 后 者 来 自 值 Eh2 (n > 0) 的 “平稳 
性 ”考虑 .) 

由 (3) 可 见 , 波动 率 on 是 h2_,,---,h2_, 的 (可 料 ) 函数 . 这 时 很 明显 , 及 _, 的 
大 (小 ) 值 导致 02 的 大 (小 ) MEL. 在 假定 前 面 的 及 _j,… ,及 _, 取 小 值 时 , 较 大 的 2 
的 发 生 是 由 于 较 大 的 en 的 值 的 出 现 引 起 的 . 这样 一 来 就 变 得 很 明显 : 为 什么 所 考 
察 的 ( 非 线性 ) 模型 (1)-(3) 可 解释 “合集 性 ” 效应, B (hn) 的 值 成 堆 地 或 “大 ”或 
“sly”, 

正如 上 面 (81d) 所 说 , 这 些 考 虑 阐明 了 R. Engle 在 [140] 中 为 什么 把 这 个 模型 
称 为 4RCH (p) (AutoRegressive Conditional Heteroskedastic model,， 自 回归 条 件 异 方 
差 模型 )， 其 中 , 正如 我 们 所 看 到 的 , 条 件 方差 (波动 率 ) o2 本 身 是 以 非常 不 均匀 的 
方式 来 引进 的 , 因为 根据 (3), 它 依赖 于 “过 去 的 值 h2 na, 

2. 我 们 转向 考察 用 4RCH (p) 模型 来 描述 的 序列 h= (hp) 的 一 系列 性 质 . 为 了 
简化 叙述 , 我 们 限于 p = 1 的 情形 . (FARCH (p) 模型 及 其 应 用 的 性 质 的 详细 研究 
参见 例如 , [193], [202] 和 [393]; 在 $3c 的 第 6 点 中 , 我 们 将 介绍 有 关 在 这 样 的 模型 中 
有 具有 “ 厚 尾 ” 的 结果 .) 

对 于 p=1 (参见 图 22), 


o2 = ag t aih, (4) 
并 且 很 明显 , 对 于 An = onen, 我 们 有 下 列 简单 性 质 : 


EA? = ao + o4ER2. ,, (6) 
E(h2].2,.1) = 02 = ag + ouf ,. (7) 
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0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 


图 22 服从 4ARCH(1) 模型 hn = Vao tarh? ien 的 序列 h = (hn) 的 计算 机 仿真 图 像 , 其 中 参数 


ao = 0.9, 01 = 0.2; ho = 3 LA 0 <n < 100 





在 


0<a,<1 


的 假定 下 , 递 推 关 系 式 (6) 有 唯一 的 “平稳 ” 解 


EM = pay n>0, (8) 


并 且 这 样 一 来 , 如 果 取 hg = 7 20. 那么 Eh2 对 于 所 有 n > 1 都 表达 为 公式 (8). 


? 
— 01 


同时 , 简单 的 计算 指出 ， 


Eh’ = Eoi Ee? = 3Ea4 = 3E(ao + oh? ,)? 


n—1 








= 3(a + 2aga,Eh?_, + o?Eh? 4) 
| 3a08(1 +a) 


1 一 ai 


FEO <a, <1 fll 302 « 1 的 假定 下 , 由 此 我 们 求 得 “平移 ” ft (Eh4 = Const): 


十 3a1ER4_1. (9) 


3ai(1+aa) 
Eha = Goan) — 302) (10) 


由 (8) 和 (10) 得 到 , 峰 度 (kurtosis) 系数 的 “平稳” 值 





Ent _ 6a? 
(Eh2 )2 ~ 1-302’ 
它 的 正 性 说 明 , E (hn) 的 “ 稳 态 ”分 布 的 密度 在 均值 的 邻 域 中 是 向 上 “隆起 ”的 (o? 
越 大 ,“ 隆 起 ” 越 强 ). 我 们 记得 , 对 于 正 态 分 布 来 说 , RE k = 0. 


K= 
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ik. 根据 值 hi, ha, ,hw 来 计算 的 峰 度 系数 的 经 验 值 Ky 由 下 列 公式 来 求 得 : 
N N 2 
Ry = 六 > - fi) / (x Y^. — 2) - 8, 
k=1 k=1 


其 中 hy = xs 4o hy). 根据 S. Taylor [460] 的 书 中 的 数据 , 峰 度 系数 的 正 性 
多 半 是 常规 , 而 不 是 例外 . 峰 度 为 负 值 的 情形 极为 稀罕 . 关于 峰 度 经 验 系 数 Ky 的 
量 值 为 正 的 情形 可 由 下 列表 格 得 到 证 实 , 其 中 有 关 金 和 银 的 价格 , 英镑 对 美元 的 汇 
率 以 及 通用 汽车 公司 (General Motors) 的 股价 (根据 月 数据 ): 


表 1 
1975-82 


1970-74 
1974-82 
1966-76 




















4. 有 hn = onen BIEZI h = (hn) 当 0 < o, < 1 时 , PAA ARE, 从 而 是 
有 正 交 值 的 序列 : 


Cov(hn, hm) = 0, n zm. 
这 个 性 质 自然 并 不 意味 着 量 nu, 和 hm 之 间 的 独立 性 ， 因 为 它们 的 联合 分 布 
Law(hn, hm) 正如 我 们 已 经 看 到 的 , 当 œ > 0 时 , 并 非 是 高 斯 分 布 . 


关于 量 hn 和 hm 之 间 的 依赖 性 特征 可 通过 考察 它们 的 平方 n2 和 n2, 或 者 模 
[ha | 和 |hm| 之 间 的 相关 依赖 性 来 表示 . 








简单 的 计算 给 出 
2 Qo 2 
2 
Dhn = 1392 (=) , (1) 
14+ 3a, o2 
EA? 2 一 0 2 
ni 1 3o? 1- P (1 ) 
而 这 就 是 说 ， 





h2 2 
Cov( "n? hz 4) = Ql 


,/Dh2Dh2_, 


pam Corr(h2, h2 i) 一 


同时 , 对 于 «n, 


Eh? hZ = Efh?_,E(h2 | Fn—1)) = E[h ,E(o2e2 | Fn—1)] 
= E[^2. ,(ag + ay h2, ,)| = aoEh2_, +a Eh? ,h2 ,, 
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2 h2 
Con Tn) 的 递 推 关系 式 
2 Dh2 


n n—k 


它 给 出 了 在 “平稳 ”情形 下 , 对 于 p(k) = 


p(k) = arp(k — 1), 


从 而 
p(k) = af. (13) 
4. 在 81d 中 已 经 注意 到 , ARCH (p) 模型 与 (一 般 ) 自 回 归 模 式 4R(p) 的 联系 最 
事实 上 , 假设 有 一 个 4RCE(p) 模型 , mm = h? — o2. 于 是 , 如 果 Eh2 < oo, 那么 
序列 v = (up) 形成 (关于 流 (Fa) 的 著 差 , 并 且 由 (3) 得 到 , E x, = ^2 满足 自 回归 
模型 AR(p): 


Zn = Qo 十 Ql1zn 1 十 E OpZsc pd Vs, (14) 
其 中 “了 噪声” y= (vn) 是 蒜 差 . 
在 p=1 的 情形 下 ， 
Tn 一 GO 十 GIZn IT 十 Zr， (15) 


并 且 我 们 看 到 , 上 面 求 得 的 公式 (13) 恰好 重合 于 82b 中 的 公式 (10). 


5. ARCH (p) 模型 也 以 最 紧密 的 方式 联系 着 带 随 机 系数 的 自 回归 模型 , 它 用 于 
描述 “在 随机 介质 中 的 贿 机 游 走 ”. 

为 说 明 其 实质 , 仍然 限于 值 p = 1. 

于 是 由 An = onen 和 o2 = ao coi h2, ,, 导出 


hn = Aj ao + oih2. en. (16) 


现在 考察 下 列 带 随机 系数 的 一 阶 自 回归 模型 ; 
Ln = Bynntn—-1 + Bobn, (17) 


其 中 (n) 和 (6%) 是 两 个 独立 标准 高 斯 序列 . 
从 有 限 维 分 布 的 视角 来 看 , 有 zo = 0 (为 了 确定 起 见 ) 的 x = (en) 与 下 列 序列 
% = (24) 有 同样 的 构造 : 


En = 4/ B2 + B232 En, Fo =0, (18) 
HP E= (E7) 是 标准 高 斯 序列 。 
比较 (16) 和 (18) 指出 , 更 新 序列 h = (An) Fe T= (En) 的 结构 是 一 样 的 . 因此 ， 
当 B? = ag Al B? = ay Hf, FS h = (hn) Iz = (En) TE ho = Zo = 0 时 的 概率 规律 
是 一 样 的 . 
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6. 假定 量 h = (hn) 服从 下 列 关 系 式 : 


hn = Bo + Bihn-1 + foo + ah? En. (19) 


这 是 一 个 有 点 复杂 的 4RCH(1) 模型 . 在 这 种 情形 下 ， 我 们 说 h = (hs) 服从 
AR(1)/ ARCH (1) 模型 , 或 者 h = (hn) 满足 自 回归 模式 4R(), HAA ARCH (1) 噪 
声 (4/a0 oh, En ME 

这 一 模型 的 条 件 高 斯 特征 使 得 有 可 能 给 出 量 h,- ,各 对 于 给 定 的 参数 值 = 
(ao,al, Bo, 1) 的 联合 分 布 Po 的 密度 polhi, ,hn) 为 下 列 形式 (ho = 0): 


polhi, "ttg hn) = (20)-"/? Too 十 ojhg ,) ^? 
k=1 


1 x (hr — Bo — Bihe-1)? 
作为 例子 , 运用 这 一 表示 式 , 在 认为 参数 bo, ao 和 ai 已 知 的 条 件 下 , 来 考察 未 
知 参 数 8, 的 (用 最 大 似 然 法 的 ) 估计 问题 . 
对 于 参数 B, 的 最 大 似 然 估计 量 A 作为 下 列 方程 的 根来 确定 : 
Tenana (hi, ,hn) — 0. 
考虑 (20) 和 (19), 我 们 求 得 
n. (hk 一 Co)Rk-1l 
5 Ka Goto, 
B- (AH. (21) 
Ka ao roh; 


以 及 





(22) 


其 中 
M, = Y hk 18k 


28, 而 a 
(M), = Y] — “Fa (23) 


£— ao + aih? , 
是 它 的 平方 特征 . (比较 82b 中 的 公式 (46).) 
这 里 (M),, 一 co (P-a.s.), 并 且 根 据 对 于 平方 可 积 蒜 的 强大 数 定 律 [439; 第 VII 


章 , $5], an — 0 (P-as.). 因此 , 所 构造 的 估计 量 B. 在 下 列 含义 下 是 强 相 容 的 : 对 


于 值 9 = (a0, 01, bo, 61), P(A. > 8) =1, HP B e R. 
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7. 我 们 考察 “价格 的 未 来 运动 ”的 预测 问题 , 其 中 认为 序列 h = (hs) 服从 模 
Xl ARCH (p). 
由 于 序列 h= (hn) ER, 故 El npm | Fn) = 0, 而 这 意味 着 , 最 优 均 方 意义 下 
的 估计 量 
Anim = E(hn¢m| FR) = E(E(An4m | Fa) | FR) = 0. 


这 个 估计 量 的 不 足 取 , 使 得 用 Anim 的 非 线 性 函数 (例如 量 2 uus hnim) 来 考察 未 
来 值 的 预测 问题 是 适当 的 . 
我 们 有 (Zr 一 (Pa ,hn)): 


"NE 一 E(h2 son | FP) = m E(o2 ,mes nm | FR) 


— = EIE(c2 mE 2 md, ntm- 1) | FP n] 
= Ejo? m| FH (E Tem) (24) 


由 此 很 明显 , 未 来 值 m2, 的 预测 问题 归结 为 根据 过 去 的 观察 结果 ho, hi, … ,各 来 
预测 “波动 率 ”o2,,, 的 问题 . 
HF 


2 — 2 2 
On+m — Q0 + O105 Lm*n4m-1 


故 由 递 推 求 得 


2 2 2 2 
Cnm — ao 十 031 [ao 十 O105 Lm 2En+m 2lEnim 1 





m-—1 了 


= ao + oo Qe yj il 十 On 2]Toacz i 
j=l i=l i=1 


由 此 取 无 条 件数 学 期 望 E(. | .2*), 并 考虑 在 序列 (en) 的 量 之 间 的 独立 性 , 我 们 求 得 








m-1 
him = 72m = E(65 m | Fp) = Qo + ag D oj 十 hrat 
j=1 
— og Tu OT ama. (25) 
正如 我 们 所 期 待 的 , 当 m — oo 时 , 估计 量 hon (以 概率 1) 收敛 于 “平稳 " 值 
Eh? = 一 2 
n 1—oi 


8. 我 们 记得 , 对 于 正 态 分 布 .Y (n, 0?) 来 说 , 区 间 (u— o, 2-0) 和 (u —1.65o, pt 
1.650) (以 一 定 的 精度 ) 对 应 置信 水 平 为 68% 和 90% 的 置信 区 间 . 
由 于 


Snym = Sue nem (26) 
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以 及 
El(hnga test hnim)? | Fa] = EGER) + + EU | Fr) 


3 T9 — 
— nti bct Ontm; 





故 在 一 阶 逼 近 中 作为 (以 值 为 68% 和 90% 的 水 平 的 ) 置信 区 间 相 应 地 可 取 为 区 间 


7 一 22 7 72 ~ 52 
(se Thai tonim, Sne+165V nS 


这 里 必须 要 和 弄 清楚 的 是 , Bri DEDI" JEISIXEEBPRSONEEXSS: 实际 上 ， 
Ht hx 一 般 来 说 不 是 正 态 分 布 , 而 问题 在 于 上 面 引入 的 置信 区 间 的 原来 的 置信 水 平 
在 多 大 程度 上 不 同 于 68% 和 90%, 要 求 对 正 态 净 近 的 精度 作 进 一 步 研究 . 


9. 条 件 高 斯 模型 4RCH(p) 的 成 功 在 于 它 对 金融 指数 的 性 态 中 的 一 系列 现象 
CRR, FE, E ns 的 概率 密度 的 “尖峰 (leptokurtosis)” 等 等 ) 给 出 了 解释 ; 
这 促使 它 的 各 种 各 样 的 推广 风起云涌 , WOR “把握 ”和 有 可 能 解释 一 系列 用 统计 分 析 
方法 所 发 现 的 其 他 效应 . 

历史 上 第 一 个 4RCH(p) 模型 的 推广 , 正如 在 81d 中 所 注意 到 , 是 1986 年 由 T. 
Bollerslev [48] 所 引入 的 广义 (Generalized) ARCH 模型 , 它 由 两 个 参数 来 刻画 , id 
TEGARCH (p, q). 

在 这 个 模型 中 , 正如 对 于 4RCE(p) 模型 那样 , 再 取 An = anen, 但 关于 “波动 率 ” 
on 的 陈述 假定 为 


p q 
0; — Qo +$ oh i +Y Boj, (27) 
icl j=1 


其 中 ao > 0, a; 2 0, 8; 2 0. (如 果 所 有 8; = 0, 那么 我 们 得 到 模型 4RCH (p).) 

与 它 的 前 辈 4RCE(o) 模型 相 比 较 , G4 RCH (p, q) 模型 的 基本 优势 在 于 , 当 用 模 
XJ ARCH (p) 预测 统计 数据 时 , 经 常会 遇 到 过 大 的 p fü, mH GARCH (p,q) 模型 来 预 
W, 可 仅 限 于 (试验 事实 ) 不 大 的 p 和 gq 的 值 . (在 论文 [431] F, 为 描述 S&P500 指 
数 演变 的 月 数据 , 要 运用 12 阶 自 回归 模型 4R(12). 也 参见 综述 论文 [141].) 

假定 “波动 率 ” cn (以 可 料 方式 ) 既 依 赖 于 h2 i < p, 又 依赖 于 02, j <a 
那么 模型 GARCH (p,q) 的 分 析 类 似 于 A4RCH(p) 模型 的 分 析 . 

省 略 细节 , 我 们 引入 一 系列 有 关 模 型 GARCH(1,1) 的 简单 公式 : 


hn = onen, ci = ag 十 oh? 1 十 Bic? , (28) 


其 中 ao > 0, al 20, 61 > 0. 
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由 此 很 明显 ， 
Eh2 = ag + (o1 十 Di)ERA2 , 
以 及 “平稳 " 值 Eh2 34 o. + 0 < 1 时 存在 , 并 且 由 下 列 公 式 给 定 : 


Ek = 2 2 
ha 1 — a — f (29) 


如 果 3o2 + 20181 +8? « 1, 那么 存在 “F” 值 
3o2(1 + a1 + 1) 


Eh, = (一 ai — 1) — 82 — 20104 — 3o2)' (30) 
从 而 , “平稳 ” 峰 度 系数 
Eht 6a? 
K = qr 3-18 so GU 
也 不 难 求 得 自 相 关 函 数 p(k) 的 “平稳 ” (E (比较 (13)): 
| an(1 — a1 81 — 82) 

ptr) = BOS, (32) 
p(k) = (œ -- B)! p(1, — ko 1. (33) 

最 后 我 们 注意 到 , 公式 (25) TEGARCH (1,1) 模型 情形 下 推广 为 下 列 形式 ; 


1-y™ m-—1 h2 2 
1-7 十 了 (o1 n £195), 





Z2 — —— 2 h 
hatm = O24m = E(c5 Lm | Fa) = ao 


HP y= a + f. 


10. 在 离散 时 间 中 演变 的 A4RCH 族 模型 也 在 连续 时 间 情 形 中 有 相应 的 类 似 . 尤 
其 是 , 在 适当 的 规范 下 , 可 得 到 用 4RCE GARCH 等 等 模型 所 确定 的 随机 差分 方程 
的 解 ( 弱 ) 收敛 于 对 应 的 随机 微分 方程 的 解 . 

为 了 确定 起 见 ， 我 们 考察 下 列 GARCH(1,1) 模 型 的 修正 (TE [15] PRA 
GARCH (1,1)-M 模型 ). 

BA 是 时 间 步 长 , HA = (HY), 一 0,1,… ,其 中 Hj) = HEY +A +--+ 


hens 
nA = (ot) + (of) eras (34) 
并 且 cra ~ V(0,A), c 是 常数 以 及 
2 2 
(c£) =ao(A)+ (of ya) (849 + al)ha): (35) 


我 们 将 认为 , 对 所 有 A 0 给 定 初始 条 件 HO = Ho, oS = 00, 其 中 (Ho, 00) 是 不 
依赖 于 由 独立 随机 变量 组 成 的 高 斯 序列 (ena) (A > 0) 的 随机 变量 对 . 
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M kA «t« (k+1)A Bf, S 
HY =HY, of) =o. (36) 


我 们 把 序列 (HC), 009) = (HEY), oD eso 嵌入 带 连续 时 间 上 > 0 的 模式 . 

由 随机 过 程 弱 收敛 理论 的 一 般 结 果 (参见 例如 [250], [304]), 自然 期 待 , 在 对 (34) 
和 (35) 中 的 系数 加 上 某 些 条 件 后 , 过 程序 列 (HO) 609). 弱 收 敛 于 某 个 扩散 过 程 
(H,o) = (Hi, 01)iz0. 

正如 在 [364] 中 所 指出 , 当 


ao(A) = aoA， a (A) = "ES B(A) =1- (3) - BA 


时 , (A — 0 B9) 极限 过 程 (H, o) 是 服从 下 列 随机 微分 方程 的 过 程 (参见 第 三 章 83e): 
dH, = co2dt + o4d4W), (37) 
do? = (ao — Bo?)dt + oc2dW(9, (38) 


其 中 (WO), WwW) 是 两 个 与 初始 条 件 (Ho, oo) = (HC), ol) 相 独 立 的 标准 布朗 运 
Bh. 
83b. EGARCH, TGARCH, HARCH 和 其 他 模型 


1. 1976 年 F. Black 对 金融 指数 的 性 态 发 现下 列 现象 : 量 hu. Alo, 之 间 有 负 
相关 性 , 它 表 现 为 经 验 协 方差 Cov(h n—1;0n) < 0. 

这 种 效应 有 个 名 称 叫 “杠杆 效应 (leverage effect)", 它 导 致 在 价格 下 跌 以 后 , 即 
收益 量 减少 以 后 , 波动 率 趋 向 于 增加 ， 它 也 就 是 所 谓 “ 反 对 称 效 应 ”, 这 一 现象 不 能 
TEBERSI ARCH, GARCH 的 框架 中 得 到 解释 ,因为 其 中 波动 率 o2 将 依赖 于 以 前 的 量 
hi 的 平方 , 而 它 对 量 hn- 的 符号 没有 反应 , UE hn = A 和 hr; = -A 
在 GARCH 模型 中 导出 未 来 波动 率 o2 的 同样 的 值 . 

为 了 解释 F. Black 所 发 现 的 效应 D. B. Nelson [366] 在 1990 年 提出 所 请 
EGARCH (p, q) 模型 , 或 者 说 指数 (Exponential) GARCH (p, q) 模型 , 其 中 顾及 “反对 
称 性 ”是 通过 把 GARCH- 模 型 中 的 量 h2_, = 2_is2_; 取代 为 引入 量 e a 和 Jesi] 
的 线性 组 合 . 也 就 是 说 , 重新 认为 hn = onen, 但 对 于 o 假定 满足 下 列 关系 式 : 


Ing? = ao + Ya. [ben it» (len il 一 V2/n)| mo j (1) 
i=1 
(注意 , V2/7 = Ele, i|.) 
由 于 ha = on_ien-i 和 oni > 0, BC has 和 e, 的 符号 相同 ， Alii, 如果 
en-i = A> 0, BABIN o2. 上 的 相应 项 由 量 A(b + y) 来 确定 , 但 如 果 eni = 
一 人 <0, 那么 该 项 将 是 A(--8 +7). 
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2. EGARCH 模型 远 不 是 既 保 留 了 模型 GARCH 的 基本 性 质 、 又 同时 还 人 允许 
“把 握 ” 反 对 称 效应 的 唯一 的 模型 . TG4RCH(p,9) 模型 (T 来 自 Threshold ( 阔 值 )) 
就 可 作为 一 个 例子 ; 这 种 模型 是 由 TAR (Threshold AR) 型 的 阔 值 模型 所 引起 的 : 

k 
hn = D Ia, (hn-a) (a + oj hai Tec ai ha p), (2) 
i—l 
其 中 d 是 延迟 参数 , 4 … AL 是 及 中 的 不 相交 集合 , IFA UL, Ai = RO 
例如 , 设 
aa + alh, 1 T alh, 5, ES hn-2 > 0, (3) 
"| od + a2ha_1 + O8hn_2, “4 An—2 <0. 
(这 样 的 预测 模型 的 详细 研究 包含 在 专著 [461] 中 .) 

根据 定义 (参见 [399]), 序列 h = (hn) 用 TGARCH(p,q) 模型 来 描述 , 是 指 

hn = OnEn, 其 中 


p a 
On = ao +) "ash s+ bi ad] + X lejot; + djaz] (4) 
i=l j=l 


以 及 如 同 惯 例 , z+ = max(z,0),z- = — min(z,0). 在 这 个 模型 中 , 没有 假定 系数 非 负 ， 
因而 , 波动 率 on 也 不 一 定 非 负 , 尽管 自然 还 有 c2 保持 作为 条 件 方差 E(h2 | Fh) 
的 含义 . 

由 于 


hn = OnEn = (oz —o, lex = Ep) = [o 6. to,&,]— [on en 十 az En |, 
故 
hr = [onen tonen] WR hy = [onek + ofen]. 
这 些 关 系 式 使 得 有 可 能 把 (4) 重 记 为 下 列 形 式 : 


p" p* 
On = ao + 9 oi (Eni) ii 二》 bileni) onis (5) 
i=l ?一 二 
其 中 值 p* = max(p,q) 以 及 函数 ai(en,_i) 和 Bi(en_i) 是 量 e], 和 e-; 的 线性 组 合 . 
这 样 的 模型 研究 起 来 有 一 定 的 “技术 ”复杂 性 , 其 根源 在 于 缺乏 Markov PEM. 
然而 , 尽管 如 此 , 在 简单 情形 下 , 例如 , 对 于 p = q = 1, 还 是 可 以 对 这 种 模型 的 性 质 
进行 足够 完备 的 研究 . 
事实 上 , 4p=q=1, 


74 = ao + [ai hg, + biha] + [e105 1 + dio, 1], (6) 








中 原文 这 里 是 Y. hi =R. — 译 者 注 
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或 者 在 等 价 形式 下 ， 
On = a0+ oi(en -iof 1+ P(en 1)on 1 (7) 
其 中 
ao = ao, 
oi (En—1) = mE} + bieza 十 cl (8) 


Bi(En-1) = QI1En 1 十 bieža + dı. 
如 果 ao = 0, 那么 由 (7) 可 求 得 ， 


at = (a1(En1)) tot, + (81 (£n-1))* 05.4, 
On = (on(6n-1)) 931 + (G1 (En—1)) om 


由 此 可 见 , 序列 (cf ,oz,snjn>l 对 于 流 (Fn) 是 Markov 序列 , 这 就 有 可 能 用 通常 的 
“Markov” 方法 来 研究 它 的 性 质 .( 详 见 [399].) 


3. 还 余下 一 个 现象 : 在 价格 S = (Sr)noo 的 演变 中 的 “长 记忆 ”效应 , 或 者 “ 强 
后 效 ” 效 应 . 

可 以 给 出 随机 序列 依赖 于 “过 去 ”的 性 态 的 各 种 不 同 的 定义 . 为 了 这 个 目的 , 在 
概率 论 中 有 各 种 依赖 性 度量 , 诸如 遍历 系数 , 混合 系数 等 等 . 

例如 , 可 以 通过 量 


(9) 


sup EIP(Xn4m € A| X1, Xn) —P(Xnim € A)| 一 0 
A 


当 m — oo 时 的 收 全 速度 来 度量 实 值 平稳 序列 X. = (Xn) 往 后 依赖 过 去 的 程度 , 其 
中 sup 对 所 有 Borel 42 A C R ŽK. 

当然 , 标准 依赖 性 度量 是 (A) 相关 函数 . 

应 该 注意 到 , 根据 多 项 统计 研究 , 金融 时 间 序 列 在 序列 [Al = (hnl nai M A? = 
(h2),51 的 性 态 中 , 被 揭示 出 比 在 模型 4RCH, GARCH (更 不 要 说 MA4, AR 和 ARMA) 
的 情形 中 所 得 到 的 更 强 的 相关 依赖 性 . 

我 们 记得 , XI ARCH (1), 根据 83a 中 的 (13), 


Corr(h?_,,h?) = af, al « 1, 


而 对 于 GARCH(1,1), AAAI PR p(k) 是 由 同样 的 83a 中 的 公式 (32) 和 (33) ole 
述 的 , 它们 表明 在 这 些 模型 中 , 相关 系数 以 几何 方式 递减 于 零 (“过 去 很 快 被 遗忘 ”). 

经 常 采用 这 样 的 说 法 : (广义 ) 平稳 序列 了 = (Yn) 有 长 记忆 , 或 者 强 后 效 , 是 指 
JE ELFH2E PRÉC p(k) 对 于 某 个 p 有 递减 于 零 的 双 曲 特征 : 


p(k) ck ^, — k— oo, (10) 
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例如 , 分 形 高 斯 噪声 (参见 第 三 章 82d) Y = (Yn)nz1 就 有 这 样 的 自 相 关 函 数 递 
减 特征 , 这 里 
Yn = Xn 一 Xn-1, 


其 中 X = (Xo 是 带 参 数 0 < H < 1 的 分 形 布朗 运动 (参见 85c). 对 于 这 种 布朗 
运动 (参见 85d 中 的 (3)) 
Cov(Xs 和) = z {lel + Isi? — lt — sPRyEX? 
以 及 (参见 85d 中 的 (3)) 
Cov(Yn, Yntk) = Z {lk +17 — 2k]? + |k- 1}, (11) 
其 中 o? = DY,, 因而 , 自 相关 函数 p(k) = Corr(Yn, Yn+k) 当天 一 oo 时 有 双 曲 特征 : 
p(k) ~ H(2H — 1)K2E 一 2 


我 们 察觉 , 当当 < 下 <1 时 ， 


Y olk) = oo. 
k=1 


当 H= i RWANDE) 时 , S Y = (Yn) 形成 高 斯 “ 白 噪 声 ”, 其 p(k) = 0, 
k>1. 
如 果 是 0 < H< 4, 那么 


Slok <œ, >》 p(k) =0. 
天 一 1 k=1 

ik. 在 专著 [202] 的 第 7 章 中 , 考察 了 各 种 各 样 的 带 强 后 效 的 过 程 的 模型 , 还 包 
含 大 量 有 关 这 些 模 型 在 经 济 、 生 物 、 水 文 等 等 中 的 应 用 的 资料 . 也 参见 [418]. 


4. 在 著作 [89], [360] 中 介绍 和 研究 了 4RCE 模型 族 中 的 新 模型 HA4RCH (p), 其 
中 对 于 模型 的 自 相关 函数 和 量 hn 的 平方 的 递减 特征 比 通常 对 于 4ARCH 和 GARCH 
型 模型 所 成 立 的 更 慢 . 这 种 长 记忆 效应 也 可 用 [15] 中 介绍 的 FIGARCH 来 刻画 . 

根据 在 这 些 著作 中 所 给 出 的 定义 , p 阶 的 HARCH (p) (Heterogeneous AutoRegres- 
sive Conditional Heteroskedastic, 异 质 自 回 妇 条 件 异 方差 ) 给 定 如 下 : 





hn = OnEn, 


其 中 


2 


p 了 
a2 = ao 十 oa; (x = 
j=1 i=1 
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而 ao > 0, ap > 0, aj > 0, 7 =1,--- ,p—1. 
特别 是 , 对 于 p = 1, 


2 2 
05 = Op tah, 4, 


BÜHARCH(1) =ARCH(1). 
在 p= 2 的 情形 下 ， 


72 = og + ai h2 + oo (hai + hn-2)’. (12) 


我 们 引入 这 个 模型 的 某 些 性 质 . 
首先 注意 到 , 有 (hn + hw-2)? 这 一 项 就 有 可 能 “把 握 ” 上 面 提 到 的 反对 称 效 


Er 


同时 ， 如 果 ago +a, ta « 1, 那么 由 (12) 得 到 ， 存在 “平稳 ” 值 


2. FF 2 _ Qo 
EA? = Eo; = i-a -Aay (13) 


类 似 地 考察 Eos, 并 利用 
Ehn—ihn—2 = Eh 1h, 2 = Eh, 1hs ,=0, 


由 (12) 我 们 求 得 , 当 (o5 + az)2 - o2 < i 时 , 存在 “平稳 ” 值 


C 
Eht = ———________ 14 
n 于 一 (aa o3)? — a3’ ) 


其 中 


2 — (ay y 
C= og uS E + 203) ) (15) 


(注意 , Eod = TERM; 
现在 我 们 来 求 对 于 (A2). 的 自 相 关 函 数 的 值 . 
Ht R(k) = EAZh2 ,. 于 是 对 于 上 二 1 在 “平稳 性 ”假定 下 ， 
R(1) = Eo2e2h2 , = Eo2h2 , 
= E(h2_i[Qo + oih2 1 + a2(hn—-1 + ha 2)?]) 
= agEh2_, + ayEh4_, + a2En4_, 
+202Eh3 ,h4.2--a3Eh2 ,h2 ,. 


从 而 , 如 果 as < 1, 那么 


aoEA2 _, + (o4 + az)ER4 1 
1 一 Qo 





R(1) = (16) 
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同时 , 还 进一步 有 


R(k) = EA2h2 , = Ec2h2 , 


= E[oo + oa A2, + oa (ha 1 hn 2)?]h2 天 
= agEh?_, + (o4 + o) R(k — 1) + og R(k — 2), 


其 中 R(0) = Eh4. 
由 此 很 明显 , 在 平稳 情形 下 , 自 相 关 函 数 p(k) = Corr(h2, h2_,) 满足 方程 (k > 2) 








p(k) = A+ Bp(k — 1) + Cp(k — 2), (17) 
其 中 
A= e. p.t ME c- (2 e 
以 及 


_  fEL2 2 
p(o)=1, p(t) = ROC) 


在 第 四 章 83e 中 , 我 们 将 继续 考察 适用 于 汇率 的 “ 强 后 效 ” 问题 . 


83c. 随机 波动 率 模型 


1. 这 种 模型 已 经 在 81d 第 7 点 中 介绍 过 , 它 通过 具有 两 个 随机 源 < = (en) 和 
6 = (6n) 来 刻画 , 序列 h = (hn) 的 性 态 由 下 列 值 来 确定 : 


hn = OnEn, (1) 


其 中 on = eB, 序列 (An) € AR(p): 


P 
An = ao + > aiAn—-itcbn- (2) 


i=l 


两 个 序列 e = (en) 和 5 = (fn) 将 被 假定 为 独立 标准 高 斯 序列 ; 这 时 我 们 将 说 ， 
h = (Rn) IRA SV (p) 模型 , BI, 随机 波动 率 (Stochastic Volatility) 模型 . 
& p=1 All |ai| < 1, 我 们 来 考察 这 一 模型 的 性 质 : 


hn = OnEn, Ino? = ag 十 al In o2 | + côn. (3) 
Wt FET = oflel) ,Eni01 7,084), Fo = oldi ,6n). 显然 ， 


E(h, | FÊ) = onEe, = 0 
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以 及 
E(h, | FES) = Elonen | Fe) 
= E(onE(En | Fai?) V o(6n)) | Fas) 
. = E(onE(en | 52) = 0, 
因为 Een = 0. 
从 而 , 关于 流 (FE), Bt h = (hn) FERRE. (但 不 是 关于 (F2), 因为 hn 不 是 
多 5- 可 测 的 .) 
还 有 ， 
Eh? = Eo? Ee? = Eo? = Ee“ 
我 们 将 假定 > 
a C 
Ao (ra) (4) 
于 是 根据 (3), 序 


序列 A = (An) 满足 自 回归 模式 4R(1): 


An = ao + aiÂn-1 + Cn, 
并 且 是 平稳 序列 . (参见 82b.) 
h U), l 
Eh? = Ee^” = er 20 
其 中 为 了 计算 Beds, 我 们 运用 对 于 随机 变量 上 ~ N (0,1) 和 对 于 任何 o 的 下 列 等 式 
Eece 27° — 1, 
类 似 地 可 求 得 


/2 2 _ ao Sy 
Ejha] = Elén|Eon = 二 Eeie" = [extn e? 1 一 ci . 


我 们 现在 考察 序列 h = (hn) 和 n? 


= (h?) 的 协 方差 性 质 
我 们 有 
Ehnhnt1=0 
以 及 一 般 对 于 任何 大 > 1, 
Ehnhn+k = 0. 


从 而 , 序列 h = (hn) 由 不 相关 的 随机 变量 所 组 成 : 如 果 Ra(k) = Eh, ha, ABZ 


Eh2， k=0, 
r= | ^ E20 
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还 有 ， 
Eh2h2_ , = Eo2g2 , = Eeen"+An-: 
=E (e An-1f (etotarAn-1tcdn | An—1)) 
2 
= FettAn-i(ltai)ppcdn — qaot F Ep(l+ai)An-1 
2 a 

— qaot S o MSY p rai) (Anci 7285) 
2 2 (ta1?. <2 2 2 £2 1a 

=e atte 37 ta? ol pray t+ Fe Fiat 
2ag Hg. 2 2ag+e? 

= eta,’ Fiver 一 ee 1-4, 

因此 ， 


2 


+e? D c 2] 


2egtc^ 99. -2ao_ 
Cov(h2,h2 1)=e i — ear etei = eh EE a (e'^*i — 1). 


正如 所 期 待 的 , Eb A2 和 h2 , 在 al > 0 的 情形 下 正 相关 , 而 在 a; < 0 的 情形 
下 负 相 关 . 
除了 所 得 到 的 公式 以 外 , 还 有 


2 
20. poo 
Eo? = el a7 e?el), 


c2 
2 1 twa 
Eo20o2 | = ea eia, 


我 们 再 引入 更 一 般 的 公式 : 对 于 正 的 r 和 s 有 
Eco” = QE ADU s EE 
以 及 3 
Eola, 1 一 Eo" Eože 40-29) | 


这 些 公式 可 用 来 计算 h = (hn) 的 各 种 矩 . 例如 ， 


. 2 a E 
E|^4| = 4/ 2 Eon =4/ Lemma taa aD, 
T 7 


Eh? 一 3Ec4， 
Ejnjhia y = E0051, 
2 
E|h, h, | = 一 Econan gk: 
T 


由 这 些 公式 特别 得 到 , “平稳 ” 峰 度 系数 


Eh? Ec? — (Ec2)? Do2 
A= cp? =3( (E22 ) -*gy 7° 
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这 说 明 , 带 两 个 随机 源 © = (en) 和 5 = (n) 的 “随机 波动 率 ” 模型, 如同 4RCH 族 
的 模型 一 样 , 允许 描述 量 An 的 概率 分 布 密度 在 均值 Ehn = 0 的 邻 域 有 尖峰 的 序列 
一 (hn). 
2. 余下 的 问题 是 怎样 根据 观察 值 hau hs 来 构造 波动 率 的 估计 量 cn. 
如 果 hn = w+ onen, 那么 Eh, =p VA 


2 
Efan — u| = Elonéen| = "E 


这 个 关系 式 自然 用 来 作为 构造 波动 率 on 的 估计 量 G,, 的 基础 , 其 公式 当 u 未 
知 时 为 : 


On = Slhn — h4|, (9) 
其 中 . 
一 1 
hn = — hk, 
noah 
4 y 已 知 时 为 


2.— Vs» — ul. (6) 


另 一 种 估计 o2 的 方法 是 从 下 列 事实 出 发 : Eh? = Eo2, 即 基 于 二 阶 和 矩 的 性 质 . 
当然 , 可 以 取 o2 = n2 作为 o2 的 估计 量 . 它 是 无 偏 的 , 但 其 均 方 误差 


Elo? — o2? = Elh2 — 02|? = Eh’ — 2Eh202 + Eo? 











2 2c? 
= 4Eo? — 2Eo* = 2Eo* = 2 exp fo 4 75 3 
1—21 l—ai 


可 能 相当 大 . 

自然 , 如 果 量 o2 (k < n) 是 相关 的 , 那么 可 尝试 在 构造 o2 的 估计 量 时 , 不 仅 利 
用 观察 量 A2, 并 且 也 利用 以 前 的 观察 量 Ri A2_5,---. 这 时 , 当然 很 清楚 , 如 果 量 
c2 (k < n) BARE, 那么 以 前 的 量 岂 _ ,要 应 该 赋 以 较 小 的 递减 的 权重 来 考 
E. 如 果 量 cz (k < n) 强 相关 , 那么 值 2_,,h2 。,.… 可 能 对 o2 的 值 给 出 (与 h2 中 
的 信息 相 比 较 的 ) 本 质 的 补充 信息 

这 一 思路 导致 考察 数 加 权 的 估计 量 





oo 
o2 = (1-A) SoM hl, 0< 入 <1， (7) 
k=0 


它 的 构造 正如 所 看 到 的 , 其 开始 时 刻 从 0 移 到 —oo. 在 这 一 假定 下 , 自 回归 递 推 关系 
式 (2) 的 平稳 解 有 下 列 形式 : 


ao 
An = i 





(8) 
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其 中 级 数 在 均 方 意义 下 收敛 . 正如 在 §2b 中 所 指出 , 这 个 解 (在 平稳 解 类 中 ) 是 唯一 
的 . 

我 们 察觉 , 对 于 公式 (7), 有 (1-3) 95 A 一 1 成立 , 即 构造 o 的 权重 系数 之 和 
为 一 . 

由 于 Eh2_, = Eo2 , = Eo2, 故我 们 看 到 Eo2 = Eo2, 即 估计 量 o2 与 o2 一 样 
都 是 无 偏 的 . 

还 要 注意 到 , 估计 量 oZ. 的 精度 强烈 依赖 于 所 选择 的 参数 的 值 , 从 而 , 由 此 还 产 
生 参 数值 A 的 (还 相当 不 简单 的 ) “最 优 ” 选择 问题 . 

由 (7) 得 到 , o2 满足 递 推 关系 式 


a2 = do2_, + (1— A)h?, (9) 
它 对 于 用 统计 分 析 和 建 模 方法 求 估 计量 来 说 是 很 方便 的 . 
3. 现在 从 模型 
hn = eine, (10) 


出 发 , 其 中 An = ao d 01/824 + con; 对 于 量 A,(= Ino2) 的 估计 量 自然 利用 均 方 意 
义 下 最 优 的 估计 量 
Mn = E(As|hi,-- hn). 

遗憾 的 是 , 所 考察 的 模式 的 非 线性 使 得 以 显 式 来 求 出 m 的 问题 几乎 是 毫 无 希 
望 的 . 因而 , 首先 自然 会 想到 的 是 , 有 必要 “线性 化 ”所 考察 的 问题 , 并 且 进 一 步 运用 
“高 斯 线性 Kalman-Bucy 滤波 ”( 参 见 例如 , [303]). 

例如 , 我 们 可 这 样 处 理 . 

由 (10) 求 得 


lnk? = Ine? + Ino? = Elne? + An + (Ine? — Elne?), 


其 中 Elne? z —1.27, Dine? = n?/2 = 4.93. 因此 , 记 x, = In? hn, 我 们 得 到 下 列 线 
性 方程 组 : 


An = ag + aiAn 1 + Côn, (11) 
tn = Elne? + An + FE (12) 

其 中 
En = E — Elne?) (13) 


AEE, = 0, Dé, = 1, URIEN Elne? 的 (近似 ) 值 可 取 上 面 引 入 的 值 -1.27. 
这 样 一 来 , 可 以 认为 , 我 们 给 定 线性 方程 组 (11)-(12); 然而 , 其 中 量 e, 的 分 布 不 
是 高 斯 的 , 这 就 没有 可 能 直接 应 用 Kalman-Bucy 线性 滤波 理论 . 
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尽管 如 此 , 我 们 将 这 样 来 考察 Kalman-Bucy 滤波 : 如 果 量 6, ESDA, En~. 
AN (0, 1), n > 1, 并且 独 立 于 序列 (ôn). 

在 这 一 假设 下 , BE un = E(AS |21, tn) 和 加 = DAS. 于 是 对 应 的 确定 量 Lus 
和 Yn 的 演变 的 方程 组 有 下 列 形式 (参见 例如 , [303; 第 VI 章 87 的 定理 1]): 


a1Yn 





Hn41 = (ao + aihn) + POL Y + 1.27 — Un), (14) 
_ 72 2 (ayn)? 
Ynti = (AI HO) = M 05) 


这 时 ， Ho = EAg, Yo = DAg. 

我 们 察觉 , 如 果 在 (11) 中 参数 c SEX, 那么 在 zn 中 的 项 A, 将 起 着 决定 性 的 
作用 , 并 且 有 可 能 要 求 , 在 这 一 情形 下 , 对 我 们 有 意义 的 量 mn 可 很 好 地 由 量 un 来 
ay. 

4. 我 们 注意 到 , 在 原来 的 模型 (11) 中 参数 9 = (a0, a1, 0) 未 知 的 情形 下 , 为 根据 
(hi,… An) 求 出 参数 on 的 估计 量 人 ,经常 利 用 基于 假定 具有 0 的 先 验 分 布 (9) 
的 Bayes 方法 . 于 是 , 在 原理 上 , 有 可 能 求 出 后 验 分 布 r(g,cn| ha, hn), 然后, 再 
由 它 求 出 后 验 分 布 (8 | hasc Sha) 和 (on [his ha); 由 此 就 有 可 能 构造 估计 量 
6, 和 Cn, 例如 , 作为 后 验 均值 , 或 者 使 后 验 密 度 达 到 最 大 值 的 值 . 关于 Bayes 方法 的 
详情 参见 , 例如 , 论文 [252] 以 及 在 Journal of Business and Economic Statistics (1994) 
的 同一 卷 的 395-417 页 上 的 评论 . 


5. GARCH 族 模型 和 “随机 波动 率 ” 模 型 的 描述 都 是 在 条 件 方法 的 框架 中 给 
Hif]. 这 时 , 条 件 分 布 Law(hn|on) 总 是 正 态 分 布 (0,02), 其 中 o2 以 可 料 方式 
依赖 于 “过 去 *. 对 于 这 样 的 方法 , 自然 发 生 这 样 的 一 个 问题 : 无 条 件 分 布 Law(ha), 
Law(h1,--- ,hn) (n > 1) 是 怎样 的 ? 

为 了 在 这 里 表达 可 能 结果 的 特征 , 我 们 考察 下 列 模型 (参见 [105]). 

Bh. = onen, 其 中 (en) 仍然 是 标准 高 斯 序列 , 而 


c2 一 ao2 1 十 55n (16) 


以 及 (ôn) 是 非 负 独立 稳定 随机 变量 序列 , 其 稳定 指数 0 < a < 1. (比较 第 三 章 Sle 
中 的 第 4 点 .) 假定 序列 (en) 和 (65) 相互 独立 . 
如 果 假 定 0 < a < 1, 那么 由 (16) WAKE, 我 们 求 得 
o? = by akon + um a"g2 a (17) 
k=0 


由 稳定 分 布 的 自 相 似 性 质 ， 
oo oo 1/e 
SC E! (>: ot) 01, 
k=0 


k=0 
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以 及 在 0 <a <1,0<a<1 的 假定 下 , 方程 (16) 有 CARR) 非 负 平稳 解 (o2): 


l/a 
1 
o? S») 01. (18) 


由 此 和 定义 (hn = onen), 我 们 断定 , 平稳 正 态 分 布 Law(hn) 是 稳定 的 , 且 其 稳 
定 指数 等 于 2a. 


6. 在 结束 这 一 讨论 非 线性 随机 模型 及 其 性 质 的 章节 的 最 后 , 我 们 还 剩 下 在 这 些 
模型 中 观察 到 的 已 经 提起 的 “ 厚 尾 ” 效 应 . (也 参见 第 四 章 §2c.) 

考察 4RCH(1) 模型 h = (ha)nzo, XIF n > 1, hn = yao +h? iEn, 其 初 值 条 
件 为 ho, 它 不 依赖 于 标准 高 斯 序列 © = (en)n>1, 而 ao > 0, 0 < a, <1. 

看 来 适当 选择 量 ho 的 分 布 , 能 使 所 考察 的 模型 存在 严格 平稳 过 程 的 解 = 
(hn)nvo, 并 且 对 它 ( 当 a > 0 充分 小 时 ) 有 “ 厚 属 ”效应 : P(P > r) ~ ex, 其 
中 c>0,7>0. 

这 些 (相当 不 简单 ) 结果 的 证 明 参 见 不 久 前 出 版 的 专著 : P. Embrechts, C. Kluep- 
pelberg, T. Mikosch, “Modelling extremal events for insurance and finance (保险 和 
金融 的 极端 事件 的 建 模 )”，Berlin, Springer-Verlag, 1997 (定理 8.4.9 和 8.4.12), 其 中 
也 可 找到 许多 4RCE GARCH 等 等 类 型 的 模型 的 详细 分 析 以 及 大 量 的 有 关 研 究 的 
文献 . 


4. 附录 : 动态 混沌 模型 


8$4a， 非 线性 混沌 模型 


1， 直 到 现在 为 止 , 当 hn = 1 Al ”的 “价格 ”的 值 时 , 我 们 
描述 序列 h = (hn) 的 演变 总 是 从 这 竹 的 假设 出 发: 这 些 量 有 随机 本 性 ， 即 ，Sn = 
Sn(w), hn = ha(w) 是 给 定 在 某 个 为 统计 不 确定 的 “自然 ”状态 建 模 的 渗透 概率 空间 
(2, F,(Fn)n>1,P) 中 的 随机 变量 . 

另 一 方面 , 相当 广泛 地 为 人 熟知 的 是 ,即使 是 下 列 类 型 的 非常 简单 的 确定 性 的 
非 线性 系统 








Tntl = f (£n; A) (1) 
或 者 
Ini = zzZn 1 ,Tn_k; À), (2) 


其 中 和 是 某 个 参数 , 它 也 可 能 生成 (在 对 应 的 初始 条 件 下 ) 其 性 态 极为 类 似 于 随机 序 
列 性 态 的 序列 (£0, %1,%2,°- je 
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这 种 情况 导致 合理 地 提出 这 样 的 问题 : 许多 经 济 (包括 金融 ) 时 间 序 列 是 否 实际 
上 并 非 是 随机 的 , 而 是 混沌 的 , 即 它 可 用 确定 性 的 非 线性 系统 来 描述 , 并 且 如 所 周知 ， 
它 同样 可 产生 金融 数据 的 统计 分 析 中 所 观察 到 的 (诸如 , “聚集 性 ”类 型 的 ) 效应 (S 
见 第 四 章 ). 

参照 专门 的 和 非常 广泛 的 文献 (参见 例如 ，[59]，[71]，[104]，[198]，[378]，[379]， 
[383], [385], [386], [428], [456]) 中 的 形式 定义 , 我 们 引入 某 些 非 线 性 混沌 系统 的 例子 ， 
以 对 它们 的 性 态 给 出 一 种 表示 , 同时 也 自然 发 生 这 样 的 问题 , 怎样 用 随机 系统 或 混 
沌 系统 来 确定 、 生 成 给 定 的 实现 . 

从 价格 的 未 来 运动 预测 的 视角 来 看 , 非 线 性 混沌 模型 在 多 大 程度 上 可 预测 的 问 
题 是 令 人 非常 感 兴趣 的 . 我 们 在 以 后 将 看 到 , 这 里 的 局 面 并 不 令 人 十 分 乐观 , 其 原因 
在 于 , 尽管 有 确定 性 特征 , 混沌 系统 的 轨 线 的 性 态 可 能 依赖 于 初始 数据 的 值 和 人 参数 A 
的 值 的 确定 精度 而 强烈 变化 . 


2. 例 1. FR SRA ATH (logistic) 映射 
zo Tr = Ax(1- 2), 
由 它 可 生成 (一 维 ) 非 线 性 动态 系统 
En = AZn- (l — X4 i1) nel, O<ao<1. (3) 


(表面 上 看 来 , 逻辑 斯 玫 方 程 首先 出 现在 考虑 种 群体 增长 速度 有 限制 的 种 群 动力 学 模 
型 中 .) 

对 于 值 < 1, 给 定 任何 满足 0 < xo < 1 的 初 值 mo, 当 n 一 oo ET, 解 zn = 
zn( 和 ) | 0 (图 23a). 这 样 一 来 , 状态 ze = 0 在 这 一 情形 下 可 看 作 唯 一 稳定 状态 , 对 
它 来 说 ， 当 n — OO BT, fü Vn 趋向 于 它 ， 





图 23a 入 =1 的 情形 
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3$ A = 2 Bj, 值 rn 1 (图 23b). 因此 , 在 这 一 情形 下 , 也 存在 唯一 稳定 状态 
(Loo = 1), M n oo 时 值 Trn 被 它 所 “吸引 ”. 








图 23b 入 = 2 的 情形 


我 们 现在 增 大 参数 和 的 值 . 当 A < 3 时 , 系统 (3) 还 将 是 只 有 一 个 稳定 状态 . 然 
而 , 当 入 = 3 HT, 产生 了 全 新 的 效应 : ME n 的 增 大 , 出 现 了 两 个 稳定 状态 us (图 
23c), 其 中 系统 在 这 两 个 状态 之 间 交 替 . 


0.7 


0000000 
Docoooeeooecoooocoocooopcooococoococooooooooocpoocoooooooo 


F345 6654000666056 500 00000000 06000 CON BO08 OO O09 9000 
606 00G0066 





0 10 20 30 40 SO 60 370 80 90 100 
图 23c A\=3 的 情形 


当 参 数 和 值 增 大 时 , 这 样 的 系统 性 态 特征 将 保持 , 但 是 , 然后 , 当 入 = 3.4494.…. 
左右 , 系统 又 开始 发 生 某 种 新 现象 , 其 中 出 现 四 个 稳定 状态 , 系统 的 运动 在 这 四 个 状 
态 之 间 (图 23d). 

当量 A 再 增 大 , 系统 开始 不 断 出 现 新 的 稳定 状态 ; 当 入 = 3.5644.… 时 , 这 样 的 
状态 有 16 个 , 34 A = 3.5696.… 时 , 它们 有 64 个 . 而 当 入 = 3.6 BI, 这 样 的 状态 个 数 
开始 等 于 无 限 , 它 被 解释 为 失去 了 系统 稳定 性 , 并 且 系 统 过 渡 到 混沌 状态 . 

这 时 状态 更 换 的 周期 特征 完全 丧失 , 系统 开始 在 无 限 多 种 状态 之 间 ， 从 一 个 跳 
到 另 一 个 地 游 走 . 这 里 重要 的 是 要 注意 到 , 尽管 系统 仍然 是 确定 性 的 , 实际 上 不 可 能 
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图 23d 入 = 3.5 的 情形 


0.5 4 


0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 


图 23e A= 4 的 情形 


预料 系统 在 某 个 时 刻 在 哪里 , 因为 在 确定 cn 和 和 的 有 限 精度 可 能 强烈 影响 可 预测 
量 的 值 . 

从 所 引信 的 简单 描述 中 已 经 变 得 很 清晰 , 参数 和 的 值 Ou). 使 得 系统 产生 “分 
X" R "4330, 并且 所 有 的 值 变 得 “ 越 来 越 靠近 ”( 图 24). 

M. Feigenbaum 提出 猜想 , 并 由 O. Lanford 证 明 ([294]) 的 结果 指出 , (对 于 所 有 


抛物 系统 ) 
Àk — Àk-1 


>F, k — oo, 
Ak 一 Ak 
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1 — 1L 
3 3.4494 3.5360 4 入 


图 24 在 逻辑 斯 蒂 系 统 中 , 当 参 数 AT 4 的 增加 过 程 中 , 状态 zoo 的 加 们 过 程 的 图 示 


其 中 F = 4.669201.… BARA Feigenbaum 数 的 普 适 常数 . 

参数 入 = 4 对 于 系统 (3) 来 说 起 着 特别 的 作用 , 正 是 在 这 时 , 对 应 的 (混沌 ) FF 
列 (an) 的 观察 序列 的 值 像 是 白 噪 声 型 的 随机 序列 的 实现 . 

其 实 , 我 们 取 xo = 0.1, 并 按 公式 (3) 递 推 计 算 zl, za，…… ,ziooo. 对 这 1000 个 
值 计算 (经 验 ) 均值 和 标准 差 , 其 相应 的 值 为 0.48887 和 0.35742 (精确 到 第 五 位 ). 

在 下 面 的 表 2 中 列 出 按 值 zi x2,:… ,ziooo 计算 的 (经 验 ) 相关 函数 p(k) 的 值 . 


















coss [as | oou. 


24 | -0.020 | 34 | 0.001 


25 | -0.008 || 35 


AINE 
. 16 | -0.023 | 26 | 0.017 | 36 
-0.048 || 17 | -0.030 | 27 | 0.006 | 37 
0.027 || 18 | 0.037 | 28 | -0.004 | 38 | 0.053 


"ums | 3 | oorr 3o | -oors | 4| 


由 这 个 表 可 见 , 由 和 = 4 的 逻辑 斯 带 映 射 生 成 的 量 (cn) 实际 上 可 认为 是 不 相关 
的 , 并 且 在 这 一 意义 下 , 序列 (zx) 可 称 为 “混沌 白 噪声 ”. 


值得 注意 的 是 , 对 于 zo € (0,1) 的 系统 tp = Ara 1(1 — 241) n 2 1, FERE 
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分 布 (Bl, 对 于 任何 (0,1) 中 的 Borel $2 A, 它 满足 P(T-14) = P(A), 其 密度 


1 


pa) = aaa £600 (4) 


这 样 , WRU ARIA zo 是 有 概率 密度 p = p(z) 的 随机 变量 , 那么 随机 变量 xn 
(n > 1) 将 有 与 zo 一 样 的 分 布 . 这 里 有 益 的 是 要 强调 , 用 这 样 的 方式 得 到 的 随机 动力 
系统 (on), 其 全 部 “随机 性 ”都 完全 由 随机 初 值 zo 来 决定 , 而 转移 动力 学 En 一 Tny 
则 根据 关系 式 (3) 以 确定 性 的 方式 来 给 定 . 

在 (4) 的 假定 下 , 不 难 求 得 Exo = 1, Ez = 3, Dro = i (= (0.35355---)?) (比较 
上 面 引入 的 值 0.48887 和 0.35742) 以 及 





p(k) = Ezozk — ExgEx, _ 1, 4k=90, 
|»... vDzoDay 0, 4k#0. 


例 2 (Bernoulli 变换 ): 
Ln 一 2zn 1 (mod 1), zo € (0,1). 


这 里 不 变 的 是 有 密度 为 p(z) = 1 (x € (0,1)) 的 均匀 分 布 . 这 时 , Exo = 1, Ex? = 
Dzo = 4, p(k) = 2-*, K=0,1,---. 


例 3 (KE RHR): 


, 


wl 


Zn = 1—]|1—224-4|, zo € (0,1). 


Oo 
8 

© 
il 


与 例 2 中 一 样 , 这 里 不 变 的 是 (0,1) 上 的 均匀 分 布 .这 时 , Exo = 4, Ez3 = 1 
p(k) =0,k £0. 


Bil 4. ix 
En =1—-2V/lan-i], ^ xo €(-1,1) 


这 里 不 变 的 是 (71,1) 上 的 分 布 , 其 密度 为 p(z) = (1—2)/2. 这 时 , Exo = ~1, Ex? = i, 
Dao = 2. 图 25a, b 给 出 对 于 zo = 0.2 和 N = 100, N = 1000 的 序列 (z, ),« 的 性 
态 的 表示 . 

3. 上 面 引 入 的 非 线性 动态 系统 的 例子 从 不 同 的 视角 来 说 都 使 我 们 很 感 兴趣 . 首 
先 , 比如 在 以 “二 进 形式 ”展开 的 逻辑 斯 蒂 系 统 的 例子 中 , 清楚 地 生成 在 第 三 章 第 2 
节 中 叙述 的 分 形 性 的 观念 ， 其 次 , 这 种 具有 “混沌 性 ”的 系统 的 性 态 暗 示 , 可 利用 它 
们 来 构造 金融 指数 演变 模型 , 特别 是 对 其 危机 时 期 , 它 揭示 的 正 是 “混沌 性 ”, 而 不 是 
“随机 性 ”. 
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图 25b A zo =0.2, an —1— 2 /]zs i1] 的 序列 z = (tn) nso 的 图 像 , 其 中 N = 1000 


84b.“ 混 沌 ”序列 与 “随机 ”序列 之 间 的 区 别论 争 


1l. 纯粹 的 确定 性 动态 系统 呈现 “随机 白 噪 声 ” 类 型 的 性 质 的 事实 早 就 为 人 所 知 ， 
并 且 并 非 意外 , 尽管 许多 人 对 此 十 分 惊奇 . 尤其 是 由 此 引起 一 个 有 趣 的 问题 : 怎样 区 
分 “随机 ”序列 和 “混沌 ”序列 , 是 否 可 能 在 原理 上 确认 金融 数据 的 “不 规则 性 ”的 
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真实 本 性 是 “随机 的 ”还 是 “混沌 的 ”. (看 来 , 对 于 个 别 的 实现 来 说 , 这 里 可 能 的 途径 
之 一 基于 “Kolmogorov-Martin-L6f-Uspenskii 复杂 性 .) 
下 面倒 述 的 方法 基于 著作 [448] 和 [305], 其 中 在 区 别 “混沌 性 ”和 “随机 性 ”时 
起 中 心 作用 的 是 函数 
C(e) = lim ors), (1) 


N-—oo 
这 里 v(N, e) 是 所 考察 的 序列 (cn) 中 满足 
[zi —2,|<e 
的 对 (2,7) (53 < N) 的 个 数 . 
除了 函数 Cle) 以 外 , SRN BAA pa 


Cm(e) = lim Pee), 





= 
其 中 wm(N,e) 是 对 于 ij < N 的 所 有 对 应 向 量 (mimi, ipm) 和 (zh 
Bist) 2jHm-i) 中 ,其 分 量 的 区 别 不 超过 e 的 对 (53) 的 个 数 ， (Em = 1 的 
情形 下 , 有 di (N, e) = w(N,e).) 

对 于 “ 白 噪声 ”型 的 随机 序列 (en) 来 说 , 当 e 很 小 时 , 函数 


Crile) SE”, (2) 


其 中 “分形 ” 指数 wm =m. 许多 确定 性 的 系统 也 具有 型 为 (2) 的 性 质 (例如 , 上 节 中 
的 逻辑 斯 蒂 系 统 (3), [305]). 指数 um 也 称 为 相关 维 数 , 它 紧密 联系 Hausdorff HER 
和 Kolmogorov 信息 维 数 . 

在 著作 [448] 和 [305] 中 区 别 “ 混 沌 ”序列 和 “随机 ”序列 的 思路 基于 观察 这 些 
序列 的 相关 维 数 的 不 同 . 正如 将 在 以 后 看 到 ,“ 随 机 ”序列 的 相关 维 数 比 “混沌 ”序列 
的 相关 维 数 要 大 . 

根据 [305] 和 [448], 作为 相关 维 数 的 估计 量 自然 取 量 

4 _ mCm(Ez) — ln Cm(€z+1) 


Um,j 





Ine; 一 lnej+1 


其 中 sj =y/,0<y<1. 
X 3a (来 自 [305]) 对 于 N = 5,900 ARMREST (rn) new 给 出 值 Dm, j, 其 中 
m = 1,2,3,4,5,10 以 及 ej = ø, p = 0.9, 而 j 取 一 系列 值 . 
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表 3a 对 于 逻辑 斯 蒂 系 统 的 zy 值 


a | 5 [3] 


0.98 | 1.02 | 1.19 
0.98 | 0.98 | 1.11 
































把 这 个 表 的 结果 与 由 对 高 斯 白 骂 声 仿真 得 到 的 名,,; 作 比 较 , 其 中 后 者 的 参数 就 
是 用 来 刻画 $4a 中 的 逻辑 斯 带 映 射 (3) 的 参数 ( 表 3b 根据 [305] 中 的 数据 而 得 ): 

由 这 两 个 表 的 比较 可 见 , 在 m = 1 的 情形 下 , 很 难 通过 相关 维 数 vs; 的 值 来 区 
分 “混沌 性 ”和 “随机 性 ”. 随 着 m 的 值 的 增 大 开始 呈现 “混沌 ”情形 和 “随机 ” 情 
形 在 量 tm 上 的 本 质 区别 , 它 可 用 来 作为 断定 对 应 的 序列 (zn) 形成 的 不 同 本 性 的 
有 足够 分 量 的 基础 , 尽管 从 它们 的 经 验 均值 方差 和 相关 的 视角 来 看 , 实际 上 没有 区 
Hl. 

2. ATU APA “CELE? A BE? PR BIH, 我 们 引入 对 于 
IBM 股价 和 S&P500 指数 的 日 “收益 ”hh = In s = (n 2 1) 的 值 的 相关 维 数值 的 
表 ( 表 4a, b; 它 是 根据 1962.7.2 一 1985.12.31 期 间 的 5903 各 观察 值 制定 的 , 数据 来 自 
[305]). 





R 4a 对 于 IBM 股价 的 加， 值 























首先 , 由 这 两 个 表 的 比较 可 见 IBM 股价 和 S&P500 指数 的 “相关 维 数 ” 的 “分 
形 ” 机 构 的 均匀 性 其 次 , 把 表 4a, b 和 表 3a, b 的 数据 相 比 较 表 明 , 对 于 这 两 个 
hn 一 问世 一 (n > 1) 的 序列 (hn) 的 指数 来 说 , 它们 更 接近 于 随机 白 品 声 , 尽管 这 自 


n-— 
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表 Ab 对 于 S&P500 指数 的 Gn; 值 
Fnmfil2lsl4lafa 
20 | 0.58 | 1.10 | 1.58 | 2.03 | 2.43 | 3.93 

088 | 188 2.07 | 3.49 | 4.25 | 6.93 


Cs [um [n [sin [m [es fro 
[om]: 



















然 并 没有 否定 假设 它们 是 有 大 “相关 维 数 ”的 某 种 “混沌 ”序列 , 因为 后 者 也 有 相近 
的 性 质 . (关于 所 考察 的 区 别论 争 的 更 详细 的 叙述 及 其 经 济 学 评论 , 参见 [305].) 

3. 最 后 , 我 们 再 简 述 [17] 中 提出 的 另 一 种 区 分 “混沌 性 ”和 “随机 性 ”的 方法 . 

设 z = (an) 是 某 个 动力 系统 所 生成 的 “混沌 ”序列 , 它 带 有 对 于 zo 的 概率 分 布 
F = F(z), 并 且 后 者 对 该 系统 不 变 . 

现在 设立 = (Zn) 是 “随机 ”序列 , 它 由 独立 同 分 布 的 (一 维 ) 随机 变量 所 组 成 ， 
并 且 其 分 布 就 是 F = F(x). 

我 们 构成 量 


Mn = maxí(zo, £1, UU , Tn) 和 Mn = max(Zo, 71, UU En), 


并 设 F.(z) = PUM < £), Fy(x) = P(M, <2). 

[17] 中 采用 的 方法 的 思路 基于 这 样 的 观察 : 最 大 值 可 用 来 作为 把 “随机 ”序列 从 
“混沌 ”序列 中 区 分 开 来 的 很 好 的 特征 . 

出 于 论证 这 样 的 方法 的 目的 , [17] 的 作者 如 下 进行 处 理 . 

在 极 值 的 极限 定理 理论 中 , 人 们 已 经 熟知 为 使 量 on (My — bn) IET REE an > 0 
All bn (n > 1) 有 ( 非 平凡 ) 极限 分 布 


lim P(an(Mn — bn) < x)= G(z) 
的 充 要 条 件 . 
我 们 引入 某 些 例子 , 其 详情 可 参照 [124], [156], [187] 和 [206]. 
如 果 F(x) =1-z-2z>lp>0 和 那么 
P (: D < z) — exp(—-z ^), z 0. 

TE F(x) =1—-(—2)?, -1<2 <0, p > 0, 那么 对 于 x «0, 

P(n? Mn < x) — exp(—|z|?). 
如 果 F(r)1—-e ?*,r 2 0, 那么 对 于 x ER, 


P(M,, — Inn & z) — exp(—e 7). 
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如 果 F(x) = B(z) 是 标准 正 态 分 布 , 那么 
P (e In n)! 2M, — bn) < z) —(-e*) eR, 


其 中 bn 选 为 使 Plzo > bn) = j. (在 这 一 情形 下 , bn ~ (21n n)!72.) 
对 于 Bernoulli 变换 (§4a 中 的 例 2) 来 说 , 不 变 分 布 为 F(x) = z, x € (0,1), 并 且 
M an = n, bn = 1n! 时 ， 极限 分 布 为 


G(x) = exp(z — 1), z x«l. 


对 于 $4a 中 的 例 4, F(z) =1 一 D2(z)， 其 中 p(x) = e z)/2, T€ (-1, 1), 并 且 当 
an = V/n, b, = 1 一 2/Vn 时 , 我 们 求 得 


G(z) = exp (- (5 - D’) . 


对 于 84a 中 的 例 1, 不 变 分 布 F(z) = = arcsin Ja, 并 且 通 过 对 应 的 重新 正 态 化 ， 

可 求 得 
G(x) = exp(—(1 — 2z)!/2). 

给 定 分 布 F(a) = (F(z))* 和 极限 分 布 G(z), RAIET A3 E, (m) 
以 及 它们 的 极限 分 布 (如 果 可 能 知道 的 话 ) 比如 G(x) 作 比 较 . 正如 在 著作 [17] 中 所 
注意 到 , 这 里 有 很 大 的 技术 困难 ; 对 于 $4a 中 所 考察 的 例子 来 说 , 它 联系 着 缺乏 对 于 
分 析 有 用 的 Fi. (0) 的 解析 表达 式 . 由 于 这 一 情况 , [17] 的 作者 通过 对 分 布 已 (z) 进 
行 对 于 大 n 的 数值 分 析 , 以 及 把 它们 与 相应 分 布 的 馈 ,(z) = [F(z)]^ 作 比 较 . 

对 于 在 $4a 中 考察 的 动态 系统 来 说 , 这 样 的 分 析 表 明 , 总 体 来 说 , (对 于 有 不 变 
分 布 F(a) 的 “混沌 ”系统 来 说 的 ) F(z) 的 性 态 在 定性 上 不 同 于 (对 于 有 一 维 分 
布 F(x) 的 独立 同 分 布 随 机 变量 所 形成 的 “随机 ”系统 来 说 的 ) Kor) 的 性 态 ， 这 
就 是 说 , 对 于 所 考察 的 最 大 值 模型 来 说 ,在 所 考察 的 “混沌 性 ”和 “随机 性 ”的 区 
分 问题 上 ,是 一 个 很 好 的 统计 量 ， 但 是 , 很 自然 , 这 并 不 排斥 可 找到 形 为 tny = 
f(zm Zu, ,zn_k; A) 的 有 充分 大 的 的 “混沌 " 系统 , 它 将 很 难 通过 大 量 、 但 有 
限 的 观察 来 与 “随机 白 噪 声 ” 相 区 分 . 
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1. 分 布 和 过 程 的 非 高 斯 模型 


$1a. 稳定 分 布 和 无 限 可 分 分 布 


1. 在 下 一 章 中 我 们 将 提出 诸如 汇率 、 股 价 等 等 的 金融 指数 的 分 布 类 型 和 演变 的 
统计 分 析 的 结果 . 由 这 类 分 析 我 们 将 看 到 , 在 构造 金融 指数 的 分 布 和 演变 的 概率 模型 
时 , 稳定 分 布 和 稳定 过 程 作为 自然 而 又 看 来 十 分 可 信 的 备 选 物 , 显示 其 出 色 的 作用 . 

这 些 都 说 明 , 在 本 节 引 入 关于 这 种 分 布 和 过 程 以 至 更 一 般 的 无 限 可 分 分 布 和 过 
程 的 信息 对 于 以 后 来 说 是 必要 的 ; 没有 这 一 切 , 金融 指数 的 描述 和 考察 将 是 很 不 完 
备 的 . 

在 叙述 “稳定 性 ”和 “无 限 可 分 性 ”的 基本 概念 和 性 质 时 , 我 们 将 在 一 定 程度 上 
遵循 时 间 顺 序 ; 先 考察 1920 年 代 由 P. Lévy, G. Pólya, A. Ya. Khintchine 所 研究 的 
一 维稳 定 分 布 , 然后 转向 1930 年 代 B. de Finetti, A. N. Kolmogorov, P. Lévy, A. Ya. 
Khintchine 所 研究 的 一 维和 多 维 无 限 可 分 分 布 . 这 以 后 , 在 S1b 中 将 引入 有 关 Lévy 
过 程 和 稳定 过 程 的 基本 概念 和 性 质 . 

我 们 注意 到 , 关于 稳定 的 和 无 限 可 分 的 分 布 和 过 程 有 众多 的 教科 书 , 例如 , 专著 
[156], [188], [418], [484]. 


2. 定义 1. 非 退 化 随机 变量 X 称 为 稳定 的 , 或 者 有 稳定 分 布 , 是 指 对 于 任何 正 
数 a I b, 存在 正 数 c MRK d, 使 得 


Law(aXı + 0X2) = Law(cX + d), (1) 


其 中 X 和 Xo 是 两 个 都 是 X 的 复 本 (Law(Xi) = Law(X), i = 1,2) 的 相互 独 
立 随 机 变量 . 不 妨害 一 般 性 , 所 有 被 考察 的 随机 变量 都 被 假定 为 在 同一 个 概率 空间 
(Q,.2, P) 上 给 定 的 . 
可 以 证 明 (参见 上 面 提 到 的 专著 ), 存在 不 依赖 于 a Al 的 常数 a € (0,2], 使 得 
(1) 中 的 常数 c 满足 
c* = ac +b. (2) 


经 常 利 用 另 一 个 等 价 定义 : 
定义 2. 随机 变量 X 称 为 稳定 的 , 是 指 对 于 每 个 n > 2, 存在 正 数 Cr WH Dn, 
使 得 
Law(X; + Xo +---+ X4) = Law(C,X + Dz), (3) 
其 中 Xi, Xo, Xn Æ X 的 独立 复 本 . 
如 果 在 (3) 中 D, = 0, n > 2, Bil 


Law(X; + Xo+---+ X4) = Law(C,, X), (4) 
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那么 X 称 为 严格 (strictly) 稳定 随机 变量 . 
尤其 引 人 注 目的 是 , 在 (3) 和 (4) 中 ， 


C, 一 nile 


对 于 某 个 0< a < 2 成 立 , 当然 , 其 中 o 是 (2) 中 的 同一 个 参数 . 

为 强调 这 个 参数 值 a 的 作用 ， 与 术语 “稳定 性 ”一 起 , 经 常 运用 术语 “a 稳定 
性 ”. 

为 了 使 给 出 的 两 个 定义 的 图 景 更 完备 ， 下 面 再 引入 第 三 个 定义 是 适宜 的 ; 这 一 
定义 揭示 稳定 分 布 的 另 一 种 作用 , 即 它 可 能 作为 独立 同 分 布 随机 变量 之 和 的 (经 过 
适当 的 规范 和 中 心 化 的 ) 极限 来 产生 . 


定义 3， 随 机 变量 X 称 为 有 稳定 分 布 (或 者 简称 稳定 ), 是 指 这 个 分 布 有 下 列 
含义 下 的 吸引 区 域 : 存在 独立 同 分 布 随机 变量 序列 Ya, Yo, 下 数列 (dn) 和 实数 列 
(an), 使 得 


Y) TY, 


+an Š X; (b) 
dn 


«do 意味 着 按 分 布 收 伍 : 


号 十 :十 也 
Law (A= + an) — Law(X), 


其 中 分 布 律 的 收敛 性 理解 为 对 应 测度 的 弱 收 敛 . 

这 个 定义 与 前 两 个 的 等 价 性 由 下 列 结 果 得 到 : 随机 变量 x 可 表示 为 量 

Yi ++ Yn 
dn 

的 按 分 布 收敛 的 极限 , 35 BX 是 (在 第 一 个 或 第 二 个 定义 的 意义 下 ) 稳定 的 , 这 
里 (Yn) 为 独立 同 分 布 随机 变量 序列 . (参见 [188]; [439; 第 II 章 ，85] 中 的 证 明 .) 

3. 根据 概率 论 的 著名 结果 (P. Lévy, A. Ya. Khintchine), 稳定 随机 变量 X 的 特 
征 函 数 


二 Qn 


(6) = Eet? X 
有 下 列表 示 : 


" » — a |6|% (1 — iß (Sgn 0)tg T) , 4aFl, 
(0) = 


iu — c|8| (1 +192 (Sen6) mie } Q 当 a=1， 6) 


exp 


FH O0<a<2,|6|<l,o>0, eR. 
这 里 所 参与 的 四 个 参数 (a, B,0,u) 的 含义 如 下 : 
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o, 是 稳定 指数 , 或 者 特征 参数 (自然 与 (2) 和 (4) 中 的 是 一 样 的 ); 
B 是 概率 密度 的 针 度 (skewness) 参数 ; 

o 是 尺度 (scale) 参数 ; 

u 是 位 置 (location) 参数 . 


参数 w “负责 ”分 布 尾 部 的 下 降 特 征 . 
如 果 0 < aw < 2, 那么 








Jim z^P(X > 2) = Ca o", 2 
Jim z*P(X < 一 Z) = Cl Bos, o 
其 中 = 
Ca = (人 2esinzaz) = ore a X 1, o 
0 2 
在 “= 2 的 情形 下 , 由 表示 式 (6) 我 们 得 到 
(0) = e000 — gut F00, (10) 


BN, p(9) 是 正 态 分 布 .Y( 207) 的 特征 函数 , 或 者 说 , 是 有 
EX =p, DX = 20? 


的 正 态 随机 变量 X 的 特征 函数 . 

尽管 在 公式 (6) 中 的 参数 f 不 是 唯一 确定 的 (因为 当 o = 2 BJ, 这 个 参数 在 表 
达 式 Btgn 中 , 而 它 等 于 零 ), 通常 取 8 = 0. 

BR, 从 分 布 妊 部 性 态 的 视角 来 看 , a < 2 和 a = 2 两 种 情形 之 间 , 互相 有 很 大 
的 区 别 , 因为 , 比如 , 对 于 /= 0 和 2c2 — 1, 


2 —z?[2 
pixi > 2) ^ V2 | £0, 1) 


T 





而 把 它 与 (7) 和 (8) 作 比 较 表明 , 当 a < 2 时 , 与 正 态 情形 的 尾部 很 快 下 降 相 比 , 这 
一 分 布 的 尾部 较 厚 ，( 在 这 里 强调 以 下 这 点 是 适宜 的 : 正如 一 些 统计 研究 所 指出 , 对 
于 许多 金融 指数 S = (Sujn>o 来 说 , “收益 ”随机 变量 hn = In "E 有 带 “ 厚 尾 * 的 
分 布 . 这 就 自然 会 来 考察 稳定 分 布 类 是 否 可 作为 构造 h = (hn) 的 概率 统计 模型 的 备 
选 物 .) 

重要 的 是 要 注意 到 , 正如 由 (7) 和 (8) 所 看 到 , 数学 期 望 EI|X| < oo HN 
a> 1. 一 般 来 说 , EX < oo HHAH p<a. 
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联系 (7) 和 (8) 中 所 指出 的 渐 近 公式 , 现在 值得 回顾 Pareto 分 布 , 其 概率 分 布 密 
度 为 
| o rÉb 
fabla) = 4 zo ui (12) 
0, x <b, 


其 中 参数 a > 0, b> 0, 而 这 就 是 说 , 对 应 的 分 布 函数 Foole) 满足 
1 — Fop(z) = (2) ; z 2b. (13) 


与 (7) 和 (8) 相 比较 表明 , 稳定 分 布 在 无 限 处 变 得 如 同 Pareto 分 布 . 在 这 一 意 
义 下 , 稳定 分 布 的 “尾部 ”属于 Pareto 型 . 

在 (6) 中 的 ( 渐 近 ) HRB 8 e [—1, 1] 刻画 了 分 布 的 不 对 称 程度 . 如 果 6 = 0, 
那么 分 布 是 对 称 的 . 当 8 > 0 时 , 分 布 向 左倾 斜 , 并 且 倾 斜 度 越 大 ,6 值 就 越 接 近 于 
1. B < 0 的 情形 对 应 向 右倾 斜 . 

参数 o 起 着 尺度 参数 的 作用 . 在 正 态 分 布 (a = 2) 的 情形 下 , DX = 207. 我 们 
要 强调 , 这 里 方差 等 于 207, 而 不 是 o?, 它 不 同 于 标准 的 记号 . 如 果 a < 2, 那么 方差 
DX 不 存在 . 

参数 u 称 为 位 置 参数 . 在 a > 1 的 情形 下 , 数学 期 望 EIX| < oo, 4 = EX 就 说 
明了 这 一 点 . 在 一 般 情 形 下 , 没有 这 样 的 解释 , 因为 EX 干脆 可 能 不 存在 . 


4. 按照 已 有 的 传统 , HER o, 6,c 和 u 的 稳定 分 布 记 为 
Salo, B, u), 


并 记 X — Salo, B, n) 表示 X 有 带 参 数 a,b, o Al 的 稳定 分 布 . 

注意 , 分 布 S54(o, 8, u) 是 对 称 的 当 且 仅 当 8 = jp = 0. (由 特征 函数 的 形式 不 难 
断定 , 在 这 一 情形 下 , (3) 中 的 常数 D, 等 于 零 .) 这 个 分 布 在 (任意 的 ) u 附近 对 称 当 
且 仅 当 6 = 0. 

在 对 称 情形 (8 =» = 0) 下 , 经 常 运用 记号 


X ~ Sas. 


在 这 一 情形 下 , 特征 函数 
o2(0) = e 7 4", (14) 


5. 遗憾 的 是 , 稳定 分 布 密度 的 显 式 仅仅 只 对 某 些 参数 值 已 知 . 这 些 分 布 为 : 
ESDA, S2(0,0, p) = N (u, 202), 其 密度 为 


or 
ne SE, (15) 
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Cauchy 分 布 , 51(o,0, u), 其 密度 为 


oO 


me — uy! c o3) (16) 


指数 a = 1/2 的 单 边 稳定 分 布 S12(o,1,4) (也 称 为 L6vy 分 布 , Smirnov 分 布 )， 
它 在 (uoo) 上 有 密度 为 


G5) wow ( om 5) | 07) 


我 们 注意 (16) 和 (17) 中 的 两 种 有 趣 而 有 用 的 特殊 情形 : 如 果 X ~ 51(o,0,0), 那么 
对 于 z > 0， 





1 1 
P(X < x)= 37 二 arctg Š; (18) 


如 果 X ~ Silo, 1,0), RA XE T x > 0, 


P(x «aj - 2 (1- e (7). (19) 


关于 表示 为 级 数 形式 的 稳定 分 布 密度 , 参见 [156], [225], [418], [484]. 
6. 现在 假定 , X1, X2,… , Xn 是 独立 随机 变量 , 且 满 足 


Xi ~ 9a(ai Di, Hi), 4=1,2,-:- ,n. 


虽然 这 些 随机 变量 一 般 来 说 有 不 同 分 布 ， 但 是 它们 有 同样 的 稳定 指数 a， 可 以 指 
出 (参见 特征 函数 的 形式 (6)), 它们 的 和 X = Xi tt Xn 有 同样 类 型 的 分 布 
Salo, 3,2), 其 参数 


c= (c ++» og)" o, 





g = Diet t + Bnon 
oF +++. Hog 
H= ph toe + pn- 


7. 现在 我 们 转向 更 一 般 的 所 谓 “ 无 限 可 分 ”分 布 类, 它 包括 “稳定 ”分 布 在 内 . 


定义 4. 随机 变量 X 称 为 无 限 可 分 , 而 它 的 分 布 称 为 无 限 可 分 分 布 , 是 指 对 于 任 
何 n 之 1 可 求 得 这 样 的 独立 同 分 布 随机 变量 Xni, ttt Xnns 使 得 X E Xni Tee T Xnn- 
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无 限 可 分 分 布 类 所 包含 的 意义 在 于 : 它们 且 仅 仅 是 它们 可 能 以 系列 模式 表现 为 
分 布 和 ( X xa) 的 极限 : 
=1 


Xu 
X21, X22 

(20) 
Xni, Xn2,7 7 Xn 


其 中 对 于 每 个 n, 随机 变量 序列 Xni, Xn, ,Xnm 是 独立 同 分 布 的 . 这 时 , 我 们 察 
觉 , 在 (20) 的 不 同 列 之 间 可 能 没有 任何 联系 . ( 详 见 [188]; [439; 第 TII 章 , 85].) 

当 (20) 中 的 所 有 量 Xn 用 同一 个 独立 随机 变量 序列 Y, Yoo 以 下 列 专门 方 
式 来 生成 时 : 

Xa 15,7" 1<k<n, nèl, (21) 
dy, n 

那么 所 发 生 的 是 较 窗 的 分 布 类 : 稳定 分 布 类 (参见 第 2 点 最 后 ). 

(注意 , 以 后 在 81d 中 考察 的 双 曲 分 布 、 高 斯 \\ 道 高 斯 分 布 都 属于 无 限 可 分 分 
布 类 .) 

定义 4 只 有 关 数 量 情形 (X cR) 它 可 直接 转换 为 向 量 情形 (X < R2) 的 定义 ， 
而 不 需 作 任 何 原则 上 的 变化 . 

设 P = P(dz) 是 无 限 可 分 随机 向 量 X e Rd 的 概率 分 布 ， 


_ peilt, X) i(0,2) 
v(0) = Ee f.e P(dz) 
是 它 的 特征 函数 ; (9, xz) 是 向 量 0 = (01,--- 0a) 和 m = (21,--- ca) 的 数量 积 . 
在 先是 B. de Finetti 的 研究 , 然后 是 A. N. Kolmogorov (对 于 E|X|? < oo 的 情 


形 ) 的 结果 的 基础 上 , 最 后 是 P. Lévy 和 A. Ya. Khintchine 在 1930 年 代 建立 了 下 列 
对 于 向 量 X cR 的 特征 函数 的 “Lévy-Khintchine AR”: 


2(0) = exp fie, B) 一 AG C6) 
十 f. (ee —1- i(0,2)I(|z| < 1) (az) ; (22) 


其 中 B e R3, € = C(d x d) BRIER CAM, WR v = v(dz) 是 R^ 上 的 正 测度 
(Bri Lévy 测度 ), 它 满足 下 列 条 件 : v((0)) = 0 以 及 


f (la A 1)(d2) < oo. (23) 
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(我 们 察觉 , 无 论 是 (R?) < oo 的 情形 , 还 是 vR?) = oo 的 情形 , 都 很 重要 .) 
这 里 要 特别 强调 , p(9) 由 三 个 特征 : B,C 和 v 来 确定 , 并 且 (22) 中 的 三 元 组 
(B,C,v) 是 唯一 确定 的 . 


例 . 
1. 如 果 x 是 退化 随机 变量 , P(X = a) =1, BA B =a, C =0, v =0 以 及 


yp(0) 一 ete, 


2. 如果 Xx 是 有 带 参 数 O 的 泊 松 分 布 的 随机 变量 , 那么 zx(dz) = Alu (dz) 是 
“集结 ”在 点 z = 1 上 的 测度 , B= 入 以 及 


ofg) = ere? -0, 





3. WR X ~ VW (m,o?), BA B=m,C=07,v=0UR 
(0) = ee, 

4. WR X 是 密度 为 (16) 的 Cauchy 分 布 的 随机 变量 , ABA 
(8) = ee 


5. 如 果 X 是 有 密度 为 (17) 的 随机 变量 (有 指数 a = 1/2 的 单 边 稳定 分 布 ), AB 


A 
e(0) = gin6- 10] (1—iSgn 9) 


8. 形 为 (22) 的 (运用 “传统 上 典型 ”的 “截断 ”函数 A(z) = zI(|r| « 1) 的 ) 特 
征 函数 (0) 的 表示 式 不 是 唯一 的 . 例如 , 取代 (el < 1) 运用 带 I(lz| < a) 的 表示 
A, 其 中 a > 0, 不 过 , 这 样 当然 也 必定 要 改变 对 应 的 三 元 特征 . 尤其 引 人 注 目的 是 ， 
这 时 特征 C 和 v 并 不 变化 , 说 明 它们 是 不 依赖 于 截断 函数 选择 的 “内 在 ”特征 . AE 
化 的 仅仅 是 第 一 个 特征 B. 

为 了 作出 确切 的 陈述 , 我 们 引入 下 列 

定义 5. 在 零点 邻 域 上 有 h(x) = 2 的 有 紧 支 集 的 有 界 函 数 疡 = h(x), xE R^, HK 

除了 (22) 以 外 , 对 于 特征 函数 2(9) (对 每 个 截断 函数 h = h(z)) 有 下 列表 示 式 
成 立 : 


(0) = exp {i(0, B()) - 5,09) 


+ 人 (ee — 1-46, h(x))) (ae) ; (24) 
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其 中 C 和 v 不 依赖 于 h 的 选择 , 并 且 与 (22) 中 的 一 样 , 而 B(A) 对 于 不 同 的 h, 用 
下 列 方 式 换算 : 
B(h) — B(h) = 人 (h(x) — h' (z))v(dz). (25) 


我 们 注意 到 , (22) 和 (24) 右 端 的 积分 的 存在 是 由 条 件 (23) 所 保证 的 , 因为 函数 
e) — 1 — i(8, h(x)) 


AFF, 而 当 |z| 一 0 时 , 它 的 阶 为 Olz). 
如 果 加 强 条 件 (23), 而 代 之 以 条 件 


f (lz| Al)z(dz) < oo, (26) 
那么 在 表示 式 (24) 中 可 令 h(x) = 0: 
48) -ep 人 [iosO)-ieco+ 人 ceo — ova). (27) 


在 这 个 表示 式 中 的 常数 B(0) 称 为 随机 变量 X 的 “漂移 (drift) 成 分 ”. 
另 一 方面 , 如 果 加 强 条 件 (23), 代 之 以 条 件 


fap A lærda) < œ, (28) 
那么 表示 式 (24) 将 对 h(x) = x 成立: 
gp(0) = exp Uie. 一 5 (6. C0) 4- f (eo —1- (60, x) ) (dx) (29) 
R4 


在 这 一 情形 下 , 参数 B 称 为 中 心 , 其 实 它 无 非 就 是 均值 B = Ex. 
我 们 察觉, 条 件 ELX| < oo 等 价 于 条 件 


/ Ix|v(dz) < oo. 
|z|>1 


9. 正如 上 面 已 经 注意 到 , 对 于 稳定 分 布 律 , 其 分 布 的 显 式 仅 在 三 种 情形 下 已 知 . 
这 三 种 分 布 是 (参见 第 5 点 ): 
正 态 分 布 (a = 2), 
Cauchy 分 布 (a — 1), 
Lévy-Smirnov 分 布 (o = 1/2). 


无 限 可 分 分 布 类 要 广 得 多 , 它 (除了 已 提 到 的 以 外 ) 包括 下 列 分 布 (尽管 要 证 明 
这 一 点 不 太 简 单 ): 
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泊 松 分 布 ， 
r2, 
几何 分 布 ， 
负 二 项 分 布 ， 

t-A (Student 分 布 )， 
ne (Fisher 分 布 )， 
对 数 正 态 分 布 ， 

AM RA, 

Pareto 分 布 ， 

双边 指数 分 布 (Laplace 分 布 )， 
双 曲 分 布 ， 

高 斯 \ 逆 高 斯 分 布 等 等 . 


然而 , 许多 熟知 的 分 布 却 不 是 无 限 可 分 的 : 二 项 分 布 , 均匀 分 布 , 任何 有 有 限 支 
集 的 非 退 化 分 布 , 有 形 为 f(z) = Ce!" (a > 2) 的 密度 f(z) 的 分 布 . 

上 面 提 到 的 一 些 分 布 是 离散 分 布 , 而 男 一 些 有 分 布 密度 . 为 了 引用 方便 和 有 一 个 
完整 的 图 景 , 我 们 在 表 5 和 6 中 引信 它们 的 显 式 . 




















表 5 离散 分 布 
分 布 NUT -|$ am 
| aBa E ^M =0,1,- A0 
| Jura pg, k=1,2,-- Bros 
q—1-p 
0«cpcx1, 
Cr 一 lar k— ul 
| genes iP d q q=1-p 
k=r,r+1,- 
= r= 1,2,- 
Okptg*, O<p<l, 











二 项 分 布 g=1-p 
| k=0,1,. ”| nana. | 
10.“ 稳 定 ” 随 机 变量 能 以 自然 的 方式 推广 到 向 量 情形 (比较 定义 1 和 2). 
定义 6. 随机 向 量 





一 (X1, X2, ttt Xa) 
称 为 RI 中 的 稳定 随机 向 量 , 或 者 有 稳定 d- 维 分 布 的 向 量 , 是 指 对 于 每 两 个 正 数 A 
和 B, 可 求 得 正 数 C 和 向 量 D e R4, 使 得 


Law(AX + BX?) = Law(C X + D), (30) 
其 中 XGO A xO fé x 的 独立 复 本 . 
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- 表 6 有 密度 的 分 布 
分 布 密度 p = plz) 参数 
Lana > Ae asad a,beR,a<b 
er i ue 9 eR HER, o >0 
分 TO 
Gamma 分 布 g% le-*/P 
人 分布 TONA ,r2 a>0,B>0 
指数 分 布 
(a — 1, 68=1A Ae rz 20 A0 
的 工 -分 布 ) 
二 分 布 T(=) ( 2)" 
14 — ,2E 取 —12,.- 
(Student 分 布 ) mnt (2) ) n T n 
A T s—1 
Beta 7% T waa) ocr r>0,s>0 
aan Br, s) 
双边 指教 分 A Me zeR 入 > 0 
(Laplace Md 2 
Chi 方 分 布 
es -分 布 或 者 — l og le 2,220 n= 1,2, 
a — n/2, B — 2 27/2T ($) 
的 Gamma-4 i) 
| - 
Cauchy 分 布 Wanton TER LER,o>0 
Pareto 分 布 > a>0,b>0 
对 数 正 态 分 布 "S eC SO HER, o0 
Cx T 
TEMEN pe “一 R R,8»0 
ERM ah Oge Ge t aER, 8> 
; B, i, 参见 
分 参见 81d 中 的 (2 2 
HORA AR Sd 中 的 (2) gid 中 的 (5) 
| 着 高 斯 分 布 。 | gid 中 的 (5) 
可 以 指出 (参见 例如 , [418; 第 58 页 ]), 非 退化 随机 向 量 X = (Xi X2,--- 
是 稳定 的 当 且 仅 当 对 于 每 个 ”> 2 存在 数 a € (0,2] 和 向 量 Dn, 使 得 
Law(X(? + XO +--+ X9) = Law(n!/^ X + Da), 
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其 中 xO,x0...., x09 是 向 量 x 的 独立 复 本 . 
在 D, = 0 的 情形 下 , BI 


Law(X +X 十 .十 xo») 一 Law(n!/® X), (32) 


则 称 向 量 X 是 “有 指数 o 的 严格 稳定 随机 向 量 ”, 或 者 “严格 a- 稳 定 随机 向 量 ”. 
ik. 除了 记号 Law(X) = Law(Y) 表示 X 5 Y 的 分 布 重 合 以 外 , 还 经 常 运用 
记号 xiy, Hp i 表示 随机 元 素 x MY 按 分 布 重合 . 记号 x^ 5 x 或 者 
Law(X") 一 Law(X), 正如 在 第 2 点 中 所 注意 到 , 表示 按 分 布 收敛 , 即 对 应 的 分 布 的 
弱 收 敛 性 ，( 详 情 参 见 [439; 第 HI 章 ].) WR X = (Xi)tzo MY = (Yi)szo 是 两 个 随 
机 过 程 , 那么 记号 
{Xat > 0} S {Y,t > 0}, 


或 者 
Law(X;,t > 0)2Law(Y;,t 2 0), 


将 表示 过 程 X MY 的 有 限 维 分 布 重合 , 或 者 说 , 过 程 X AY 按 分 布 重 合 . 
$1b. Lévy 过 程 


1. 作为 有 独立 增 量 的 随机 过 程 , 下 面 引 入 的 Lévy 过 程 形 成 随机 过 程 基本 类 之 
一 , 它 如 同 布朗 运动 和 泊 松 过 程 那 样 , 是 概率 论 所 研究 的 基本 对 象 . 


定义 1. 给 定 在 概率 空间 (Q, 多 , P) 上 、 并 在 4d- 维 欧 几 里 得 空间 RO 上 取 值 的 随 
机 过 程 X = (Xi)t>o 称 为 (dq- 维 ) Lévy 过 程 , 是 指 它 满足 下 列 条 件 : 

1) Xo = 0 (P-a.s.); 

2) 对 于 任何 n > 1—4HBIZI 0 < to < to < tr € c < th, Æ Xo, Xn — 
Xi Xt, — XQ, 是 独立 的 (“独立 增 量 ” 性质); 

3) 对 于 任何 s>0 和 + 上 > 0， 


Xets Xs É Ke— Xo 


( 增 量 的 “平稳 性 ”、“ 均 匀 性 ”); 
4) 对 于 每 个 :>0 和 & > 0, 


lim P(IX, — Xi| 2) 20 


(“随机 连续 性 ”); 

5) 对 于 P-a.s. w € Q, HA (Xi(w))tzo 属于 由 (向 量 ) PRP f = (fuso 所 组 成 的 
空间 Dd, 其 中 f, = (F1, f?,---, £8), 而 它 的 每 个 分 量 fi = (Dio (i 二 1,…,d) M 
t» 0 时 右 连 续 和 有 左 极限 . 
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注 1. 如 果 在 这 一 定义 中 , 要 求 过 程 X = (Xho 只 满足 性 质 1)-4), 那么 可 以 指 
ih, 过 程 X = (Xi)z>0 存在 修正 X' = (X/);>0( 即 满足 性 质 P(X] # X+) = 0, t 2 0), 
具有 性 质 5). 这 样 , 从 满足 性 质 1)-4) 的 视角 来 看 , X 与 X 没有 什么 区 别 , 但 是 其 
轨 线 已 经 有 某 种 “正则 性 ”. 正 因为 如 此 , 在 Lévy 过 程 的 定义 中 , 立即 可 对 轨 线 性 质 
加 上 要 求 5) (正如 我 们 所 看 到 的 , 不 妨害 一 般 性 ). 


iE 2. HARE 1)-5) 的 含义 出 发 , 可 以 把 Lévy 过 程 的 定义 改写 为 : 这 是 有 平稳 
独立 增 量 的 随机 连续 过 程 , 并 且 它 从 零点 出 发 , 有 右 连 左 极 ( 右 连 续 和 有 左 极 限 ) 的 
轨 线 . 
这 种 过 程 的 经 典 例 子 是 d- 维 布朗 运动 X = (X!, X?,-.., X9), 它 由 相互 独立 的 
标准 布朗 运动 Xi = (Dio (i = 1,--- ,d) 所 构成 . 
直接 给 出 (一 维 ) 布朗 运动 的 定义 是 有 意义 的 , ERIKA Bl Lévy 过 程 的 一 般 
模式 中 . 
定义 2， 连 续 高 斯 随机 过 程 X = (Xoiso 称 为 (标准 ) 布朗 运动 或 者 维 纳 过 程 ， 
是 指 Xo = 0 以 及 
EX, 一 0, 
EX NX — mi (1) 
sXı = min(s, t). 
由 高 斯 性 和 性 质 0) 自动 得 到 , 这 样 的 过 程 是 有 平稳 独立 (高 斯 ) 增 量 的 过 程 . 
由 于 
X,-X,~ V(0,t- s), t2s, 
故 ELX, — X,|° = 3[t — s|?, Jf H Kolmogorov 判别 准则 ([470; §2b 中 的 (7)]) 得 到 这 种 
过 程 的 连续 修正 的 存在 . 由 此 可 见 , 维 纳 过 程 , 或 者 布朗 运动 , 作为 Lévy 过 程 , 有 附 
加 的 重要 性 质 : 轨 线 的 连续 性 . 


2. Lévy 过 程 X = (Xo 是 有 均匀 独立 增 量 的 过 程 , 因而 其 分 布 密度 由 一 维 
分 布 Pi(dz) = P(X, € de) 来 确定 . (我 们 记得 Xo = 0.) 由 这 种 过 程 的 定义 本 身 得 出 ， 
TA Pilde) 对 于 每 个 上 是 无 限 可 分 的 . 
设 
pe(0) = Eee = | el), (da) (2) 


是 特征 函数 . 于 是 , 对 应 §1a 的 公式 (22) (也 比较 同一 个 81a 中 的 (24)), 
ei) = exp lie. Bj) - (0,08) 
十 n (e0) —1-— i(0,z)(|z| < 1) wa } ) (3) 


其 中 B, € R?, C, 是 d x d 阶 对 称 非 负 定 矩 阵 以 及 wm(dz) (对 每 个 t) 是 有 81a 中 的 
性 质 (23) 的 Lévy 测度 . 
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由 于 增 量 的 齐 次 性 和 独立 性 ， 
9i+stg) = oi(g)ps(9)， (4) 


由 此 得 到 , yp:(9) 有 形式 为 
et(g) = exp{ty(0)}. (5) 
(函数 y = 0 (0) 称 为 累积 量 (cumulant).) 
由 于 三 元 组 (Bi, Cer) 按 特征 函数 唯一 确定 , 故 由 (5) 可 引出 (详情 参见 例如 ， 
(250; 第 TI 章 , 4.19]), 


B,=t-B, C, =t-C, vi(dz) =t- v(dz), (6) 


其 中 B= B,C= Ci,v= ni. 
这 样 , 显然 在 (5) 中 有 


w(0) = i(0, B)- 3(0, C0) 
十 / , (cio) -1-i(6,2)I(\z| < D) v(dz). (7) 


3. 有 (7) 中 那样 的 累积 量 v(0) 的 表示 式 (5) 是 研究 Lévy 过 程 解 析 性 质 的 基 
本 手段 .同样 从 其 轨 线 性 质 的 视角 来 看 ,这样 的 所 请 典 则 表示 是 很 重要 的 (详情 参 
见 第 六 章 , 83a, 以 及 [250; 第 Il E, 82c]), 它 是 第 二 章 81b 中 所 考察 的 对 于 随机 序列 
H = (H,)sso 的 典 则 表示 在 连续 时 间 情 形 下 的 推广 (参见 第 四 章 的 81b 和 $3e 中 的 
(16)). 

4. 余下 的 是 要 讨论 三 元 组 (Be Co r) 的 分 量 的 含义 . 形象 地 说 , (Brivo 是 “ 反 
映 过 程 X = (Xho 的 平均 运动 的 倾向 成 分 "， 分 量 (Ce)t>o 确定 过 程 X 的 连续 高 
斯 成 分 的 方差 , 而 Lévy 测度 (44)zzo “反映 过 程 X. BBEEK ALAS PEAS, 既 显 示 怎 样 经 
常 出 现 跳跃 , 又 显示 跳跃 量 有 和 多大.” 

这 样 的 有 点 随意 的 解释 当然 必须 要 有 精确 的 陈述 来 确证 . 以 下 是 其 中 之 一 ( 关 
于 一 般 情形 参见 [250; 第 II 章 , 2.21].) 

设 过 程 X = (XX;):zo 有 这 样 的 性 质 : BEER” [AXi] < 1,£ 20, Xo 一 0 以 及 其 
三 元 组 为 (Bi, Ci vi)iso. 于 是 EX? < wo, t 2 0, 并 且 下 列 过程 是 壮 (参见 第 二 章 中 
的 81c): 

(a) Ah = X,— By — Xo, t 2 0; 

(b) M? — Cy, t > 0; 


of " g(rx)u (dx) 一 Í i g(x)%(dxr), t 2 0, 


m pu (A) = X (AX, € A AX, " 0) 是 过 程 X 在 时 间 区 间 (0,2] 上 的 “跳跃 ” 
测度 , g = g(x) 是 在 x = 0 的 邻 域 中 等 于 零 的 连续 函数 . 
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正如 已 经 在 上 面 所 注意 到 , 连续 Lévy 过 程 的 经 典 例子 是 标准 布朗 运动 (其 中 
Bi = 0, C= t, n = 0). 
现在 转向 间断 Lévy 过 程 的 例子 , 它 能 使 我 们 更 好 地 理解 Lévy 测度 v = v(dz) 
的 含义 . 
5. "TR Lévy 测度 v( 民 ) < oo 的 情形 . 
这 里 经 典 的 当然 是 带 参 数 A> 0 的 泊 松 过 程 X = (Xs):zo 的 例子 , BI ( 按 定义 ) 
有 Xo = 0 的 Lévy 过 程 , 并 且 对 于 它 X, 有 带 参 数 Xt 的 泊 松 分 布 : 
e M (At)* 
k! , 


在 这 一 情形 下 , B, = At (= EXQ, Ct = 0 以 及 Lévy 测度 “集结 ” 在 一 个 点 上 : 





P(X, =k) = 





k=0,1,--- 


v(dz) = Ag (dz). 
表示 式 (3) 在 这 里 有 下 列 形 式 : 
pi(0) = exp looo + n _ (68 -1 — déar(s < 1) (dz)] 
= exp Leon T 人 , (e'?* — 1 i6zl(z = 1)) MIs) (da) 
= exp{At(e — 1)). (8) 


尤其 引 人 注 目的 是 , 从 泊 松 过 程 出 发 , 可 得 到 很 广 的 纯 跳 跃 样式 的 Lévy 过 程 . 
也 就 是 说 , 设 N = (Ni)izo 是 带 参 数 > 0 的 泊 松 过 程 , € = (€)) 31 是 独立 同 分 
布 随机 变量 序列 (也 独立 于 N), 其 分 布 


P(£; € A) = o, A € BR), 





其 中 入 = v(R) < oo WR v({0}) = 0. 
我 们 构成 过 程 X = (Xt)izo WF: Xo = 0 以 及 


Nt 
X=S°&, t>0, (9) 
j=l 
它 也 可 记 作 下 列 形式 : 
X, — >》 6T(T <t), (10) 
j=l 


BPO<n<m<--- 是 过 程 N = (Vizo 的 跳跃 时 刻 . 
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直接 计算 指出 包 
pi(0) = Ee'9*: = > E (e*t N, = k) P(N, = k) 
， k=0 
= Y Ec? Xi & eO = exp ten — )v(dz)) . (11) 
k=0 


由 (10) 所 形成 的 过 程 X = (Xho 称 为 复合 (compound) 泊 松 过 程 . 不 难看 出 , 这 
个 过 程 是 Lévy 过 程 . 如 果 假 定 6; = 1, j z 1, 那么 就 得 到 “通常 的 ” 泊 松 过 程 . 

6. 无 限 Lévy 测度 情形 : v(IR) = oo. 

有 v(R) = oo 的 测度 v 的 Lévy 过 程 的 最 简单 的 例子 可 用 下 列 方式 得 到 . 

设 入 = (Xx)kz1 是 正 数列 , 6 = (Br) 是 满足 下 列 条 件 的 数 A c RN {0} BIE 
成 的 序列 : 


So ARG < oc. (12) 
k—1 
今 
v(dz) = 》 Akg, (dz), (13) 
k=1 


并 记 NO = (NM )isy (k z 1) 为 相应 的 带 参 数 X (k > 1) 的 独立 泊 松 过 程序 列 . 
如 果 令 


X = 》 B&(N(? — Xt), (14) 
k=1 


那么 不 难看 出 , 对 于 每 个 n > 1, 过 程 X OO = (XI!) io EH Lévy 测度 


v™ (dz) = Y AI a, y (dz) (15) 
k=1 
的 Lévy 过 程 , 并 且 
"o (6) = pex 一 exp fen -1- ibus) . (16) 


E XP, 20, 当 co 时 作为 [>- 极 限 所 取 的 极限 过 程 X = (Xi):>o， 


X, = Ý ONË — Art), (17) 
k=1 


也 是 泊 松 过 程 , 其 Lévy 测度 由 公式 (13) 给 定 . 





@ 在 原版 和 英文 版 中 , 下 式 的 中 间 一 项 误 为 ; > (Ee t Ot — 译 者 注 
k=0 : 
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ik 3. 这 里 由 定义 1 的 性 质 5) 的 满足 导出 XO BP TARR, 由 于 Doob 不 等 
A (参见 $3b 中 的 公式 (36), 也 参见 [250; 第 工 章 , 1.43] 或 者 [439; 第 VIT 章 , §3]) 对 
于 它们 来 说 , 当 n 一 oo 时 ， E max |X.” — X? — 0. 


注 4. 由 于 v(R) = 35 Ar, »((0)) =0 以 及 
k=1 


nz ^ l)w(dz) < D Arb? < oo, 
R k=1 


故 在 (13) 中 定义 的 测度 v = v(dz) 满足 对 Lévy 测度 提出 的 所 有 条 件 (参见 $la 中 
的 (22)-(23)). 

如 果 X Ap = oo, 但 条 件 (12) 满足 , 那么 我 们 就 得 到 Lévy 测度 ”满足 v(R) = oo 

=1 

的 Lévy 过 程 的 例子 . 

我 们 再 引入 一 个 已 知 的 有 (IR) = oo 的 Lévy 过 程 的 “ 显 式 ” 情形. 我 们 有 所 请 
T-it## (Gamma process) X = (X:)izo, 其 中 Xo = 0 以 及 (T-) 概率 分 布 PLX < x) 
有 密度 为 (比较 §1a 中 的 表 6) 


rt™le-z/8 
p(x) = —FOg To 人 (18) 


pi(0) = (1 — 108)~*. (19) 


我 们 指出 , 特征 函数 9. (0) 可 表示 为 下 列 形式 : 
co -2/B 
pi(0) = exp a (e? — 1) z ax} ， (20) 


由 此 得 到 , wm(dz) = tv(dz), 其 中 





e 2/8 
v(dz) = 100,00) (x) 





z dz. (21) 
显然 , 这 里 v(0, 00) = oo, 但 
[€ ^ l)v(dz) < oo. (22) 
0 


我 们 转向 表示 式 (20) 的 证 明 . 
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考察 Laplace 变换 


L;(u)- Ee 一 n e ""»(r)dz = (1 + Bu)! 
0 


= exp(—£In(1 + Bu)} = exp f- [ ws} 
8 


一 exp {=:/ ay f tac} 
0 0 
oo e 7/8 
= exp {tf (e^ "* — 1) do . 
0 z 


在 复 半 平 面 {z = a +ib, a <0} 上 的 解析 开拓 导致 等 式 


oo e 2/8 
/ espt(dz) = exp fef (e^? — 1) dz} ; 
R 0 x 


由 此 令 z = 10, 我 们 得 到 所 要 求 的 表示 式 (20). 


7. 与 某 些 (跳跃 样式 的 ) Lévy 过 程 的 “ 显 式 ” 表 示 (10), (14) 和 (17) 相 联 系 , 我 
们 得 到 对 它们 建 模 的 一 种 方式 , 它们 仅仅 基于 随机 变量 £, 6pk 和 指数 分 布 随机 变量 
A, = ua ( 泊 松 分 布 在 时 刻 7 A n; 的 两 个 跳跃 之 间 的 间隔 ). 由 此 转 而 在 对 
无 限 可 分 随机 变量 建 模 时 , 提出 是 否 可 把 它们 表示 为 “简单 的 ” 、“ 标 准 的 ”随机 变量 
的 函数 形式 就 有 重要 意义 . 以 下 就 是 一 个 说 明 发 生 这 里 所 提 到 的 可 能 性 的 例子 : 设 
X 和 了 为 两 个 独立 随机 变量 , HH X > 0 (任意 ), 而 Y 有 指数 分 布 . 那么 正如 Ch. 
Goldie 所 指出 , 乘积 XY 是 无 限 可 分 随机 变量 . 

在 下 一 节 中 , 我 们 将 看 到 , 怎样 从 简单 构造 的 过 程 通过 “复合 ”来 得 到 稳定 过 程 . 


8$lc. 稳定 过 程 

1， 我 们 从 给 定 在 某 个 概率 空间 (0, Z, P) 上 的 带 (任意 ) BRET 的 实 过 程 
X = (Xiher 情形 出 发 . 

稳定 随机 向 量 的 一 般 定 义 (参见 §1a 中 的 定义 6) 自然 导出 下 列 概念 . 

定义 1. 实 随机 过 程 X = (Xi)ier 称 为 稳定 过 程 , 是 指 对 于 任何 上 人 > 1 和 了 中 
的 t1,--- ,tx, 随机 向 量 (Xi,,… Xan) 是 稳定 的 , 即 过 程 X. 的 所 有 有 限 维 分 布 是 稳 
定 的 . 

不 难 察觉 , 如 果 所 有 有 限 维 分 布 是 稳定 的 , 那么 考虑 到 这 些 分 布 的 协调 性 得 出 ， 
它们 都 有 同样 的 稳定 指标 o. 这 就 说 明 在 希望 强调 具体 的 稳定 指数 值 a 时 , 为 什么 
这 样 的 (稳定 ) 过 程 有 被 称 为 a- 稳 定 的 . 

以 后 我 们 的 主要 兴趣 在 于 表示 这 样 的 -稳定 过 程 X = (Xi)ier, 它 同时 也 是 
Lévy 过 程 (81b). 这 样 的 过 程 自然 称 为 “a- 稳 定 Lévy 过 程 ”. 
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在 $la (第 10 点 ) 中 引出 稳定 非 退 化 随机 向 量 的 两 种 等 价 定义 (参见 $1a 的 公 
式 (30) 和 (31)). 针对 稳定 (一 维 ) 过 程 X = (Xho 同时 也 是 Lévy 过 程 , 所 注意 到 
iain 非 退 化 的 (参见 后 面 的 定义 2) 一 维 Lévy 过 程 

= (Xi)izo 是 a- 稳 定 过 程 (a € (0 3) ) 当 且 仅 当 对 于 任何 a> 0, TREK D (一 般 
RET a) 使 得 

{Xat t 2 0} € (a/* X, + Dt}. (1) 

现在 引入 一 系列 有 关 多 维 过 程 XX = (Xi)tzo 的 定义 ， 

定义 2. 取 值 在 R? 中 的 随机 过 程 X = (Xiao 称 为 退化 的 , 是 指 X, = yt 
(P-a.s.) 对 于 所 有 t > 0 关于 某 个 向 量 y € R^ 成 立 . 在 相反 情形 下 , 过 程 X 称 为 非 
退化 的 . 

定义 3. 取 值 在 RI 中 的 非 退 化 随机 过 程 X = (Xelo 称 为 a- 稳 定 Lévy it 
(o € (0,2]), 是 指 

1) X Æ Lévy 过 程 , 以 及 

2) 对 于 每 个 a > 0, 可 求 得 向 量 D e Rs (一 般 来 说 依赖 于 a), 使 得 


{Xan t 2 0) È (a^ X, + Dt,t > 0}, (2) 


或 者 , 等 价 地 有 
Law(Xar,t 2 0) = Law(a!/® X, + Dt,t > 0). (3) 
定义 4. oa- 稳定 Lévy WHE X = (Xpo 称 为 严格 oa- 稳定 Lévy 过 程 , 是 指 在 (2), 
(3) 'P D — 0, BB 
{Xant 2 0} È (aV *X,t2 0), (4) 
或 者 , 等 价 地 有 
Law(Xaz,t > 0) = Law(al/* X,,t > 0). (5) 
iki. 有 时 (参见 例如 , [423]), 也 给 出 这 样 的 向 量 随机 Lévy 过 程 X = (X020 
的 稳定 性 定义 : 对 于 任何 a > 0, 可 求 得 常数 c 和 向 量 D e R4, 使 得 


{Xat,t > 0} © (X, + Dt,t > 0), (6) 


或 者 , 等 价 地 有 
Law(Xat,t 2 0) = Law(cX; + Dt,t 2 0). (7) 


(如 果 D = 0, 那么 就 说 严格 稳定 性 .) 尤其 引 人 注 目的 是 , 正如 在 稳定 随机 变量 和 随 
机 向 量 情形 下 , 对 于 非 退 化 Lévy 过 程 来 说 , 常数 c 有 形式 c = at, 其 中 a 是 某 个 
不 依赖 于 a 的 在 (0,2] 中 取 值 的 一 般 参 数 . 这 个 结果 的 证 明 参 见 例如 [423]; 它 说 明 
上 面 给 出 的 定义 3 和 4 中 可 明显 地 出 现 因 子 a/e. 
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注 2. 察觉 以 下 这 点 是 有 益 的 : 条 件 
Law(X4,,t 2 0) = Law(cX;,t 2 0) 


无 非 就 是 自 相 似 性 . 这 样 一 来 , 对 于 c = a^ 的 a- 稳 定 的 Lévy 过 程 是 自 相 似 的 . 这 
时 , 值 H = 1/o 有 一 个 名 称 为 Eurst 指数 (参数 ). 详情 参见 82c. 


注 3. 如 果 过 程 X = (Xejt>e 既是 oa- 稳定 的 (0 < a < 2), 又 满足 自 相似 性 质 
Law(Xa t 2 0) = Law(aE X,,t > 0), a > 0, 


但 不 是 Lévy 过 程 , 那么 公式 H = 1/o 已 经 不 成 立 . 对 于 这 样 的 过 程 可 能 有 不 同 的 
数 对 (o, H), 诸如 

acl, 0<H< t/a, 
或 者 


al, 0c H & 1. 
(参见 [418] 中 的 推论 7.1.11 和 图 7.1.) 


2. 由 于 oa- 稳 定 过 程 是 如 下 形式 的 Lévy 过 程 X = (Xi)s>o 的 特殊 情形 : 其 中 特 
征 函 数 we(b) = Ec X0 有 表示 式 pi) = exp{tW(9)}, 而 (0) 是 由 81b 中 的 公式 
(7) 确定 的 累积 量 , 故 自然 要 问 , 对 于 这 样 的 (a- 稳 定 的 ) 过 程 , 有 怎样 的 B,C 和 v. 
“负责 ”过 程 X = (Xi):>o HIRE AX, = Xe- Xi 的 分 布 的 Lévy 测度 > = v(dz) 
的 值 有 其 特殊 意义 . 

根据 [423] 的 叙述 , 我 们 引入 这 一 方向 的 基本 结果 . 


定理 1. G2 X = (Xi)izo 是 带 参 数 (B,C,v) 的 Ro 中 的 非 退 化 Lévy 过 程 . 

1) 过 程 X 是 2- 稳 定 的 (Lévy 过 程 ) 当 且 仅 当 vw = 0; 即 , 当 且 仅 当 该 过 程 是 高 
斯 过 程 . 

2) 过 程 X 是 严格 2- 稳 定 的 (Lévy 过 程 ) 当 且 仅 当 它 是 有 零 均 值 (B=0) 的 高 
斯 过 程 . 

定理 2. jk X = (Xi)iz0 是 有 三 元 组 (B,C,v) 的 RI 中 的 非 退 化 的 L6vy 过 程 . 
O<a<2. PATE X X Qa- 稳 定 的 (Lévy 过 程 ) 当 且 仅 当 C = 0 RA Lévy WE v 
有 下 列 形式 : 


v(A) = [ X(d£) f ^ Lr£)-U*9dr, — Ae B(R4\ {0}), (8) 


其 中 入 是 5S= {zeER4:|z|=1} 上 的 某 个 非 震 有 限 测度 . 
这 种 过 程 的 累积 量 (0) 有 下 列 结构 : 


at 


v(8) = i(6, B) + 上 人 X(d£) f B (eo —1 -iO rbd) rc mar (9) 
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值得 注意 的 是 , 在 0 < a < 2 的 情形 下 Lévy 测度 的 根部 有 形式 为 r-(+%dr. 如 
果 a WN, 那么 rC 当 0 <r<1 时 递减 , 而 当 1 <r < oo 时 递增 . 从 而 可 以 
说 , 当 a 接近 于 零 时 , 在 过 程 的 轨 线 中 较 大 的 跳跃 占 优 势 ; 如 果 a 接近 于 2 时 , 那么 
过 程 是 以 细小 的 跳 睹 来 展开 . 直观 上 , 这 点 可 由 在 书 [253] 中 引进 的 计算 机 图 像 来 说 
gj. 
定理 3. i X = (Xiao 是 有 三 元 组 (B,C, v) 的 RI 中 的 非 退 化 LEvy 过程. 
1) 设 o € (0,1). 过 程 X 是 严格 ao- 稳定 的 (Lévy 过 程 ) 当 且 仅 当 累积 量 有 形式 
为 
— i(0,r 一 (1 十 ce 
v(0) = [a f (e ^79 — 1) r- Car, (10) 
其 中 入 是 3 上 的 某 个 非 零 有 限 测度 ; 也 就 是 说 , 当 且 仅 当 C — 0 和 “漂移 (drift) 成 
分 ”等 于 零 (参见 81a 中 的 (27)). 
2) 设 o € (1,2). LHX 是 严格 a- 稳 定 的 (Lévy 过 程 ) SARS C = 0 和 “中 
i". (参见 81a 中 的 (29)) 等 于 零 ( 即 EX = 0), 或者, 等 价 地 , 当 且 仅 当 累 积 量 有 形 
式 为 
— i(8,r£ ; —(ite 
(0) = [ree | (e'79 — 1 — i(0,r£)) r- Or ar, (11) 
其 中 入 是 3 上 的 某 个 非 零 有 限 测度 . 
3) 设 w = 1. 过 程 义 是 严格 R (Lévy 过 程 ) 当 且 仅 当 C = 0 和 “中心 ” 
(参见 81a 中 的 (29)) 等 于 零 ( 即 EX = 0), 或 者 , 等 价 地 , 当 且 仅 当 


v(8) = i(0, B) + J A(d£) / (etre) —1- i(8, r£)Io.i]) r^?dr, (12) 
S 0 
其 中 入 是 5 上 的 某 个 非 零 有 限 测度 , 而 常数 D 满足 
f zA(d£) = 0, (13) 
S 
并 且 A(S) + |B] > 0. 


推论 . iX X = (Xi)izo 是 RI 中 的 o-380€ 89 Lévy 过 程 . 如 果 a Zl, 那么 总 可 找 
到 这 样 的 常数 y € RA, 使 得 中 心 化 过 程 X = (Xt 一 Tb)t>o 就 是 严格 BEN, 
如 果 a = 1, 并 且 满 足 条 件 (13), 那么 过 程 本 身 就 是 严格 1- 稳 定 的 . 


在 d = 1 的 情形 下 , 可 明确 计算 在 累积 量 表示 式 (9)-(11) 中 的 积分 并 对 于 
0 « o « 2, HE (比较 81a 中 的 (6)) 


， iu — o^|0|^ (1 — ifi(Sgn )tg T) (a1, (14) 
— | ind — oll ( 十 i8 (Sgn 0) In n) ,a=l, (15) 


其 中 常数 bo Al p HA BE [-1,1],o>0, HER. 
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EB) a- 稳 定 过 程 是 严格 的 充 要 条 件 为 
4=0， 当 aFl, 
以 及 
B=0, c-|u|»50, 3M a=1 | 
3. 我 们 转向 在 a- 稳 定 过 程 定义 中 的 公式 (2) 和 (3). 公式 (1) 24 t 二 1 时 取 下 
列 形式 : 
X, S a^ X1 + Da, (16) 


其 中 D。 是 某 个 常数 . 利用 这 个 过 程 的 特征 函数 的 表示 式 (14), (15), 我 们 求 得 
| (a—al/o)p, a #1, 
Da = 


17 
BŽočalna, a — 1. (17) 
7T 


4. 由 上 述 资料 看 来 很 明显 , 运作 稳定 过 程 的 分 布 非常 困难 , 因为 稳定 密度 的 显 
式 仅 在 三 种 情形 下 已 知 (参见 81a 中 的 第 5 点 ). 

然而 , 在 一 系列 情形 下 , 可 以 指出 , 怎样 例如 由 布朗 运动 借助 (不 依赖 于 该 运动 
的 ) 随机 时 间 替 换 得 到 稳定 过 程 . 

我 们 引入 一 个 这 方面 的 有 趣 结果 , 它 使 得 有 可 能 借助 于 三 种 独立 随机 变量 : 均 
匀 分 布 , 高 斯 分 布 和 指数 分 布 来 为 对 称 a- 稳 定 分 布 建 模 . 

i Z = (Zio 是 对 称 a- 稳 定 Lévy SEE, 其 特征 函数 为 


pi(0) = Ee Z = HAI", (18) 


其 中 0< a<2. 
由 下 面 的 氢 述 将 得 到 , 过 程 Z 可 通过 下 列 形式 来 实现 : 


Z-Bn, t20, (19) 


其 中 B = (Bi)tzo 是 有 EB, = 0, EB? = 2t 的 布朗 运动 ; 而 了 = (To 是 某 个 非 
负 不 减 -稳定 随机 过 程 , 它 就 是 所 谓 稳定 从 属 量 (stable subordinator). 关于 由 变换 
(19) 得 到 的 过 程 Z, 常 说 它 是 由 布朗 运动 借助 于 随机 时 间 替 换 (从 属 量 ) T = (Theo 
所 形成 的 . 

表示 式 (19) 中 所 必须 的 过 程 T = (Tr)iso 用 下 列 形 式 来 构造 . 

dt UG) =U (Ww) 是 非 负 稳 定 随机 变量 , 其 Laplace 变换 


Ee RU 2e AQ, (20) 


其 中 0 < a < 1. 
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我 们 察觉 , WHR UO, U,,... Un 是 独立 同 分 布 随机 变量 , 那么 随机 变量 
n Ve Y U; (21) 
j=l 


有 与 UC? 一 样 的 Laplace 变换 , 这 就 是 说 , UC? 实际 上 是 稳定 随机 变量 . 
设 0 < a < 2. 我 们 构造 非 负 不 减 稳定 过 程 , 使 得 Law(T1) = Law(U(%/2). 
由 于 (5) 的 “ 自 相似 ” 性质， 


Law(T;) = Law(t?/*T)) = Law(t2/°U(°/2), (22) 
而 这 就 是 说 ， 
Ec? 7: — Eet? Br, — E[E(et Pr: IT) 


_8?2T; _g2 9? 
一 Ee- 2 = Ee? Te = Ee?! 


= gc (my ~ gue (23) 


2/op(/2) 


由 此 得 到 所 要 求 的 表示 式 (19). 
设 p = p(z;o) 是 随机 变量 U = U 的 概率 分 布 , 其 指数 0 < a < 1. 根据 [238] 
和 [264], 对 于 这 样 的 集结 于 z > 0 的 密度 , 已 知 下 列 “ 显 式 ” 表 示 式 ; 


pasa) = + (15) ("^ [ «meo f- (^ o) dz, — (M) 





其 中 
a(z;a) = (5%) B iloz (25) 
正如 H. Rubin (参见 [264; 推论 4.1]) 所 注意 到 , 密度 p(z; o) 是 随机 变量 
_ (alga) = 
c= (EY ) (26) 


的 分 布 密度 , 其 中 a = alza) 由 公式 (25) 给 定 , E 和 m 是 相互 独立 的 随机 变量 , E 在 
[0,7] 上 有 均匀 分 布 , 而 7 是 有 单位 参数 的 指数 分 布 . 


ik. 检验 随机 变量 ¢ 有 密度 p(x; a) AME. FXE, 设 
h(x) = 1 f a(z; a) exp( —xa(2; a))dz. 


随机 变量 n/a(£; o) 的 密度 显然 是 函数 h = h(x). 简单 的 变量 替换 指出 , p(x; o) 是 量 
C 的 概率 分 布 密度 . 
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aw( T.) = Law(U(9/2y — Law a(€;a/2)\ = 
Law(T)) = Law(U (9/2) = L ( (“see ) ; (27) 


并 且 由 (22), 
Law(T;) = Law(t?/°T)). (28) 


以 (0,2) 表示 有 和 零 均 值 和 方差 为 2 的 高 斯 随机 变量 , 由 (27) 和 (28), 我 们 得 到 


Law(Z, — Zs) = Law(Br, — Br,) = Law(Br, T.) 
= Law (Vii 二 去 7y(0， 2)) = Law (vers, 2) 
= Law ((t — s)/* V/Ti(0,2)) 


= Law (c — g)/a (1522) = 7(0, ») . 


这 个 对 于 Làw(Z, 一 Zs) 的 表示 式 表 明 , 怎样 借助 于 三 个 相互 独立 的 随机 变量 E, n 和 
y = 3Y(0,2) 可 得 到 对 称 a- 稳 定 随机 过 程 的 增 量 2. — 2。 观察 样本 . 


i. 关于 借助 其 他 (构造 较 简单 的 ) Lévy 过 程 来 得 到 Lévy 过 程 的 一 般 结果 参见 
[47], [409] 和 [483]. 

过 程 2 = (Zeo 在 著作 [327] 中 被 用 来 讨论 价格 性 态 的 描述 (“Mandelbrot- 
Taylor 模型 ") 值得 注意 的 是 , 如 果 t 看 作 现 实 的 “物理 ”时 间 , 那么 T. 可 解释 为 
“运作 ”时 间 (参见 第 四 章 中 的 83d) 或 者 时 刻 t 以 前 的 随机 转换 次 数 ”， (这 一 有 点 
随意 的 解释 是 类 比 随机 变量 & (k > 1) 的 随机 个 数 工 , 的 和 x £ 而 引出 的 .) 


我 们 强调 , 对 于 每 个 t, Æ Z = Br, 的 分 布 是 高 斯 分 布 的 混合 . 换 名 话说 , 可 以 
指出 , HZ, 的 分 布 是 条 件 高 斯 分 布 (参见 第 二 章 中 的 § 1d, § 3a). 下 面 在 $1d 中 将 
考察 另外 的 基于 “ 双 曲 ”分 布 的 模型 , 它们 也 是 条 件 高 斯 模型 , 并 属于 无 限 可 分 分 布 
38, 但 不 再 是 稳定 的 . 所 有 这 些 都 表明 , 寻求 金融 指数 的 价格 演变 的 “恰当 ”描述 , 在 
某 种 意义 下 , 是 在 转向 条 件 高 斯 分 布 和 过 程 的 方向 上 前 进 的 . 


5. 作为 结束 , 我 们 考察 稳定 Lévy 过 程 的 三 种 情形 , 它们 分 别 对 应 已 知 稳定 密度 
显 式 的 三 种 情形 . 


例 1. R? 中 的 标准 布朗 运动 X = (Xi)iz0 是 严格 2- 稳 定 Lévy 过 程 . E x, 的 
概率 分 布 密度 Pi = Pı (dz) 有 下 列 形式 : 


Pi (da) = (2n)~4/2e#"/2dz, x E RY, (29) 


而 特征 函数 
ex, (0) = Ee X9 = e ier (30) 
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并 (比较 (14)) 可 直接 看 出 


— at |gi? 一 去 | a6)? 
Px lO) = e FIN 一 eV ~ er, (0). 


例 2. Ri 中 的 标准 Cauchy 过 程 是 严格 1- 稳 定 Lévy 过 程 , HA 


Pi(dz) = (n) "$T (F) (1+|x|?)" F dr, zeR. 


特征 函数 


ex, (0) 一 e 
并 (比较 (14)) 可 看 出 
x, (8) = eM = el = pax, (0). 
例 3. (0,00) 上 的 单 边 严格 志和 稳定 Lévy 过 程 有 
Pi (dx) = (2m)7!/? Io s (z)e/ OC x 3/2 dg, z cR, 
以 及 
px, (8) = exp{—ty/6|(1 — Sgn 6)}. 
我 们 直接 看 出 
Pax, (0) = exp{—aty/|6|(1 一 Segng)} 
= exp{—ty/|a?6|(1 — iSgn (a?0))) = paz x, (0). 


(31) 


(32) 


(33) 


(34) 


(35) 


(36) 


(37) 


这 些 例子 在 本 质 上 竭尽 了 所 有 X (以 至 X) 的 一 维 分 布 可 用 基本 函数 表达 的 


已 知情 形 . 
Sid. 双 曲 分 布 和 双 曲 过 程 


1. 1977 年 O. Barndorff-Nielsen [21] 引入 了 在 许多 方面 都 很 有 意义 的 分 布 类 , 即 
所 谓 广义 双 盟 分 布 . 引入 这 种 分 布 的 动因 在 于 试图 对 某 些 地 质 学 上 的 经 验 规 律 给 出 


适当 的 解释 ; 随后 这 种 分 布 在 地 形 学 、 汕 流 理论 等 等 以 及 金融 数学 中 找到 应 用 。 


广义 双 曲 分 布 不 是 稳定 分 布 , 它 如 同 稳定 分 布 那样 , 用 四 个 有 适当 含义 的 参数 


来 刻画 (参见 第 2 m). 
在 这 种 分 布 类 中 , 我 们 分 出 两 种 最 常用 的 : 


1) 本 来 意义 下 的 双 曲 分 布 ; 
2) 高 斯 \ 着 高 斯 分 布 . 





i. 分 布 和 过 程 的 非 高 斯 模型 





197 ， 





应 该 注意 到 , 这 种 分 布 是 高 斯 分 布 的 混合 . 因此 , 它们 自然 属于 基于 高 斯 分 布 的 
混合 和 基于 运用 条 件 高 斯 分 布 观念 的 模型 类 ,这 类 分 布 也 是 无 限 可 分 的 , 从 而 形成 
无 限 可 分 分 布 类 的 相当 广 的 子 类 ， 从 “尾部 ”性 态 的 视角 来 看 , 这 类 分 布 处 于 指数 
a < 2 的 稳定 分 布 和 高 斯 分 布 (a = 2) 之 间 : 它 的 “尾部 ”与 稳定 分 布 (a < 2) THEE 


下 降 较 快 , 但 与 高 斯 分 布 相 比 下 降 较 慢 . 


2. 术语 “ 双 曲 ”的 原意 联系 着 下 列 情况 ， 
对 于 正 态 (高 斯 ) 密度 





来 说 , 其 对 数 In p(z) 的 图 像 是 抛物 线 . 而 对 于 双 曲 分 布 来 说 , 其 密度 
h (z) = C1 (a, 8,8) exp{—a/0? + (s — uy! + Bz — u)), 
以 至 其 对 数 In hi (x) 的 图 像 是 双 曲 线 
f(a) = nC (a, 8,6) — anf 6? + (z — u)? + B(x — n) 


以 及 相应 的 渐 近 线 是 
a(z) = —ale — u| + f(x — p). 
在 定义 (2) 中 假定 确定 双 曲 分 布 的 四 个 参数 (a, 2, 1,6) 满足 


a>d, Oxl|8| «o, HER, 620. 
参数 a 和 8 “负责 ”密度 的 形状 , y 是 位 置 参数 , 5 是 尺度 参数 . 常数 
a2 — B2 
2aó6K1(64/o? — B2) 
其 中 Ki(z) 是 指数 为 1 的 第 三 种 修正 Bessel 函数 (参见 [23]). 
为 了 描述 双 曲 分 布 经 常 运用 男 一 种 参数 化 . > 


Ci (a, 8,0) 一 


1 1 
e= zlty) B=5(%-, 


它们 满足 py = a? — 8. 


(2) 


(7) 


在 这 些 新 记号 下 , 密度 hi (a) = hi (2a, B, u, 0) 可 表示 为 ha(£) = ha(z; p, y, m, 9), 


它 将 有 下 列 形式 : 


ha(x) =C2 (so, Ys 9) 


x orp [- 5t 0v E WE (e We) 


(8) 
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其 中 
Ww 
C2(p,7Y,6) = SK oz)" 


而 x= (yy), o7! = (yt +y). (这 样 的 参数 化 在 著作 [289] 中 运用 .) 

由 (8) 可 见 , 如 果 随 机 变量 X 有 密度 halz; o, y, u 0), 那么 量 Y = (X — a)/b X} 
FacR AM b> 0 EREA hz(z; by, by, 6/5, (uu — a)/b). 从 而 , 双 曲 分 布 关 于 位 移 和 
尺度 变化 不 变 . 

由 (8) 还 可 见 , 密度 h(x) > 0 对 于 所 有 z € R 成 立 , IFA hs(x) 的 尾部 当 
Zz — —oo 以 “速度 ”wo 指数 减少 , 而 当 z 一 oo BT, 以 “速度 ”> 指数 减少 . 

如 果 6 一 oo, 6/% — 07, y — y — 0, BBA 


ha(z; p, Y, 4,5) > pl), 


其 中 p(x) = p(z; n, o?) 是 正 态 密度 . 
如 果 6 一 0, 那么 我 们 得 到 Laplace 分 布 为 极限 CS v Ay BI, 它 非 对 称 ), 其 密 
度 为 
Amanu =u ep [- 5 30s wl + 5(e— m wh. 


如 果 引 入 参数 


E= (1+ VET)? (= asa? - B1), 
x-(e-om(e-») E (- Ee) , 
那么 可 以 察觉 , 当 有 双 曲 密度 hz(zx; v, y, u 6) 的 随机 变量 X. 变换 为 有 密度 ho(z; o, y, 
p —2,9) (根据 上 述 ) 的 随机 变量 Y = X — a 时 , 它们 的 值 不 变 . 参数 5 和 xA R 
HE (skewness) BAA “WERE (kurtosis)” 参 数 的 含义 , 它们 可 作为 偏离 正 态 性 的 良好 
指标 . (详情 参见 第 四 章 82b.) 
注意 , E x 和 & 的 定义 域 是 三 角形 的 内 部 


V = {006):0< [xl <€ <1} 


(参见 图 26; V 是 正 态 分 布 , 8 是 指数 分 布 ; -Z 是 Laplace 分 布 ). 
边界 点 (0,0) € V 对 应 正 态 分 布 ; 点 (1,1) 和 (1,1) 也 不 属于 V, 它们 对 应 指 
数 分 布 , 而 点 (0,1) € 对 应 Laplace 分 布 . 当 x LE AY, 我 们 得 到 的 极限 (参见 
[21]-[23], [25], [26]) 称 为 广义 逆 高 斯 分 布 (generalized inverse Gaussian distribution). 
在 著作 [21]-[23], [25], [26] 中 注意 到 , 双 曲 分 布 是 高 斯 分 布 的 混合 : 如 果 随 机 变 
E X 有 密度 hi(z;a, B, mô), BA 


Law X = ElaN (u + Ba?, 0”), (9) 
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其 中 E'。 表 示 关 于 有 参数 o? WPI a SE B3 f: 





pala) = uos exp { > (cx + z) j (10) 


其 中 a = o2 -— p?, b= 87. 

3， 现 在 转 问 由 O. Barndorff-Nielsen 在 著作 [21] 中 引信 的 广义 双 曲 分 布 类 的 
另 一 种 表示 , 即 所 谓 高 斯 \ Bf (GIG, Gaussian\\Inverse Gaussian) 分 布 .( 后 来 ， 
O. Barndorff-Nielsen 在 著作 [22] 中 开始 把 这 种 分 布 称 为 “ 正 态 逆 高 斯 分 布 (normal 
inverse Gaussian distribution).) 

如 果 依 照 (9) 所 规定 的 记 法 , 那么 随机 变量 了 的 高 斯 \ 逆 高 斯 分 布 LawY 由 
下 列 方式 来 确定 : 


LawY = E” N (1 + Bo? o°), (11) 
其 中 关于 正 态 分 布 UY (u+ 807,0?) 的 均值 E^, 导出 逆 高 斯 分 布 有 密度 为 
» bud 1 b 
pos(x) = 元 ev um exp Us (ss 十 >) \ ; (12) 


这 里 a = o? — 8?, b — 67. (参数 a, p, p M5 F (5) 中 的 一 样 .) 
值得 注意 的 是 , 如 果 W = (Wi)zzo 是 标准 布朗 运动 ( 维 纳 过 程 ) 以 及 


T(t) = inf{s > 0: Ws + Vas > vbt] 


是 过 程 (We + Vas)sx0 首次 达到 水 平 vbt 的 时 刻 , 那么 T(1) 恰好 有 密度 为 (12) 的 
分 布 . 从 而 , 如 果 B = (Brivo 是 不 依赖 于 W 的 标准 布朗 运动 , 那么 Y 的 分 布 重合 
TH 
Bray + (u + 8T(1)) (13) 
的 分 布 . (比较 81c 中 的 (19).) 
id g(x) = 9(z;a,B,p,6) 是 GIG- 分 布 的 密度 . 
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由 (11) 和 (12) 求 得 


ate) = cut) a (SF) re (ea (EFA) 09 


其 中 
Cs(o, B, n, ô) = RR 


以 及 q(x) = V14 z?. 








BT 

Ki(2) ~ [eee 2Z 一 00, (15) 

a \1/2 1 

se) (25) Tees] 

ô 
x exp [7a v9? * (eH)? BG - w)} (16) 
s i AG uy fia (Ey 17 
e rans) mom ED 


后 一 个 关系 式 表 明 , hi (x) 有 比 g(x) 更 厚 的 “ 厚 尾 ”. 


4. 有 密度 为 hi(x) 的 双 曲 分 布 比 有 密度 为 g(x) 的 高 斯 \\ 逆 高 斯 (GIG-) 分 布 
构造 简单 . 然而 , 有 一 种 原则 性 的 状况 使 得 这 两 种 分 布 中 的 后 一 种 在 某 些 性 质 方面 
更 有 优势 . 详情 如 下 . 

Wt Y 是 密度 为 g(z) = g(z;a,6,p,6) 的 随机 变量 . 由 此 可 导出 函数 


Ee = exp {3[Va F E ~ Va? (B+ XP + ma}. (18) 


由 此 可 见 , 如 果 Yio ,Ym 是 有 同样 的 o 和 68、 但 一 般 有 不 同 的 n; 和 6 的 独立 
GIG- 分 布 的 随机 变量 , 那么 它们 的 和 YY = Y, +- 十 Ym 仍然 是 有 同样 的 w A 以 
Kup ot um, 6=0 二 二 bn 的 GIG- 分 布 的 随机 变量 . 

换 句 话说 , GIG- 分 布 关 于 卷 积 (在 上 述 意 义 下 ) 封闭 . 

如 果 X 有 双 曲 分 布 , 那么 为 简单 起 见 , 取 8 = p = 0, 我 们 求 得 


a Ki (6Va2 — M) 
~ Kila) VvVæ-X ` 


由 此 可 见 , 双 曲 分 布 没有 上 面 所 指出 的 GIG- 分 布 的 封闭 性 质 . 


Ee^* 





(19) 
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重要 的 是 要 注意 到 , 两 种 分 布 : GIG- 分 布 和 双 曲 分 布 都 是 无 限 可 分 的 . 对 于 GIG- 
分 布 , 这 点 直接 由 (18) 看 出 , 而 对 于 双 曲 分 布 , 这 点 在 著作 [21]-[23], [25], [26] 中 注 
意 到 . 由 (18) 也 可 求 得 对 于 均值 EY 和 和 方差 DY 的 简单 表达 式 : 


PX a GP 
i. 关于 运用 这 些 分 布 来 分 析 金 融 指 数 参见 E. Eberlein and U. Keller [127], 其 
中 引入 一 系列 金融 指数 统计 处 理 的 令 人 难忘 的 结果 (也 参见 第 二 章 中 的 82b). 


5. 由 于 双 曲 分 布 是 无 限 可 分 的 , 故 可 以 定义 增 量 分 布 是 双 曲 分 布 的 Lévy 过 程 ， 
即 有 同 质 独 立 增 量 的 过 程 . 

我 们 限于 有 参数 B= u = 0 的 中 心 对 称 的 密度 h(x) = hi(z;a, p, u, 56) 的 情形 . 
在 这 一 情形 下 , 密度 hi (x) 可 表示 为 下 列 形式 : 


T 


1 2 
m2) = ggg cag; 99 f-as 1+ (5) } (20) 
我 们 将 记 Z = (Zizo zi 有 密度 为 (20) 的 分 布 的 Lévy 过 程 . 
值得 注意 的 是 , 由 于 E|Z,| < oo, Zo = 0 和 Z = (2) 有 独立 增 量 , 这 个 过 程 是 闭 
(关于 自然 of (Fi), A = o(2Z,,s < t) 
E(Zi| Fe) = Za, t25 (21) 


(我 们 察觉 , ELZ,|P < oo 对 于 所 有 p > 1 成 立 .) 
设 pi(0) = Eexp(i0Z,) 是 双 曲 Lévy 过 程 Z = (Zeho 的 特征 函数 . 于 是 (比较 
81b 中 的 公式 (4) 和 (5)) 
pi(0) = (91(8))’. (22) 


由 (9) 和 (10) OFF X = Z1) 得 到 , 4 B=p=O, 


Law Z; = ElaN (0,07), (23) 
其 中 A 
po2 = xr exp \-3 (oe + 2)] (24) 


在 [127] 中 对 这 些 表 示 式 进行 比较 , 就 对 pi(9) RAE FS *Lévy-Khintchine AR” (EE 
较 §1a 中 的 (22) 和 (29)): 


pi(0) = exp tf em 一 工 一 iba)v(da) \ ; (25) 
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其 中 Lévy 测度 > 有 (表达 上 相当 复杂 的 ) 密度 p,(z) 为 GÈ Lebesque 测度 dz): 
exp(—Iz| y 2y + o?) exp(-Izl) 
p(z) = zu]; (J2(6V/2y) + Y? (6V2y)) aut I — 
这 里 J, LY, 分 别 是 第 一 种 和 第 二 种 Bessel RÆ 
基于 关于 A MY, 的 渐 近 结果 ([ 中 的 公式 9.1.7,9 和 9.2.1,2), 可 以 指出 , (26) 
中 的 被 积 表达 式 的 分 母 当 y — 0 时 趋向 于 常数 , 而 当 y 一 oo 时 渐 近 等 于 y 7/2. 由 
此 [127] 的 作者 断定 , Lévy 测度 的 密度 


polz) ~ E M o z—0, (27) 
由 此 得 到 , SERE Z = (Zeo FEMRE MRAKA "FUÉ GER $ ABER. 
事实 上 , 设 


n (es A, B) = | IZ) - Zs-(w) € B, Be B(R\ {0}), 
SEA 
是 过 程 Z 的 跳跃 测度 , BB Z.(w)— Z, (w) 落 在 集合 B 中 的 ss 人 的 个 数 . 于 是 ( 参 
见 例如 , [250; 第 II Æ 1.8]) 








(26) 


EZ(u; A, B) = |Alv(B)， 
因而 ,Jo a (dz) = oo, f, oj (dr) = oo 对 于 每 个 s > 0 成立. 


2. 带 自 相似 性 质 的 模型 ( 自 相似 性 ). 分 形 性 


在 金融 时 间 序 列 的 统计 分 析 中 , 早 就 发 现 其 中 的 许多 都 具有 (统计 ) 自 相似 性 ; 
形象 地 说 , 自 相 似 性 就 是 说 :“ 它 的 部 分 如 同 整 体 一 样 构造 >. 例如 , 如 果 (Sa) 是 
S&P500 的 日 指数 值 , 那么 根据 量 

hn (- ln = ) 和 Pen (- ng) ， nzl 


n—1 Sk(n—1) 





的 大 量 序列 所 求 得 的 相应 的 经 验 密 度 方 (z) 和 f(x), 大 > 1, 满足 这 样 的 关系 式 : 
fila) ~ k" fi (ka), 


其 中 亚 是 某 个 常数 , 其 值 显著 大 于 1/2, 而 不 同 于 根据 中 心 极限 定理 所 预期 的 量 1/2. 

显然 , 相似 性 质 要求 有 其 解释 , 并 且 正 如 以 后 的 叙述 中 变 得 清楚 起 来 , 它 可 以 在 
(Beth) 自 相 似 性 的 一 般 观念 的 框架 中 给 出 ; 这 样 的 框架 不 仅 是 为 诸如 分 形 布朗 运动 、 
分 形 高 斯 骂 声 那样 的 重要 概念 而 引入 的 , 并 且 还 对 分 形 几何 的 创立 有 决定 性 的 影响 
(B. Mandelbrot)， 自 相似 性 的 观念 以 最 紧密 的 方式 与 诸如 混沌 、 非 线性 动力 系统 之 
类 的 ( 非 概率 ) 概念 相 联 系 , 后 者 (与 其 在 金融 数学 中 的 重要 应 用 相 联 系 ) 已 经 在 第 
二 章 的 第 4 节 中 论述 过 . 
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$2a. Hurst 的 自 相 似 性 统计 现象 
1. 1951 年 , 一 位 在 埃及 参与 尼罗河 的 水 文 项 目 达 60 多 年 的 英国 气象 学 家 
Harold Edwin Hurst 发 表 了 著作 [236]; 该 文 叙述 了 他 在 实验 中 所 观察 到 的 在 尼 罗 
河和 许多 其 他 河流 的 年 水 位 波动 性 态 的 出 人 意料 的 效应 . 这 种 效应 的 实质 如 下 . 
设 zi,… ,zn en 个 逐年 的 水 位 量 (比如 , 在 尼罗河 的 某 部 分 )， 它们 的 均值 的 
=1 
验 ) 均值 的 偏差 为 量 
Xk = 1x, 


因而 , 最 小 偏差 和 最 大 偏差 是 量 
ehe») M max (Xe rx). 
我 们 记 
Rn = max (x: 一 = Xn) — min (x. 一 x, ) 
kín n kgn nr 


为 刻画 累积 量 X, 与 n 逐年 的 均值 EX, 的 偏差 程度 的 “范围 ” 量 . 
H. Hurst 在 其 实验 实践 中 , 运作 的 其 实 不 是 量 Rn, 而 是 规范 化 的 量 


Qn = Rn /Sn, 


其 中 Sn 是 经 验 标准 差 ， 


Sn = 





它 的 引入 是 为 了 得 到 关于 替换 
Tk 一 c(ZK +m), kai 


不 变 的 统计 量 ; 这 是 所 期 待 的 性 质 , 因为 甚至 量 zx 的 均值 和 方差 照例 是 未 知 的 ， 
基于 尼罗河 在 622—1469 年 期 间 ( 即 经 历 847 4E) 的 观测 资料 的 大 量 事实 , H. 
Hurst 发 现 , 对 于 大 n W, 统计 量 Rn/S, “走向 ”下 列 样 式 : 
Rn ~ enf, (1) 


Sn 


其 中 c 是 某 个 常数 ， 等 价 性 “~ ”在 某 个 适当 的 含义 下 来 理解 ， 而 参数 H 现在 称 
为 Hurst 指数 , 它 大 致 等 于 0.7. (H. Hurst 也 对 其 他 河流 得 到 类 似 的 结果 .) H. Hurst 
认为 这 个 结果 是 出 人 意料 的 , 因为 他 所 期 待 的 IL 值 应 该 等 于 1/2, 而 这 点 后 来 被 W. 
Feller 在 [157] 中 阐明 如 下 . 
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设 mir, 是 有 Ex, = 0, Ez? = 1 的 独立 同 分 布 随 机 变量 序列 . (这 正 是 H. 
Hurst 所 期 待 的 .) 于 是 正如 W. Feller 所 指出 , “4 n 很 大 时 ， 


ER, ~ fan 


和 


由 于 在 所 考察 的 渐 近 情形 下 , S. 一 1 (以 概率 1 成 立 ), 故 白 然 有 当 ”很 大 时 , E Qu 
必须 如 同 ma/2 那样 增长 (至 少 是 平均 增长 )， 

在 研究 序列 (zn)a>1 的 统计 性 质 时 , 自然 也 会 对 经 验 分 布 函数 Lawet +e) 
的 结构 感 兴趣 , 它 是 由 (KE) 样本 , 比如 (z1,… ,zn), (Enti imos), 等 等 来 求 得 
的 . 在 zx 是 河流 水 位 与 某 个 “均值 ” 的 偏差 时 , 观察 得 到 (例如 还 是 对 于 尼罗河 ) 


Law(z1 + :+ gn) œ Law(n™z;), (2) 
HP H > 1/2. 


2. 怎样 来 考虑 (2) 中 的 序列 (cn) 的 概率 统计 性 质 , 使 得 参数 H 可 能 不 同 于 
1/2? 

如 果 转 向 81a 中 的 公式 (4), 那么 参数 值 H ~ 0.7 的 解释 之 一 在 于 , zi x2,… 是 
有 稳定 指数 a = 1/H ~ 1.48 的 独立 稳定 的 随机 变量 . 

然而 , 还 有 男 一 种 解释 ， 王 1/2 的 (2) 的 性 质 甚至 可 能 在 随机 变量 mimos 
有 正 态 分 布 、 但 不 独立 的 情况 下 发 生 ! 这 时 , 平稳 序列 (en) 必定 是 有 强 后 效 的 序列 . 
(参见 后 面 的 §2c.) 


3. 性 质 (1) 和 (2) 是 自 相似 性 的 独特 形式 ; 对 于 许多 金融 指数 (以 hn 取代 zn) 
也 可 观察 到 这 样 的 性 质 . 因此 , 之 不 奇怪 的 是 , 上 面 所 注意 到 的 关于 量 (£n) 的 “独立 
性 和 稳定 性 ”或 者 “不 独立 性 和 正 态 性 ”在 金融 数学 中 可 找到 广泛 的 应 用 , 特别 是 在 
AMET “波动 率 ”的 “分 形 ” 结 构 时 . 

H. Hurst 的 研究 和 所 注意 到 的 观察 是 B. Mandelbrot 研究 的 出 发 点 ; 由 此 , Man- 
delbrot 建议 既 在 他 考察 的 Burst 模型 中 , 又 在 许多 其 他 概率 模型 (其 中 包括 金融 数 
学 中 的 模型 ) 中 , 运用 严格 稳定 过 程 (810) 和 具有 自 相 似 性 质 的 分 形 布朗 运动 . 

应 该 强调 , 形形色色 的 在 大 自然 (物理 、 地 球 物理 、 生 物 、 经济 等 等 ) 中 遇 到 的 
带 非 线性 动态 变化 的 系统 都 具有 (1) 和 (2) 类 型 的 自 相 似 性 质 . 也 正 是 这 种 “ 自 相 
似 性 ”在 分 形 几何 中 起 着 中 心 作用 , 而 分 形 几 何 的 奠基 人 B. Mandelbrot 称 他 的 书 为 
“大 自然 的 分 形 几 何 (The Fractal Geometry of Nature)”, [320], 也 正 是 要 突出 在 大 自 
然 中 自 相 似 性 概念 的 普 适 性 . 

对 于 我 们 今后 定义 统计 自 相似 性 和 分 形 布 朗 运 动 所 需要 的 知识 将 在 82c 中 给 出 . 

下 一 节 不 直接 与 金融 数学 有 关 , 但 吸收 了 著作 [104], [379], [385], [386], [428], [456] 等 
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等 的 资料 ; 它们 给 出 自 相似 性 观念 的 一 般 表示 , 而 正如 已 经 注意 到 , 自 相似 概念 在 分 
形 几 何 中 起 着 中 心 作用 . 


82b. 漫游 分 形 几何 


1. 如 所 周知 , 出 现在 古 希 腊 的 欧 几 里 得 几何 是 力求 把 大 自然 中 的 所 观察 到 的 各 
种 各 样 的 形状 归结 为 一 些 “ 简 单 的 " 、“ 纯 粹 的 ”" 、“ 对 称 的 ”对 象 . 这 就 出 现 了 “点 ”、 
“ 线 "、“ 面 ”以 及 三 维 对 象 ( 球 、 锥 、 柱 等 等 ). 

然而 , 正如 B. Mandelbrot (1984) 所 指出 :“ 云 不 是 球 , 山 不 是 锥 , 海岸 线 不 是 加 
A, 树 皮 也 不 光滑 , 闪电 也 不 沿 直线 传播 :.………… ” 正 是 他 创建 了 所 谓 分 形 几 何 恰好 用 
来 找 述 诸如 此 类 的 对 象 、 形 状 、 现 象 等 等 ; 它们 远 不 是 “简单 ”而 “对 称 ” 的, 相反， 
它们 具有 很 复杂 的 结构 ; 但 尽管 如 此 , 它们 具有 自 相似 性 、 自 再 生性 等 等 类 型 的 一 系 
列 性 质 . 

我 们 不 打算 给 出 “分 形 几何 " 及 其 基本 概念 “分 形 ” 的 数学 定义 , 而 只 希望 读者 
注意 到 “一 般 的 分 形 观念 以 及 在 金融 数学 中 的 特殊 的 分 形 观念 ”的 重要 性 ; 我 们 给 
出 的 “定义 ”仅仅 停留 在 直观 描述 的 水 平 上 . 

经 常 给 出 这 样 的 “可 用 定义 ”:“ 分 形 就 是 其 部 分 构造 与 其 整体 构造 一 样 的 对 象 .” 
(术语 分 形 是 B. Mandelbrot 在 1975 年 [315] 中 所 引入 的 , 其 来 源 是 拉丁 词 “fractio 
(ecclesiastical Lat; feminine (教会 拉丁 文 ; 阴性 )): FTE, 碎片 (a breaking, breaking in 
pieces)”, 参见 [296]. (Breaking (英语 ): the action of break ( 打 碎 行动 ), fracture (fik 
裂 ).) 

树 是 有 这 种 空间 分 形 结构 的 对 象 的 经 典 例子 (“部 分 ” 是 树枝 , “整体 ” 是 树干 ). 

男 一 个 直观 的 例子 是 Sierpinski) 三 角形 , 它 是 这 样 得 到 的 : 由 一 个 实心 的 (“ 黑 
GH”) 三 角形 挖 去 中 心 三 角形 的 内 部 , 再 对 每 一 个 “黑色 的 ”三 角形 挖 去 相应 的 中 
心 三 角形 的 内 部 , 如 此 等 等 (参见 图 27 中 的 逐次 构造 ). 

这 样 得 到 的 所 余下 的 “黑色 的 ”点 的 集合 最 终 形成 一 个 集合 ， 它 也 就 称 为 
Sierpinski 三 角形 ; 这 是 以 吸引 子 著称 的 对 象 的 一 个 例子 . 

显然 , 这 样 构造 的 Sierpinski 三 角形 中 有 许 许多 多 空洞 , 而 这 就 自然 发 生 这 样 的 
问题 : 这 一 对 象 的 “ 维 数 ” 是 多 少 ? 

严格 地 说 , 它 不 能 称 为 是 二 维 的 , AACR AR “ee”, 同时 , 它 当然 也 不 是 一 
维 的 . 

这 一 简单 的 例子 表明 , 看 来 Sierpinski 三 角形 可 用 某 个 分 形 维 数 , 即 分 数 维 数 来 
描述 . (在 对 应 的 定义 下 , 这 一 “ 维 数 ”大 致 等 于 1.58; 参见 例如 , [104], [428], [456].) 

Sierpinski 三 角形 是 对 称 分 形 对 象 . 在 大 自然 中 , 占 优 势 的 当然 是 “ 非 对 称 分 形 ”， 
它 联 系 着 其 形状 的 局 部 随机 性 . 尽管 如 此 , 这 与 整体 确定 性 并 不 矛盾 ; 作为 下 列 随机 


DD) 波兰 数学 家 Wacław Sierpinski (1882—1969) 早 在 1916 年 就 引进 “Sierpinski 三 角形 ”( 在 英文 
文献 中 也 称 为 “Sierpinski Gasket (垫圈 )”) 以 及 “Sierpinski 地 毯 ” (“Sierpinski Carpet"). 
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程序 作用 的 结果 来 得 到 的 Sierpinski 三 角形 可 看 作证 实 这 点 的 一 个 例子 . 


A AA 
Á rN AA £2 


图 27 Sierpinski 三 角形 的 逐步 构造 








我 们 考察 有 顶点 为 4 = A(,2), B = B(3,4) A C = C(5,0) 的 等 边 三 角形 , 其 
中 数 1,2,… ,6 的 出 现 使 下 列 构造 变 得 明显 . 

在 三 角形 中 以 任意 方式 选取 点 (a), 然后 以 “诚实 的 ”方式 掷 仙 子 . 如 果 落 下 的 
比如 是 “5” 或 “6”, 那么 把 点 (a) 与 顶点 C = C(5,6) 相连 , 并 设 (b) 是 连接 这 两 个 点 
的 线段 的 中 点 . RUSS, 再 根据 所 落下 的 数 以 类 似 的 方式 得 到 新 的 点 (c). 如 
此 等 等 . 

尤其 引 人 注 目的 是 , 这样 得 色 的 点 (5), (c),--- 的 极限 集 将 (“几乎 总 是 ”) 形成 
Sierpinski 三 角形 (图 27 中 的 “黑色 ”点 ). 

数学 上 众所周知 的 另 一 个 有 分 形 结 构 的 “经 典 ” 例 子 是 Cantor 集 ， 它 是 由 
George Cantor (1845—1918) 在 1883 年 作为 有 特殊 结构 的 集合 (完全 集 , 即 没 有 孤 
立 点 的 闭 集 ) 的 例子 , 它 在 数 直 线 上 无 处 稠密 , 但 有 连续 统 的 势 . 我 们 记得 , 这 个 集 
合 是 线段 [0,1] 的 子 集 , 它 由 所 有 形 为 Xx Ei 的 数 所 形成 , 其 中 ci = 0 或 2. 在 几何 


_E, Cantor aes [0, 1] 中 控 去 中 同 的 QT) 区 间 (4, 2), 然后 , 再 在 余下 的 线段 
[0,3] A [2,1] 挖 去 它们 的 中 心 子 区 间 (3, 8) 和 (7,8), 如 此 等 等 . 这 样 挖 出 的 区 间 
长 度 之 和 等 于 1, 全 尽管 如 此 , 余下 的 “ 稀 ” 集 其 实 有 连续 统 的 势 . Cantor 集 的 自 相 
似 性 , 即 它 的 “部 分 构造 如 同 整体 构造 ", 由 这 一 集合 的 几何 构造 本 身 很 明显 ; 根据 这 
一 构造 , 这 个 集合 是 一 些 子 集 的 全 体 , 其 中 的 每 一 个 如 同 是 整个 集合 的 一 个 “微缩 ” 

有 自 相 似 性 质 的 其 他 著名 的 对 象 还 有 Pascal 三 角形 (B. Pascal #214), Koch & 
花 (由 H. van Koch 提出 )，Peano 曲线 (由 G. Peano 提出 ), Jwulia 集合 (由 G. Julia 
提出 ); 参见 例如 , [379]. 
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2. 上 面 说 到 的 “ 维 数 ”, 我 们 也 不 给 出 其 确切 的 定义 (F. Hausdorff 是 “Hausdorff 
维 数 ”的 作者 , 他 注意 到 ,“ 维 数 ” 概 念 的 “正确 ”定义 是 非常 困难 的 )， 关 于 这 方面 
可 参考 专门 的 文献 (参见 例如 , [104], [428], [456]), 我 们 只 要 注意 到 , 比如 平面 上 的 曲 
线 , 其 分 形 维 数 的 观念 是 相当 简单 的 ; 这 个 维 数 表明 所 考察 的 曲线 掩盖 平面 的 程度 . 
如 果 这 条 曲线 是 某 个 过 程 X = (Xi)tz6o 的 实现 , 那么 在 (Xehe 中 的 “高 频 成 分 ” 越 
多 , 它 的 分 形 维 数 就 越 大 . 

i 3. 现在 假定 , X = (Xpo 是 某 个 随机 过 程 . 在 这 种 情形 下 , 自然 给 出 的 “分 形 
维 数 ” 的 定义 不 是 对 于 个 别 实现 的 , 而 是 对 于 实现 全 体 的 . 这 个 想法 导致 随机 分 形 维 
数 的 概念 , 它 的 定义 将 在 下 一 节 中 给 出 . 


§2c. 统计 自 相似 性 . 分 形 布朗 运动 


1. 定义 1. Æ R? 中 取 值 的 随机 过 程 X = (Xi)iso 称 为 自 相 似 的 (self-similar), 
或 者 说 满足 (统计 ) 自 相 似 性 质 , 是 指 对 于 每 个 a > 0, 可 求 得 这 样 的 5 > 0, 使 得 


Law(Xat,t 2 0) = Law(bX;,t > 0). (1) 


从 直观 的 视角 来 看 ,这 意味 着 ， 时 间 尺 度 的 变换 (t 一 at) 导致 与 相 尺 度 变 化 
(x 一 bz) 的 同样 的 结果 . 
在 81c P, 我 们 看 到 , 对 于 GES) 严格 稳定 过 程 , 存在 常数 H, 使 得 b= oF 这 


时 对 于 严格 oa- 稳定 过 程 , 有 i 


H--. (2) 
a 
在 (一 般 ) 的 稳定 过 程 情形 下 , 取代 (1), 我 们 有 (参见 glc 中 的 (2)) 性 质 
Law(X4,t = 0) = Law(a"X,+tDa,t > 0), (3) 


它 意 味 着 , 对 于 这 种 过 程 , 时 间 尺 度 的 变化 导致 考虑 可 用 位 移 (D, (t > 0) 来 确定 的 
转移 的 相 尺 度 变 化 的 同样 结果 . 这 时 , 对 于 a- 稳 定 过 程 , H = 1/o. 


2. 由 此 得 到 下 列 合理 而 自然 的 定义 : 


定义 2， 如 果 在 定义 (1) "B, 对 于 任何 a > 0, 参数 b = a", 那么 随机 过 程 
X = (Xi)izo KRHA Hurst 指数 H 的 自 相 似 过 程 , 或 者 说 过 程 满足 有 Purest 指数 
H 的 统计 自 相似 性 质 . ED = i 称 为 随机 过 程 X 的 统计 分 形 维 数 . 


自 相 似 过 程 的 经 典 例子 是 布朗 运动 X = (Xi)tzo. 我 们 记得 , 对 于 这 个 (高 斯 ) 
过 程 , EX = 0, EX, X, = min(s,t). A, 


EX,,X,, = min(as, at) = a min(s,t) = E(a!/? X ,)(a/? X,), 
而 这 就 是 说 二 维 分 布 Law(Xs。, Xt) 具有 下 列 自 相似 性 质 : 
Law(Xa,, Xat) = Law(aL2X。 a!/? X,). 
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由 高 斯 性 , 由 此 得 出 , 布朗 运动 满足 有 Hurst 指数 H = 1/2 的 统计 自 相 似 性 质 . 
另 一 个 例子 是 严格 a- 稳 定 Lévy 运动 X = (Xiizo, 它 满足 


X,— Xs ~ Sa((t—s)'/7,0,0), ae(0,2]. 
对 于 这 个 有 同 质 独立 增 量 的 过 程 
Xat — Xas S a (X, — X), 
而 这 就 是 说 Hurst 指数 H = 1/a UR D — o. 当 a = 2 时 , 我 们 得 到 布朗 运动 . 


我 们 强调 , 在 这 些 例 子 中 所 考察 的 过 程 都 是 有 独立 增 量 的 过 程 . 
下 列 例子 有 关 有 不 独立 增 量 的 过 程 ， 


3. 分 形 布朗 运动 . 
我 们 考察 函数 


A(s,t) = |s?8 + |e)? — |t — sl, s,L c R. (4) 


这 个 函数 当 0 < H< 1 时 是 非 负 定 的 , 因而 , 在 某 个 概率 空间 上 (比如 , 在 实 函 数 
w= (wier 的 空间 上 ) 存在 (参见 例如 , [439; 第 I1 章 89]) 高 斯 过 程 , 使 得 它 有 零 均 
tA A HA KA 

Cov(X,, Xi) = 3A(s,t), 


即 
EX,X, = {ls + | (5) 
由 此 可 见 ， 
EXasXat = a?HEX,X, = E(aB X,)(aP Xz), 
而 这 就 是 说 ， 


Law(Xas, Xat) = Law(a" Xs, aB X,). 


正如 在 其 密度 由 二 维 分 布 来 确定 的 布朗 运动 的 情形 下 那样 , 我 们 断定 , 现在 考察 的 
过 程 X 是 Hurst 指数 为 H 的 自 相似 过 程 . 
由 (5)， 
E|X, — X,|? = [t — s|™. (6) 


RENE, Kolmogorov 判别 准则 (参见 例如 , [470]) BIA, 如 果 可 求 得 这 样 的 常 
数 w>0,686>0 和 c>0, 使 得 对 于 所 有 s,t 20, 有 





E|X, — X|“ < elt — s|!+8 (7) 


5 
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那么 随机 过 程 X = (Xiao 存在 连续 修正 ， 因 此 , 如 果 HD > 1/2, 那么 由 (6) 立即 
得 到 ( 当 a = 2, B = 2H — 1 HT), 所 考察 的 过 程 X = (Xoiso 存在 连续 修正 ， 如 果 
0 « H< 1/2, 那么 由 对 于 每 个 0 < 大 < HASE, 下 列 估计 成 立 : 


EIX; 一 X,|/* < c[t— s|E/*, 


其 中 ec 0 是 某 个 常数 .从 而 , 重新 可 能 应 用 Kolmogorov 判别 准则 (a = 1/k, 
8 — H/k — 1). 

这 样 一 来 , 所 考察 的 高 斯 过 程 X = (Xpo 对 于 所 有 满足 0< 班 和 1 的 再 存在 
连续 修正 . 


定义 3. 有 零 均 值 和 协 方差 函数 (5) 的 连续 高 斯 过 程 X = (Xi):yo 称 为 (标准 ) 
有 自 相 似 Hurst 指数 H (0 < H < 1) 的 分 形 布 表 运动 . (以 后 对 于 这 样 的 过 程 将 经 常 
使 用 记号 By = (Bu(t))«o-) 


由 这 一 定义 得 到 , (标准 ) 分 形 布朗 运动 X = (Xpo 有 下 列 性 质 ( 它 也 可 以 用 
来 作为 这 种 过 程 的 定义 ): 
1) Xo = 0, EX, = 0 对 于 所 有 t > 0 成 立 ; 
2) X 有 平稳 增 量 : 


Law(X:+s — Xs) = Law(X;), s, t >0; 


3) X 是 高 斯 过 程 ， 
EX? = jt", t20, 


其 中 0<H<1; 
4) X 有 连续 轨 线 . 


由 这 些 性 质 , 我 们 再 次 得 到 分 形 布朗 运动 具有 自 相 似 性 质 . 

在 这 些 联 系 中 , 值得 注意 的 是 , 在 一 定 的 含义 下 , 反之 也 成 立 ([418; 第 318-319 
页 ]): 如 果 非 退化 过 程 X = (Xho, Xo = 0, 有 有 限 方 差 , 是 有 Hurst 指数 HH 
自 相 似 过 程 , 并 且 有 平稳 增 量 , MAO0<H <1, EX EU EX Cov(X。 X) = 
EX?A(s,t), 其 中 A(s,t) 由 公式 (4) 来 给 定 . 不 但 如 此 , Æ 0 <H «1 的 情形 下 , 数学 
HE EX; = 0, 而 在 H=1 的 情形 下 , 有 X, = tX (P-as.). 

我 们 还 注意 到 , 除了 高 斯 过 程 以 外 , 也 存在 非 高 斯 过 程 有 所 指出 的 性 质 (参见 
[418; 第 320 页 ]). 


4. 如 果 H = 1/2, 那么 (标准 ) 分 形 布朗 运动 无 非 就 是 (标准 ) 布朗 运动 . 
首先 考察 所 引入 的 过 程 B 的 是 A. N. Kolmogorov 1940 年 在 他 的 著作 [278] 中 
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进行 的 , 其 中 它们 被 称 为 维 纳 螺 线 (helices of Wiener)， 术 语 分 形 0) 布朗 运动 是 在 
1968 年 的 B. Mandelbrot 和 J. van Ness 的 著作 [328] 中 引入 的 . 不 同 于 Kolmogorov, 
他 们 构造 过 程 By 时 , 是 从 自 协 方差 函数 (4) 的 形式 出 发 的 , Mandelbrot 和 van Ness 
利用 对 ( 某 个 ) 有 Wo = 0 的 维 纳 过 程 W = (Wier 的 随机 积分 来 得 到 “ 显 式 ?: 对 
FO<H<1, 


Balt) = anf f [t —872— (= 8) | aw, + [ t — saw.) (8) 


其 中 (规范 ) 常数 
ou = um us. 2HI ( Wu (9) 
T(2 — 2H) 
选择 为 使 EB2(1) = 


注 1. 关于 (8) 的 右 端的 各 种 表示 形式 参见 著作 [328]. 在 这 篇 著作 中 , 也 详细 评 
论 原来 的 术语 分 式 布朗 运动 (fractional Brownian motion) 及 其 与 分 式 积 分 (fractional 


integral) (Holmgren-Riemann-Liouville) 





n — s) aw, (10) 
的 类 比 , 其 中 H 可 以 是 任何 正 数 (也 参见 H. Wey! 的 著作 [475]). 


ik 2. 分 形 布朗 运动 B 的 几乎 肯定 的 轨 线 满足 指数 6 < HAY Holder 条 件 . 它 
们 也 处 处 不 可 微 , 并 且 


lin Bu(t) U Bu(to) 
t — to 








(P-a.s.) 








t—to 


在 任何 点 to > 0 ERY. 


注 3. 如 果 在 表示 式 (8) 中 取 在 (0,1) 中 取 值 的 Holder 函数 Hy, (H: — Hs| < 
elt 一 s|*, a > 0), 那么 我 们 就 得 到 所 谓 多 重 分 形 布朗 运动 . 这 个 过 程 在 著作 [381] 中 
引进 , 并 进行 详尽 研究 . 


it 4. 在 随机 过 程 理论 中 , 众所周知 半 著 类 在 发 展 随机 分 析 理 论 中 的 作用 (参见 
后 面 的 第 5 点 以 及 更 详细 的 例如 , [250], [304]). 在 这 种 联系 中 , 有 益 的 是 注意 到 , 有 
0<H<1 的 分 形 布朗 运动 By (除了 H= 1/2 ( 即 布朗 运动 情形 ) 和 亚 =1 以 外 ) 不 
RFA. 这 一 事实 对 于 1/2 < H <1 的 证 明 参 见 专著 [304; 第 4 章 , 89, 例 2]. 

DEE [328] 称 为 “分 式 布 朗 运动 , 分 式 噪声 及 其 应 用 (Fractional Brownian Motion, Fractional 
Noises and Applications)”, 取代 我 们 所 采用 的 字面 上 正确 的 术语 “分 形 (fractal) ) 布朗 运动 ”， 而 采 
用 了 日 常 所 说 的 “分 式 (fractional) 布朗 运动 >. 然而 , 考虑 到 俄语 上 的 顺 耳 ， 我 们 决定 取代 术语 “分 
A”, 而 使 用 术语 SE”, 以 特别 强调 过 程 Bu 的 分 形 本 性 . (英文 版 中 , 这 里 的 “分 形 ” 布朗 运动 全 
都 被 改 为 “分 式 ” 布朗 运动 . 一 一 译 者 注 ) 





2， 带 自 相似 性 质 的 模型 ( 自 相 似 性 ). 分 形 性 : 211- 





ik 5. fE5 Hurst 的 有 R/$- 分 析 ( 即 基于 研究 经 验 标准 差 及 其 比值 的 范围 性 质 的 
分 析 ; 参见 第 四 章 , 第 4 节 ) 的 联系 中 , 依照 [328], 注意 到 以 下 这 点 是 有 益 的 : 如 果 
X = (Xpo 是 有 Hurst 参数 H, Xo = 0 和 R, = B X,— ut X, 的 连续 自 相 似 

<KsXt Ssst 
过 程 , 那么 Law(R:) = Law(t" Ra), t > 0. 在 布朗 运动 X = B, 的 情形 下 , W. Feller 
([157]) 对 于 & 求 得 精确 分 布 . (这 个 分 布 的 密度 有 形式 为 8 Y (1)*-1k2p(kz), £ > 
k=1 
0, 其 中 pla) = (2n)- 17? exp(-2?/2).) 

5. 自 相 似 性 质 有 各 种 推广 . 例如 , Be X(a) = QG(o))io 是 有 参数 为 o € R 的 

Ornstein-Uhlenbeck (型 ) 过 程 , 即 由 下 列 公式 确定 的 Gauss-Markov 过 程 : 


t 
Xi(a) = f eot-9qw,, t 2 0, (11) 
0 


其 中 W = (W,),so 是 标准 布 须 运动 ; 参见 83a. (我 们 察觉 , X (o) = (X«(o))iso 是 线 
性 随机 微分 方程 dXi(a) = aX;(a)dt + dWi, Xola) =0 的 解 .) FA (11) 不 难 导 出 , 对 
于 每 个 ac R, 

Law(Xa(o),t € R) = Law(a’/?X;(aa),t € R), 
它 可 看 作对 于 过 程 族 {X(a) a e R} 的 专门 的 自 相似 形式 . 


6. 我 们 还 剩 下 一 个 基于 自 相似 性 质 的 原理 上 很 重要 的 “统计 推 斯 ”方法 . 
4 X = (Xi)zzo 是 自 相 似 指 数 为 H 的 自 相 似 过 程 . 设 A > 0. 于 是 


Law(XA) = Law(AP X), (12) 
而 这 就 是 说 , 如 果 fala) = PAS 是 XA 的 概率 密度 ,那么 
fiz) = AP fa(zA*). (13) 


在 通常 的 统计 分 析 中 , 经 常 由 一 般 的 考虑 , 可 以 认为 , 过 程 X 是 带 有 某 个 一 般 
来 说 有 未 知 参 数值 H 的 自 相 似 过 程 . 设想 我 们 通过 某 种 方式 获得 对 于 ES A 
能 有 的 ”估计 BL 于 是 为 了 检验 假设 X 实际 上 是 有 参数 为 站 的 自 相似 过 程 , 可 以 如 
下 处 理 . 

假定 根据 在 Xi 和 XA 上 的 独立 观察 结果 , 我 们 对 于 足够 多 的 A 值得 到 经 验 密 
BE A(z) 和 fa(x). FE, WNT ERIM z 和 A 值 , 有 


file) = AB fA (2B), (14) 


那么 可 以 认为 , 我 们 对 X 是 有 指数 为 A 的 自 相 似 过 程 的 假设 的 合理 性 得 到 足够 强 
的 证 实 . 
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当然 , 如 果 H 的 理论 密度 f(e) ( 它 自然 依赖 于 H) 已 知 , 那么 取代 检验 关系 式 
(14) 的 是 , 要 断定 函数 AB fA (cA) 的 图 像 近 似 “ 拟 合 ”在 把 值 A 作为 Hurst 指数 
(或 者 这 个 参数 原来 的 值 , 如 果 它 先 验 已 知 ) 的 密度 函数 fia) 的 图 像 上 的 合理 性 . 


7. 对 于 oa- 稳定 的 Lévy 过 程 , 其 Hurst 指数 H = 1/a, AM, 对 于 这 样 的 过 程 ， 
H 的 估计 归结 为 参数 a 的 估计 . 对 于 分 形 布朗 运动 Bg = (Ba(t))tzo, 依据 离散 观察 
得 到 参数 H 的 估计 例如 可 如 下 来 实行 . 

考察 时 间 区 间 [0, 1]. 我 们 把 它 分 成 n 个 相等 部 分 , 并 设 A = 1/n 是 分 割 的 区 间 
长 度 . 





令 
v1 (Ba; A) = r- |Ba(kA) - Bu((k — 1)A)] 
(比较 第 四 章 83a 中 的 (19)). 
由 于 


E|Bu(t 十 s) — By(t)| = ża, 


2 
En: (By; A) = "ER 


Fa Jie EAE HI PET: 作为 H 的 估计 , 应 该 取 统 计量 


i — In[/7/2 (Bm; A)] 
"n Ind ` 


故 





(在 著作 [380] 中 指出 , En, 一 H 以 概率 1 成 立 .) 


82d. 作为 有 强 后 效 过 程 的 分 形 高 斯 噪声 


1. 在 应 用 概率 论 的 许多 领域 中 , 布朗 运动 B = (Bizo 被 用 来 作为 以 一 种 简单 
方式 得 到 白 噪声 的 模型 . 
如 果 令 
Bn = Bn — Bn-1, n21, (1) 


那么 得 到 的 序列 8 = (Bn)n>1 将 是 有 EG, = 0, EG2 = 1 的 独立 同 分 布 的 高 斯 序列 . 
与 第 二 章 的 82a 相对 应 , 这 样 的 序列 我 们 称 为 白 (高 斯 ) RF, 并 在 形成 各 种 随机 
过 程 ( 既 包 括 线性 模型 (M4, AR, ARMA 等 等 ), 也 包括 非 线 性 模型 (ARCH, GARCH 
等 等 )) 时 用 来 作为 随机 源 . 
在 这 一 含义 下 , 转向 分 形 布朗 运动 Bg 以 既得 到 有 强 后 效 性 质 ("long memory”, 
“persistent system") 的 平稳 高 斯 序列 ， 又 得 到 带 快速 交替 的 序列 ("relaxation pro- 
cesses”, “intermittency”, “antipersistence” ), 看 来 是 有 益 的 . 
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类 似 于 (1), & 
Bn = Byu(n)—Ba(n—1), nèl, (2) 
并 将 称 序列 8 = (B.)521 ÆA Hurst 参数 H (0 < H <1) 的 分 形 (高 斯 ) RE. 
由 §2c 中 的 对 于 (平稳 ) 过 程 Bu 的 协 方差 函数 的 公式 (5) 得 到 协 方差 函数 
pu(n) = Cov(br, Brtn) 有 下 列 形式 : 
pa(n) = 5 (In + 1" — 2p + In 1 (3) 
由 此 可 见 , 当 n 一 oo AY, 
pa(n) ~ H(2H — 1). (4) 
这 样 , 在 H = 1/2 的 情形 下 , 协 方差 pu(n) = 0 SF n £0 成 立 , 而 (Bi)nz1 (下 
如 上 面 已 经 注意 到 ,) 形成 独立 随机 变量 的 高 斯 序列 . 如 果 HA 1/2, 那么 由 (4) 我 们 
看 到 , 协 方差 随 ”的 增长 减 小 相当 慢 (如 同 |n|-? 2), 它 通常 就 被 解释 为 具有 “长 
记忆 ”, 或 “JAR”. 
注意 到 在 情形 0 <H «1/2 和 1/2< 豆 <1 之 间 的 根本 不 同 是 有 益 的 . 
如 果 0 < HI < 1/2, 那么 协 方差 取 负 值 (pur(n) < 0,m > 0), 这 时 22 leu(n)| < oo. 
如 果 1/2 < H < 1, 那么 协 方差 取 正 值 (ou(n) > 0, n > 0), 这 时 X leu(n)| = 
协 方差 为 正 意味 着 跟随 5, 的 正 (fü) 值 后 面 的 值 也 可 预期 为 正 - (ff) 值 . 从 而 ， 
在 许多 金融 指数 S = (Sn) 的 收益 量 hy = In 的 经 验 分 析 中 , 有 1/2 « H <1 f 
分 形 高 斯 噪声 可 作为 描述 “聚集 性 ”效应 (Bsp $3e) 的 适当 的 模型 . 
协 方 差 为 负 意 味 着 跟随 5, 的 正 ( 负 ) 值 后 面 的 值 可 预期 为 负 ( 正 ) 值 . 这 种 强 交 
替 〈"“ 升 一 降 一 升 一 .…”) 的 局 面 实际 上 在 分 析 波 动 率 的 性 态 时 可 观察 到 (详情 参见 
第 四 章 中 的 第 3 节 和 第 4 节 ). 


2. 序列 6 = (Bn) 是 相关 函数 pu(n) 由 公式 (3) 给 定 的 平稳 高 斯 序列 . 
RIDE. 在 谱 表 示 


pun) = f faoa (5 
中 , 谱 密 度 fu(A) 可 表示 为 下 州 形式 : 
yk (cos) ( (sin? -)z H-7igg 


T (sin? = 2 了 -1dz 


引入 相应 的 积分 计算 , 可 以 求 得 (详情 参见 NU 





A) = K(H)|e* — 1)? > Ep | 和 | < m, (7) 
k—-oo 
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一 1 
其 中 常数 KH) = (arama) 


3. H= 1/2 的 情形 . 


在 应 用 分 形 布朗 运动 来 描述 金融 指数 动态 变化 时 , 我 们 选取 某 个 时 间 度 量 单位 
n= 0,+1,+2,---, #4 


Hn = Buln), ha = Hn — Hna. 


显然 , Eh, = 0 以 及 DR =1. 
对 应 这 一 情形 , 序列 h = (ha) 是 独立 同 分 布 随机 变量 的 高 斯 序列 ; 正如 上 面 所 
指出 的 , CRAG (高 斯 ) RF. 


4. 1/2<H <1 的 情形 . 
对 应 的 噪声 h = (hn) BERA LRE. 这 种 噪声 的 特点 是 有 强 后 效 、 强 记忆 . 
(在 英文 文献 中 , 对 于 这 种 性 质 使 用 术语 “persistence” (持续 性 ).) 


类 似 的 效应 例如 可 在 以 下 的 一 些 情形 中 观察 到 : 河流 的 水 位 状态 、 太 阳 活 动 特 
征 、 树 的 年 轮 宽度 序列 以 及 最 后 , 我 们 最 感 兴趣 的 , 对 于 股价 、 汇率 以 及 其 他 金融 指 


数 的 量 An = n P (n > 1) 所 形成 的 序列 (参见 后 面 的 第 四 章 ) 


如 果 H = 1/2, 那么 标准 差 VD(hi 十 … 十 hn) 随 着 ”的 增长 如 同 vim 那样 增 
K. 在 H > 1/2 的 情形 下 , 这 一 增长 更 快 , 它 是 RE 阶 的 ， 换 多 话说 , 所 合成 的 值 
Hn 二 hi 十 … 十 hn SARE (H= 1/2) 的 情形 相 比 , 有 更 大 的 离 差 . 

有 益 的 是 要 注意 到 , Æ H — 1 的 情形 下 , 分 形 布 朗 运 动 Bn(t) = tBu(1) (P-a.s.). 
因此 , 在 这 一 情形 下 , 增 量 hn = Buln) - Buln — 1) (n > 1) 的 序列 h = (hn) RAF 
凡 的 特征 : 所 有 量 hn = Bu(1), n > 1, 它 也 可 称 为 “理想 持续 性 ”的 情形 . 

5.0«H« 1/2 的 情形 . 

可 观察 到 有 这 种 Hurst 参数 值 的 系统 的 典型 例子 是 庙 流 ， 著 名 的 Kolmogorov 
三 分 之 二 定律 ([276], 1941 年 ) 指出 , 在 不 可 压缩 粘性 流体 中 , 当 Reynolds 数 很 大 时 ， 
在 两 个 相距 不 大 不 小 的 7 的 点 上 的 速度 差 的 平方 平均 正比 于 CE, RP H = 1/3. 

有 0 < 他 < 1/2 WAEREA h = (hn) (PERF) 有 负 协 方差 , 正如 已 经 注意 到 ， 
它 对 应 在 值 ww。 上 的 快速 交替 . 正 是 这 种 性 质 刻 画 了 端 流 现象 , EC (与 自 相 似 性 质 一 
起 ) 说 明 , 有 0 < H < 1/2 的 分 形 布朗 运动 可 用 来 作为 描述 满 流 现象 的 良好 模型 . 

Hurst 参数 满足 0 < H < 1/2 的 金融 沸 流 的 例子 是 序列 六 = (0), RP, = 
ln n 以 及 


n-—1 











n le > 
82 一 So (he 一 hn)? 
=1 


n—1é 





3. 基于 布朗 运动 的 模型 . 215. 








是 对 于 股价 .道琼斯 指数 、S&P500 等 等 的 对 数 收益 序列 二 (hn), hn = =n Se 的 
经 验方 差 (波动 率 ) (参见 第 四 章 832). m 

许多 作者 (参见 例如 , [180], [385], [386]) MERRER E SERTA 
的 价格 性 态 有 很 大 类 似 . 这 种 类 似 导致 , 例如 , 著作 [180] 的 作者 所 断定 的 那样 : “我 
们 有 理由 相信 , 在 过 去 70 多 年 发 展 起 来 的 演 流 定性 图 景 , 可 帮助 我 们 很 好 理解 如 人 金 
融 市 场 那样 的 表面 上 毫 不 相干 的 领域 .” 


3. 基于 布朗 运动 的 模型 


$3a. 布朗 运动 及 其 作为 一 种 基底 过 程 的 作用 


1. 在 以 构造 方式 来 给 定 描述 “收益 ” 量 hn = Ing ( 它 来 自 比如 股价 在 时 刻 
n 为 Sn) 动态 变化 的 随机 序列 h = (hn) 时 , 无 ; "m 还 是 在 非 线性 模型 
中 , 通常 假定 有 某 个 基底 序列 s = (en), 它 也 是 生成 序列 h = (ha) 的 随机 性 的 “RR 
体 ”. 这 个 序列 e = (en) 照例 被 认为 是 (高 斯 ) ORF. 

选择 这 样 的 序列 s = (en) 作为 基底 自然 期 待 由 “简单 ”构造 的 对 象 出 发 建立 
“复杂 ”的 对 象 (一 般 来 说 , 如 同 量 As 那样 ). 

这 时 , 序列 s = (en) 实际 上 可 被 认为 是 “简单 的 ”, 因为 它 是 由 经 典 正 态 (高 斯 ) 
分 布 N (0,1) 的 独立 同 分 布 随机 变量 所 形成 的 . 


2. 在 连续 时 间 情 形 下 , 为 构造 许多 “复杂 ”结构 的 模型 , 布朗 运动 起 着 类 似 的 作 
Hg. 布朗 运动 作为 数学 对 象 是 在 L. Bachelier ([12]; 1900 Æ) 和 A. Einstein ( 爱 因 斯 
3H) ([132]; 1905 ^E) 的 工作 中 引进 的 . 布朗 运动 的 严格 数学 理论 以 及 它 在 函数 空间 
中 的 测度 是 N. Wiener ( 维 纳 ) [476] 在 1923 年 建立 的 , 正 因 如 此 , 布朗 运动 也 称 为 维 
纳 过 程 , 而 对 应 的 测度 称 为 维 纳 测度 ， 

根据 8lb 中 的 定义 2, 标准 布朗 运动 B = (Bi)jt>o 是 有 同 质 独立 增 量 以 及 Bo = 
0, EB, = 0, EB? = 了 上 的 连续 高 斯 随机 过 程 . 这 种 过 程 的 协 方差 函数 是 EB。B，= 
min(s, t). 


前 面 已 经 不 止 一 次 地 提 到 布朗 运动 的 自 相 似 性 质 : 对 于 每 个 o > 0, 





Law(Bat;t 2 0) = Law(a!/? B,;t z 0). 


由 这 一 性 质 导出 , 过 程 (Jz Bu) ， 也 是 布朗 运动 . 除了 这 一 性 质 以 外 , 我 们 还 注意 
到 一 系列 其 他 的 变换 ; 它们 得 到 的 新 的 过 程 BO, i = 1,2,3,4, 也 是 布朗 运动 : BO, 
B® =tBij 对 于 t>0 以 及 BY = 0; B® = Bu, B, MF s > 0; B? = Br-Br , 
WFO<t<TURT>O. 
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由 d 个 相互 独立 的 标准 布朗 运动 Bi = (Bt>o (i = 1,.… ,d) 所 构成 的 多 维 过 
程 B = (B!,.… ,Bd), 称 为 d- 维 标准 布朗 运动 . 

具有 “丰富 ” 结构 的 布朗 运动 可 用 来 构建 各 种 各 样 的 随机 过 程 . 

例如 , 布朗 运动 在 构造 扩散 Markov 过 程 X = (Xi)izo 作为 随机 微分 方程 


dX, = a(t, X)dt + olt, X;)dB, (1) 


的 解 时 , 起 着 “基底 ”的 作用 , 这 里 方程 可 解释 为 在 下 列 (积分 ) 意义 下 : 对 于 所 有 
t> 0, 


Xt = Xo + 了 a(s, Xs)ds + [ a(s, Xs)dBs. (2) 
0 0 
在 这 个 表达 式 中 出 现 的 积分 
n- f o(s, X,)dB, (3) 


理解 为 关于 布朗 运动 的 1t6 随机 积分 . (有 关 随 机 积分 和 随机 微分 方程 的 问题 以 后 在 
83c 中 讨论 .) 
在 金融 数学 中 , 几何 布朗 运动 5 = (Si)jt>o 起 着 重要 作用 , 它 服从 随机 微分 方程 


as; 一 Si(adt 十 odB:), (4) 


其 中 系数 acR, o>0. 
这 个 有 不 依赖 于 布朗 运动 B = (Bpo 的 初 值 So 的 方程 , 有 显 式 解 


c? 
S, = Sge"te" Pt m (5) 


由 此 可 见 , 记 
S = Soe 


(比较 第 二 章 Sla 中 的 公式 (1)), W 


g? 


过 程 H = (Hizo 称 为 有 局 部 漂移 (a - o2/2) 和 扩散 o? 的 布朗 运动 . 由 (6) 得 
到 , 局 部 漂移 刻画 H = (i)izo 的 变化 的 平均 速度 ; 扩散 o? 经 常 称 为 微分 方差 , 而 
在 金融 文献 中 称 为 波动 率 . 

P. Samuelson ([420]; 1965 年 ) 大 概 最 早 领悟 到 几何 布朗 运动 在 描述 价格 演变 中 
的 重要 性 , 他 也 把 它 称 为 经 济 布朗 运动 . 

另 一 些 著 名 的 过 程 例子 可 作为 随机 微分 方程 (1) 当 系 数 alt, £) 和 c(tz) 如 下 
选择 时 的 解 来 提出 . 
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有 Xo = a 和 Xz = 6 的 布朗 桥 X = (Xi)o<scr 是 服从 下 列 方程 的 过 程 : 


B- Xi 
T—t 


其 中 B = (Biho 是 某 个 布朗 运动 . 
可 以 断定 , 例如 , 借助 于 tô 公式 (参见 以 后 的 83d), WH X = (Xiocter 作为 
方程 (2) 的 解 可 表示 为 


x-e(i- 5) ++- | x. (8) 
其 中 积分 理解 为 按 布朗 运动 的 随机 积分 . 由 于 这 个 方程 有 唯一 解 (参见 836), 故 在 时 
Al t= 0 从 点 a 出 发 、 在 时 刻 t== 工 落 在 点 8 的 布朗 桥 可 用 公式 (8) 来 定义 . 
对 于 标准 布朗 运动 来 说 , 它 的 自 协 方差 函数 p(s, t) = min(s, t). 对 于 所 考察 的 布 
朗 桥 来 说 , 对 应 的 自 协 方差 函数 p(s, 人 ) = min(s,1)—. 均值 EXt = a (: - i) «at. 
不 难 验证 , 对 于 每 个 标准 布朗 运动 W = (Wihio, 由 公式 


t 
W? = Wi — Wt (9) 


dX, = 





dt+dB, O<t<T, (7) 





定义 的 过 程 W = (Wocter 有 协 方差 函数 p(s,t) 等 于 min(s,t) — 由 此 得 到 ， 


除了 用 公式 (8) 定义 的 过 程 X = (Xejogtgzr 以 外 , WHEY = (Yi)octer, 
Y-a(i- een ewe, (10) 


有 同样 的 有 限 维 分 布 (Law(Yi,t < T) = Law(Xi,t < T)), 从 而 可 看 作 布 朗 桥 的 一 个 
版 本 . 
Ornstein-Uhlenbeck 过 程 ([466]; 1930 年 ) 是 下 列 (线性 ) 随机 微分 方程 的 解 : 


dX, = —aX,dt--odB, a>0. (11) 
再 次 运用 It6 公式 , 可 以 断定 , 过 程 X = (Xho, 
t 
X, = Xoe tt 十 o f e *t-3gp, (12) 
0 


是 方程 (011) 的 解 (并 且 是 唯一 解 ; 参见 83e). 
如 果 初 值 Xo 不 依赖 于 布朗 运动 B = (Biiso, 并 且 具 有 有 限 二 阶 和 矩 , 那么 


EX, = e^ "*EXo, (13) 
c? c? 

DX, = — — — } e?-% 4 

X= gl (ox. a) e? t, (14) 


2 
Cov( X,, Xt) = [oxo + 元 (ez min(s,t) _ D] e 9*0. (15) 
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在 Xo 为 有 EXo = 0 和 DXo = o2/(2a) WES (高 斯 ) 分 布 的 情形 下 ， 过程 
X = (Xt)tz0 将 为 有 零 均 值 和 协 方差 函数 


c —alt—s| 1 
p(s, t) = one (16) 


的 平稳 高 斯 过 程 . 
联系 Ornstein-Uhlenbeck 方程 (11), 有 益 的 是 要 注意 到 , EA Langevin ( 郎 之 万 ) 
方程 ([295]; 1908 年 ) 


m— ——BWto—— (17) 


的 修正 形式 ; 这 种 方程 描述 处 于 具有 摩擦 力 (Vo 的 液体 中 的 质量 为 m 的 质点 , 在 
用 布朗 运动 描述 的 分 子 撞击 相互 作用 下 , 运动 速度 V, 的 性 态 . 
在 (17) 的 形式 中 , 方程 一 般 来 说 没有 通常 导数 概念 所 理解 的 含义 , 因为 对 于 布 
朗 运动 (的 几乎 所 有 实现 ) 来 说 , 导数 4Bi/dt 不 存在 (参见 后 面 的 $3b 中 的 第 7 点 ). 
然而 , 如 果 把 方程 理解 为 Ornstein-Uhlenbeck 方程 


dv, = — 2. vidt + CaB, (18) 
m m 
而 它 的 当 Vo = 0 时 的 解 根据 (12) 可 用 公式 
t 
EA Z (t-s) 
V " n e dB, (19) 
来 给 定 , 那么 这 个 方程 就 可 以 有 精确 的 含义 . 
阶 a > 1 的 Bessel 过 程 , 按照 定义 , 是 服从 ( 非 线 性 ) 随机 微分 方程 


a—1 dt 
J X, + dB; (20) 
的 过 程 X = (XQiso, 其 中 方程 的 初 值 Xo = x > 0, B = (Bi)izo 是 布衣 运动 . (这 个 
方程 有 唯一 的 强 解 ; 参见 后 面 的 83e.) 

在 a = d (d = 2,3,.…,) 的 情形 下 , 过 程 X 可 实现 为 4- 维 布朗 运动 BO = 
(21 + Bi, ttt kat B$)zo (x? + + x = x?) 的 根部 R= (Ri )e>o: 


dX, = 








R = Vlei + BD +++ + (za + BOY, (21) 


其 中 B: = (Bi)is0 是 相互 独立 的 标准 布朗 运动 . 
还 有 一 系列 服从 随机 微分 方程 的 其 他 别 的 有 意义 的 过 程 将 在 第 4 节 中 联系 构造 
描述 债券 的 市 场 价格 PCT) 的 动态 变化 的 模型 来 引入 (参见 第 一 章 81b). 
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83b. 布朗 运动 : 经 典 结 果 通 报 


1. 作为 随机 游 走 的 极限 的 布朗 运动 . 各 种 来 源 证 实 (参见 例如 , [201; 第 254 页 ]， 
[266; 第 47 页 ]), 1827 年 左右 , 博物 学 家 Robert Brown (布朗 ) 发 现 , 浸没 在 液体 中 
的 花粉 粒子 总 在 胡乱 运动 . (他 在 1828 年 发 表 的 小 册子 《显微镜 观察 简 记 (A Brief 
Account of Microscopical Observation...) 》 中 描述 了 这 样 的 现象 .)? 

这 种 运动 被 赋 以 名 称 布朗 运动 , 正如 后 来 变 得 很 清楚 , 这 种 运动 是 液体 中 的 分 
子 撞击 浸没 在 其 中 的 粒子 所 引起 的 . 1905 年 A. Einstein [132] 为 这 种 运动 建立 了 物 
理 -数学 模型 . 然而 , 为 了 公正 起 见 , 应 该 强调 , 就 实质 而 言 , 这 样 的 模型 早 在 1900 年 
就 已 经 由 L. Bachelier [12] 在 联系 巴黎 证 券 市 场 上 的 股价 和 其 他 金融 指数 的 运动 时 
建立 起 来 . 

在 第 一 章 (81b) 中 已 经 注意 到 , 对 于 L. Bachelier 来 说 , 布朗 运动 实质 上 是 作为 
最 简单 的 随机 游 走 的 (形式 ) 极限 而 生成 的 . 

也 就 是 说 , 设 (Ee) 是 独立 同 分 布 随 机 变量 序列 , 它们 都 以 概率 3 取 两 个 值 
+1 (“Bernoulli FAX”). BAHAR R} = [0, oo), 并 对 每 个 A > 0 形成 过 程 S9 = 
(S)is0, CARRE KHUNE 


[¢/A] 


SY) = a+ M VA&. (1) 
k=1 
4 
g^ 
= SR + Xt - kA) (Siu - SQ). (2) 


它 是 由 过 程 5(^) 所 形成 的 有 连续 罗 线 的 随机 过 程 SO = 60. 

由 多 维 中 心 极限 定理 (参见 例如 , [51; 第 8 $], [439; 第 VIT 章 , §8]) 可 以 断定 ， 
对 于 任何 5, jth, k 1, 有 限 维 分 布 Law(S(2),... ,S(9) 和 Lawa, , 5)) 
(88) WORT TRAE A Law(Bi,,--- , Ba) 其 中 B = (Büizo 是 标准 布朗 运动 

其 实 还 可 得 到 更 强 的 断言 : 


Law (si), t> 0) — Law(B;, t > 0) 
和 
Law (si^, t2 0) — Law(B,,t > 0) 


在 空间 D (有 左 极限 的 右 连 续 函 数 全 体 ) 和 C (连续 函数 全 体 ) 中 分 布 律 的 弱 收 敛 意 
义 下 成 立 ; 详情 参见 例如 , [39], [250). 
2. 作为 Markov 过 程 的 布朗 运动 . 我 们 将 认为 给 定 概率 空间 (Q, 多 ,P)， 设 
= (Bi(w))izo 是 在 这 个 空间 上 给 定 的 布朗 运动 . 
@ 括 号 中 的 内 容 是 英文 版 加 入 的 . 一 一 译 者 注 
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记 F? —c(B,,s«t) 是 由 B, (s < t) 的 值 所 生成 的 事件 o ARK, 并 令 


Fe = N FF (3) 
st 
是 不 私 在 区 间 [0, 寻 ,并且 也 在 时 刻 c 的 “无 限 小 未 来 ” 所 观察 到 的 事件 o- 代 数 . 
注意 ， 不 同 于 (FP )e>0, 族 (Fto 具有 重要 的 右 连 续 性 : 


(| Fi =F. (4) 
s>t 
其 实 , 在 o- 代 数 .28 和 Zit 之 间 在 下 列 意义 下 没有 本 质 区 别 . 设 .Y = (A € 
F: P(A) = 0) 是 多 中 有 零 概率 的 事件 全 体 . 于 是 由 事件 AP 和 .Y 所 生成 的 o- 代 
数 FT UN) 重合 于 由 事件 F? 和 .Y 所 生成 的 o- 代 数 (99 UY): 


(FEON) = oF UN). (5) 


这 就 为 引进 新 的 -代数 族 (Fiizo, Fr = o( FP UN) = o( Ff UN), 提供 了 理 
由 , 它 显然 具有 这 样 的 性 质 : 每 个 o- 代 数 .多 都 以 零 概率 集合 来 完备 化 , 同时 都 有 右 
连续 性 : 多 = 人 多，( 关 于 相应 的 随机 基底 (0, 2, (9o, P), 我 们 说 , EME BIE 
条 件 ; 参见 以 后 的 第 3 21) 
T > 0, B(T) = (Bi(T;w))szo 是 由 布朗 运动 B = (Br(w))eso 按照 下 列 公式 得 
到 的 过 程 : 
B(T; w) = Byyr(w) — Br(w). 


在 §3a 的 第 2 点 中 , 已 经 注意 到 , 1) 过 程 B(T) 也 是 布朗 运动 , 并 且 不 难 指出 ， 
2) o- 代 数 FS. = o(B,, s < T) 和 F? (T) = o(B,(T), s > 0) 是 相互 独立 的 . (照例 , 先 
逐次 运用 “单调 ”类 方法 建立 对 应 柱状 集 的 代数 中 的 事件 的 独立 性 ; 参见 例如 , [439; 
第 IL 章 , 82].) 

正 是 这 两 个 事实 经 常 被 称 为 布朗 运动 的 Markov 性 质 (参见 比如 , [288; 第 II 章 ])， 
由 此 然后 引出 另外 的 形式 , 例如 , 下 列传 统 的 在 固定 “当前 ”时 , ‘未 来 ”与 “过 去 ” 
的 Markov 独立 性 质 : 如 果 f = f(x) 是 有 界 Borel HK, o(Br) 是 由 过 程 Bp 生成 的 
0- 代 数 , 那么 对 于 每 个 + > 0 (P-a.s.) 


E(f (Br+e)| FT) = E(f(Br+t)|o(Br)). (6) 


这 个 Markov 性 质 的 解析 形式 有 各 种 推广 . 例如, 取代 FL 可 考察 o- 代 数 Fr, 
而 取代 f(Bru) 可 考察 WE (Brat > 0) PG HZ eS. 详情 参见 例如 ，[123]， 
[126]. 

下 列 引 入 严格 Markov 性 质 的 推广 有 关 对 上 述 Markov 性 质 扩充 为 把 (确定 ) 时 
刻 工 取代 为 随机 Markov 时 刻 7 = r(w). 
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出 于 这 一 目的 , 假定 7 = r(w) 是 有 限 Markov 时 刻 (关于 流 (Fedeso). 
类 似 于 过 程 BT), 我 们 引入 过 程 B(7) = (Bi (+(e); )) 10, & 
Bi(r(w); w) = Bis) — Bs»). (7) 


根据 严格 Markov 性 质 的 最 简单 的 版 本 , 过 程 B(r) 也 是 布朗 运动 , 并 且 o- 代 数 F, 
(参见 第 二 章 gir 的 定义 2) 和 S (r) = o( S (7) UY) 独立 ; 参见 例如 , [123], [126], 
[288]. 

解析 性 质 (6) 允许 有 下 列 完全 自然 的 推广 : 


E(f(Brwy+e(w))| Fr) = E(f(Br(w) 44) |o(Br)) (P-a.s.). (8) 


(关于 这 一 性 质 的 “ 泛 函 ”推广 , 参见 例如 上 面 提 到 的 书 [123], [126], (288].) 


3. 布朗 运动 和 平方 可 积 著 . 直接 由 布朗 运动 B= (Bepo 的 定义 得 到 下 列 性 质 
满足 : 对 于 t > 0， 


B, 为 多 -可 测 ， (9) 
E|B,| < oo, (10) 
E(B, | 多 。) = B, XIT s < t (P-a.s.) 成 立 . (11) 


这 三 个 性 质 恰 好 就 是 过 程 B = (Bi)izo RF o- 代 数 流 (Fe) 和 概率 测度 P 为 款 的 定 
X. (比较 第 二 章 8le 中 的 定义 2.) 
又 , 由 于 
E(B? — B2| F.) =t—s, (12) 


故 过 程 (B? — thpo thE. 

现在 假定 B = (Bepo 是 某 个 满足 性 质 (9)-(12) 的 过 程 . 尤其 引 人 注 目的 是 , 在 
实质 上 , 这 些 性 质 唯一 确定 了 这 一 过 程 的 概率 结构 . 

也 就 是 说 , 我 们 将 假定 (Q, F, (Fi )ez0,P) 是 某 个 有 o- 代 数 (Ft)tzo 的 渗透 概率 
空间 , 并 满足 常设 条 件 [250; 第 T E, 81]: 右 连续 和 按 测度 P 完备 . (HERE, 这 里 的 .多 
是 o- 代 数 , 它 完全 没有 必要 重合 于 前 面 引入 的 o- 代 数 o( E UN.) 

每 个 满足 性 质 (9)-(11) 的 过 程 B = (Bi):zo BRA. 为 了 强调 关于 流 (io 
的 可 测 性 和 测度 P, 对 于 B 经 常 也 运用 记号 B = (Be Fe) 或 B= (Bi Fe, P). (比较 
第 二 章 gie 中 对 于 离散 时 间 情 形 的 定义 .) 

定理 (Lévy, [298])， 设 B = (Bi, Fiho 是 给 定 在 某 个 渗透 概率 空间 (O,F, 
(Felpa: P) 上 的 连续 平方 可 积 拷 , 设 性 质 (12) 满足 , BP (B2 — t Flinn DAR. 

那么 B= (Bi)tz0 是 标准 布朗 运动 . 


证 明 人 参见 后 面 的 $5c. 
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4. Wald 恒等式 . 对 于 一 致 可 积 蒜 的 收敛 和 停 时 定理 . 对 于 布朗 运动 ， 
EB, — 0, EB =t. 


在 许多 随机 分 析 问题 中 , 有 必要 对 (关于 流 (多 )t>o 的 ) Markov 时 刻 7 RH EB, 和 
EB?, 
下 列 关 系 式 是 Wald 恒等式 对 于 B = (Bi, Fejzo 的 推广 版 本 : 
EVT < œ — EB, = 0, 
Er < oo => EB? = Er. 
Xr 是 有 界 Markov 时 刻 (P(r € c) = 1 对 于 某 个 常数 c > 0 成 立 ) 的 特殊 情形 
F, 等 式 EB; = 0 和 EB? = Er 直接 由 下 列 结果 得 出 . 
定理 (J. L. Doob, [109]). 设 X = (Xe, Fejzo A-A TARR (FF, 当 N — oo 时 ， 
sup E(|XilI(Xi| > N)) 一 0). 那么 
1) 存在 这 样 的 可 积 随机 变量 Xo, 当 上 一 co 时 ， 
Xi > Xæ (P-a.s.), 
E|X, — X.| 一 0， 
LITEA t > 0, 
E( Xoo | Fr) = X, (P-a.s.); 
2) 对 于 任何 Markov B] Zl] o 和 r, 
Xino = E(Xo |F)  (P-a.s.), 
其 中 Tg = min(7,o). 
(比较 第 四 章 §3a 中 的 对 于 离散 时 间 情 形 下 的 关于 收敛 和 停 时 的 Doob EE.) 


5. 随机 指数 . 在 第 二 章 81a 中 曾 给 出 对 于 A = (Aoo 的 随机 指数 6(H), 的 
定义 ; 这 是 一 个 半 鞭 ， 
应 用 于 A, = AB: 的 情形 , 随机 指数 COB). 由 下 列 等 式 来 定义 : 


EC(AB), = OB Ft, (13) 
由 Ito 公式 (83d) 直接 得 到 , X, = COB). 满足 随机 微分 方程 
dX, = AX,dBi, (14) 


其 中 初 值 条 件 为 Xo = 1. 
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如 果 上 有 分 布 N (0,1), 那么 


EeN- Y =1. 
由 这 个 性 质 和 布朗 运动 的 自 相 似 性 (Law(AB,) = Law( 和 VtB1)) 导出 
Eexp bs — x 一 Eexp A8. 一 av) 


2 
= Eexp {VOB — awen =1. 
类 似 方式 可 指出 , 对 于 所 有 s <t, 
E(&(AB),| Fs) = E(AB)s (P-as). - (15) 


换 句 话说 , 随机 指数 (AB) = (F(AB)t)iz0 FER. 


6. 布朗 运动 的 构造 . 设 © = (ss)jk>o 是 高 斯 白 噪 声 , 即 独立 正 态 分 布 (2 (0, 1)) 
随机 变量 序列 . 我 们 将 以 Hy = Helt), k z 0, 表示 定义 在 时 间 区 间 [0,1] 上 的 Haar 函 
数 (参见 例如 , [439; 第 II 章 , $11]), 并 设 


Sk(t) = [ Hy(s)ds 


是 Schauder 函数 . 


4 


pi? 一 5 Ek Sy (t). 
k=0 


由 P. Lévy [298] 和 Z. Ciesielski [76] 的 结果 得 到 , 随机 函数 (B see (P-a.s.) (J£ 
t) 一 致 收敛 , 而 其 连续 极限 是 标准 布朗 运动 . 

布衣 运动 更 早 的 构造 是 1934 Æ R. Paley 和 N. Wiener [374] 以 (一致 收敛 的 ) 级 
数 的 形式 表示 来 给 出 的 : 


oo 2^—] . 
n, -X( Y amt). 


n=} \k=27-1 





7. 轨 线 的 局 部 性 质 . 下 列 结果 众所周知 , 它们 的 证 明 包 含 在 许多 专著 和 教科 书 
中 (参见 例如 , [124], [245], [266], [470]). 
布朗 轨 线 以 概率 1 


a) 对 于 任何 y < 3 满足 Holder 条 件 


|B; — Bs| < ejt — s|”; 
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b) 不 满足 Lipschitz 条 件 , 因而 在 每 个 点 t > 0 上 不 可 微 ; 
c) 在 任何 区 间 (a, b) 上 有 无 界 变 差 : AS |dB,| = OQ. 

8. 布朗 运动 轨 线 的 零 . 设 (B,(w))t>o 是 布朗 运动 的 某 条 对 应 基本 结局 w < 2 

的 轨 线 , 以 及 
Nw) = (0 < t < oo: B(w) = 0} 

下 烈性 质 成 立 ([124], [245], [266], [470]): P-a.s. 
a) Lebesgue 测度 A(N(w)) = 0; 
b) 点 上 = 0 是 零 的 聚 点 ; 
c) Æ (0,ce) 上 没有 孤立 零 , 因而 , 集合 Nw) 在 其 中 稠密 ; 
d) 集合 Nw) 闭 而 无 界 . 

9. 零点 上 的 性 态 . 局 部 迭代 对 数 定律 断言 , (P-a.s.) 

| 如 :| 


lim ————— 
#10 ,/2é In | Int| 


把 这 个 性 质 应 用 于 布朗 运动 (Bou 一 Bi)nzo, 导出 (P-a.s.) 对 于 任何 上 > 0, 


im [Bern — Bel _ 
Alo Vh 


由 此 特别 得 到 , 正如 上 面 已 经 注意 到 , 布朗 轨 线 不 满足 Lipschitz 条 件 . 


10. 连续 模 是 用 来 刻画 函数 、 轨 线 等 等 的 振荡 的 直观 度量 . 对 于 布朗 运动 轨 线 
的 连续 模 的 P. Lévy [298] 的 著名 结果 断言 , 以 概率 1 有 


max |B: — B,| 
7 OS s<t<l1l,t—sgh u 


RIO —— V2hln(I/R) ~ 


11. t 一 oo 时 的 性 态 . 以 概率 一 有 


, 


1. 





779 t— oo 
(强大 数 定律 ). 
尤其 是 ， B 
t 
Tui^ t— oo (P-a.s.), 
但 
Jim H = 00 (P-a.s.) 
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当 上 一 oo Bd Be LZR PEAS AA APE h FIERA ERE: 
im dA 
tloo 4/2t1n | In t| 
12. 平方 变 差 . 尽管 布朗 运动 的 轨 线 (P-a.s.) ADAGE, fiat) |dBs| = oo, 然 
而 , 在 一 定 的 意义 下 , 可 以 断定 , fea |2Bs|? = b — a. 
相应 的 断言 在 随机 分 析 的 许 允 问题 中 都 起 着 关键 的 作用 (例如 , 在 证 明 It6 公式 
时 ; §3d), 其 陈述 如 下 . 
TO = (P, (0?) 是 区 间 [a,b] 的 分 割 , B. 


=1 (P-a.s.). (16) 


a=t xxi. 


设 
IT) = sup E, tl. (17) 
OSk<kn 
于 是 
a) 如 果 当 n — oo 时 , (T 一 0, BA 
k4,—1 2 
P 
D Bm — Bm] >b- a; (18) 
k=0 ert * 





b) 如果 5 TOJ] < oo, 那么 在 (18) 中 的 收敛 性 以 概率 1 成 立 ; 
n=1 
c) 如 果 BO) 和 BO 是 两 个 独立 的 布朗 运动 , 且 当 nn 一 oo BY, ||T™ 一 0, BBA 


kn—1 
5 (s, - 8.) (B® - 82.) 20. (19) 
d "ke k+1 k 


k=0 
作为 一 种 记号 形式 , 断言 (18) 和 (19) 经 常 记 为 下 列 形式 : 
(dB? =dt, | aB? ag? =o. (20) 
13. 水 平 的 到 达 时 刻 , a) 设 a > 0, T, = inf(t 2 0: B, =a}. 显然 
P(T, « t) - P (spz. > a), (21) 
并 且 借 助 于 D. André 反射 原理 , 我 们 求 得 
P(T, < t) = 2P(B, > a). (22) 


(参见 例如 , (124), [266], [439].) 
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由 于 
P(B, 2 a) m e i dz, (23) 
故 
P(Ta <t)= [ JU 3s ds, (24) 


因而 , 密度 pu (t) = PE <9 n ERIS: 


a2 


Palt) = Jun (25) 
此 顺便 导出 , PUT, < oo) = 1, ET, = oo 以 及 Laplace 变换 


Ee Ala ~ g-av2 (26) 


有 益 的 是 要 注意 到 , HE T = (Za)jo>o 是 (由 于 布朗 运动 的 严格 Markov 性 质 ) 
有 平稳 独立 增 量 的 过 程 . 尤其 是 , 这 个 过 程 是 有 参数 a = 1, Law(T,) = Law(a?Ti) 
的 稳定 过 程 . 比较 Slc 中 的 第 4 点 . 

b) 设 a>0 和 Sa = inf{t > 0: |B: = a}. 我 们 指出 , ES, = a? 以 及 Laplace AE 
换 


Ee *Se — dia XGA (27) 


由 Wald 恒等式 , 对 于 每 个 上 > 0, EBs. nt = E(SS At), 而 这 就 是 说 , E(S, At) < a?. 
因此 , 根据 单调 收敛 定理 , ES, = lim E(S At) < a?. (由 此 自然 得 到 5。 < co 以 概率 
1 成 立 .) 然而 , 既然 ES。< oo, 故 再 次 根据 Wald 恒等式 , EB3 = ES. 考虑 到 等 式 
Bà, =a, 由 此 求 得 ES, = a?. 

为 证 明 (27), 我 们 考察 款 XO = (Xins,, Fe), 


Xirs, = exp Dos. - Y ^ s,)} . (28) 
由 于 |Bins,| < a, 这 个 款 是 一 致 可 积 的 , 并 且 根 据 第 4 点 的 Doob 定理 ， 
EXiAs =1. (29) 
根据 控制 收敛 定理 , 在 这 个 等 式 中 可 求 得 上 一 oo 时 的 极限 , 并 得 到 关系 式 
EXs, — 1, 
即 


和 2 
E exp pss. 一 3j =1. (30) 
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由 于 P(S。 < oo) = 1, 并 且 考 虑 到 对 称 性 , P(Bs, = a) = P(Bs, = —a) = 1, 故 由 
(30) 得 到 所 要 求 的 等 式 (27). 

c) Bt Tap = inf(t: Be a4 bt), a » 0. 如 果 b<0, 那 么 PTao < co)=1 且 令 
9 = b+ V 枫 十 3X, 由 过 程 (008 8) — 的 园 性 得 到 Laplace 变换 


Ee M^ — exp {—alb + Vb + 2 } . (31) 
由 这 个 公式 或 者 直接 由 Wald 恒等式 0 =EBr,, (= a+ bET, e) 求 得 
ET,, = -5 


(借助 于 公式 (27) 后 面 所 叙述 的 方法 , 可 证 ET,» < oo 
如 果 b> 0, AZRE (r-T) (0 = 2b), 我 们 求 得 

exp (ns. 一 ag < exp {200+ bt) 一 or « e, 

而 这 就 是 说 , 这 个 蒜 是 一 致 可 积 的 . 因此 ， 
l= Eexp {0B7., 一 Z no 

= Eemp{9Bn， 一 Z we} (Tab < oo) = P(Ta p < oo)e 2ab 

从 而 , Æ a> 0,5>0 (或 者 a < 0,5< 0) 的 情形 下 ， 
P(T, b < oo) = e722, (32) 


14. 最 大 值 不 等 式 . 设 B = (Bi)s>o 是 布朗 运动 . 于 是 对 于 和 > 0, p> 1 和 有 限 
Markov 时 刻 T, 





E|Bzr|2 
P (min > a) «T (33) 
在 p> 1 的 情形 下 ， 
p p 
p p p 
ElBrl? < Emax| Bil" < (5) EIB; f. (34) 


特别 是 , 当 p= 2 时 ， 





EB2. 
P max Bel >A) <P (35) 
2 2 
Emax B; < 4EB7. (36) 


不 等 式 (33) 和 (35) BA “Kolmogorov-Doob 不 等 式 "， 而 不 等 式 (34), (36) 称 为 
“Doob 不 等 式 ”. 参见 例如 , [109], [110], [124], [303], [304], [402]. 





- 228 - 第 三 章 随机 模型 . 连续 时 间 





由 (36) 得 到 ， 
E max | Bel < 24/ EBZ.. 
如 果 ET < oo, 那么 EB? = ET, 因而 ， 
E max |By| < 2VET. 
正如 [116] 中 所 指出 , 不 等 式 (38) 可 细 化 : 其 实 ， 
Emax|B,| < V2VET， 
这 时 , 常数 V2 是 最 优 的 . 
由 (39) 得 到 , SIFT = 1, 
E max | B; < v2. 
当然 , 有 意义 的 是 求 出 E max B. 的 精确 值 . 
下 列 讨论 指出 ， 


T 
E max [Bul Var 


由 布朗 运动 的 自 相 似 性 (S1 = inf(t > 0: |B = 1]: 


{sup iB < z} = {sep [Bi| < i} = {sup Bio < 1} 
Ps 


1 1 
B,|<1$=4(S,2 =$=%—— <x}. 
-f s Bai} = (52 5} = C <2] 


ORE, Law (s18) - s) 
X, 由 于 由 正 态 积分 的 性 质 得 到 , 对 于 每 个 o > 0, 


__z2 
Er e 2e? dz, 
T Jo 





BUR o = 由 (27) 求 得 


1 
JS) 
E max | By| = Ee =. Ec ^? dx = Cre 

RT wr a 
= 2 2aregz| = YA. 了 = /5 


这 就 证 明了 所 要 求 的 公式 (41). 





(37) 


(38) 


(39) 


(41) 
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$3c. 关于 布朗 运动 的 随机 积 
1. 在 经 典 分 析 中 有 各 种 途径 来 通 向 “积分 运算 ?”, 它们 一 般 来 说 导致 不 同 的 概 
念 , 诸如 Riemann 积分 、Lebesgue 积分 、Riemann-Stieljes 积分 Lebesgue-Stieljes 积 
分 、Denjoy 积分 等 等 . (参见 A. N. Kolmogorov 在 书 [277] 中 的 论文 “积分 概念 的 研 
究 ”.) 
在 随机 分 析 中 , 也 考察 各 种 途径 来 对 随机 函数 关于 随机 过 程 、 随 机 测度 等 等 进 
行 积 分 , 它们 也 导致 “随机 积分 ”的 不 同 构造 . 
看 来 , N. Wiener ( 维 纳 ) 是 首先 给 出 对 于 确定 的 光滑 函数 f = f(s) (s > 0) 的 随 
机 积分 
1(f)= f(s)dB, (1) 


(0,t] 
的 定义 的 , 他 利用 了 “分 部 积分 法 ”的 观念 . (参见 [375] 和 [476].) 
正 是 从 公式 d(fB) = fdB+ Bdf 的 “自然 性 ”出 发 , 按 定义 , > 


L(f) = f(B.— f f'(s)Bads, (2) 


其 中 积分 fo f(s) Beds 理解 为 按照 轨 线 (BI, 对 于 每 个 w € 2) 对 连续 函数 f'(s) Bo (w) 
(s > 0) 作 Riemann 积分 . 


2. 1944 年 , K. Itó (FARE) [244] 对 “随机 积分 ”概念 的 推广 跨 出 了 本 质 性 的 一 
Jb, 竟 定 了 现代 随机 分 析 的 基础 , 从 而 成 为 随机 过 程 研 究 的 强 有 力 的 有 效 手 段 之 一 . 

K. Ito 的 构造 如 下 . 

WE (Q, F, (Fiho, P) 是 满足 常设 条 件 的 渗透 概率 空间 (参见 83b 中 的 第 2 点 ， 
详情 参见 例如 , [250]). 设 B = (Bi, Fejzo 是 标准 布朗 运动 , f = (f(t,w))zzowen 是 
d (t,w) 可 测 而 非 预 见 (不 依赖 于 “未 来 ”) 的 随机 函数 , 即 对 于 每 个 +> 0， 


f(t,w) 为 Fe- PJW. 


这 样 的 函数 f = f(t,w) 也 称 为 (与 o- 代 数 族 (多 )t>o) 协调 的 或 者 适应 的 @. 
基本 函数 


f(t,w) = Y (wto) (3) 
是 这 种 函数 的 一 个 例子 , 其 中 Y(w) 是 Fo- AWENE. 
函数 (也 称 为 基本 函数 ) 
f(t,w) = Y (w) Lr] (t) (4) 





@ 较 通用 的 术语 是 “适应 的 (adapted)". 正如 我 们 以 前 提 到 过 , 本 书 作者 似乎 不 太 愿 用 “适应 的 ” 
这 一 术语 . 我 们 尊重 作者 的 习惯 . 但 请 读者 注意 , 本 书 中 的 “随机 序列 ”就 是 “适应 序列 "; «ERU 
函数 ” 或 “协调 函数 ”就 是 “适应 函数 ”. 一 一 译 者 注 
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是 另 一 个 例子 , 其 中 0 <r < s, 而 随机 变量 Y(w) 为 多- 可 测 . 
对 于 型 为 (3) 的 (关于 时 间 )“ 坐 ” Zed t = 0 上 的 函数 , 随机 积分 


L(f) = / NIS 


的 “自然 定义 的 ” 值 为 零 . 对 于 型 为 (4) 的 LCD) 的 “自然 ” 值 为 值 Y(w)[Bsns Brad]. 
如 果 有 简单 函数 f = f(t,w) 定义 为 基本 函数 的 线性 组 合 


Jo) = Yolw) (oy (E) + 3 Y 1o. sO) (5) 

那么 , 按照 定义 ， 
I = J dB, = Yi Baint 一 Dr nt): 6 
(f) [ ,, 648. = Y 0X ) (6) 


注 RINRI, 在 定义 这 样 的 基本 函数 的 积分 时 ， 完 全 没有 必要 假定 B = 
(Bi)tzo 是 布朗 运动 . 作为 按照 它 导出 积分 的 过 程 可 以 对 任何 过 程 来 进行 . 然而 , 如 
果 力 求 所 定义 的 有 简单 性 质 的 “随机 积分 ”对 于 函数 f = f(t,w) 的 较 广 的 总 体 有 定 
义 , 而 不 仅 只 对 于 基本 函数 及 其 线性 组 合 (简单 函数 ) 有 定义 , 那么 把 它 指定 为 现在 
所 考察 的 布朗 运动 就 变 得 十 分 本 质 . 

以 后 我 们 规定 把 积分 (通常 的 或 随机 的 ) fr... 理解 为 按 集合 (0,0 的 积 
Seog. AF Yi) 为 Fn- RTI, 故 


E[Y;(w)(Br, Ai ~ B) = EE[Yi(w)(Br, Ac 一 Bs, at) | Fr] 
= E[Y;(o)E(CBr v 一 Bain) | F,,)| =0 


以 及 类 似 地 有 
E[Y;(0)(Br, a — Bs, AD = EY (ri At — s; ^t). 


由 此 得 到 , 如 果 f = f(t,w) 是 简单 函数 , 那么 


Ef F(s,w)dB, = 0 (7) 
以 及 , ， , 
E([ owas.) =E [ rss (8) 
或 者 ,以 更 紧凑 的 形式 记 为 
ERC) =0, (T) 


E12(f) - E f f?(s,w)ds. (8^) 
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3. 现在 我 们 来 描述 其 上 可 推广 “随机 积分 ”概念 的 f — f(t,w) 的 函数 类 , 这 里 
要 求 保持 诸如 (7) 和 (8) 类 型 的 “自然 ”性 质 . 

我 们 将 假定 , 所 有 考察 的 函数 f = f(t,w) 在 R x 0 ERE, 并 里 非 预见 . 

如 果 对 于 每 个 上 > 0, 


P (f f*(s,u)ds < co =1, (9) 


那么 我 们 将 说 , f 属于 类 J. 
同样 , 如 果 对 于 所 有 t > 0, 


ef f?(s,w)ds < oo, (10) 


那么 我 们 将 说 , f 属于 类 Jo. 

正 是 对 于 这 两 个 函数 类 , K. tô 在 [244] 中 给 出 基于 下 列 设想 的 随机 积分 Lf) 
的 “自然 ” 定义 . 

由 于 布朗 运动 的 轨 线 (P-a.s.) 有 无 界 变 差 (参见 83b 中 的 第 7 点 )， 故 积分 
Lf) = i f(s,w)dB。 不 能 理解 为 按 轨 线 的 Lebesgue-Stieljes 积分 ，K. Itó 的 思路 
在 于 把 这 种 积分 定义 为 允 近 原来 的 函数 了 的 简单 函数 fn (n > 1) 的 积分 (fn) 的 
(在 适当 的 概率 意义 下 的 ) 极限 . 

原来 (参见 [244], 而 详情 参见 例如 , [303; 第 4 章 ]), 如 果 f € Jo, 那么 可 求 得 简 
单 函 数 序 列 fn = fn(t,w), SETOSCT BET t > 0, 


E f tf. = fale) Pas 0. (11) 
从 而 , 如 果 S € Jo, 那么 当 myn > oo 时 ， 
E [Usi ~ fns, lds > 0. (12) 
由 (8), 下 列 等 距 性 质 满足 
Elle fa) = Gs = E f Luo) ~ false) Ps, (13) 
ES (12) 一 起 指出 , 随机 变量 序列 (fa) non 是 均 方 收敛 意义 下 ( 即 在 L2 中 ) 的 
em L? 中 的 Cauchy 收敛 判别 准则 (参见 例如 , [439; 第 TT BE, 810]) 得 出 , f£ 
在 L 中 的 随机 变量 , 记 作 (f), 使 得 
If) = Lim. (f), 
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Bp, 
ERCE) - k(f4)? +0, — n oo. 

对 于 这 样 得 到 的 极限 LC), 容易 指出 , 它 不 依赖 于 通 近 序列 (fajna 的 选择 ; 对 它 
也 运用 记号 f!f(sv)dB,, 并 称 它 为 ( 非 预见 ) 函数 f = f(s,w) 关于 布朗 运动 B = 
(Bs)s>0 在 时 间 区 间 (0, 2] 上 的 随机 积分 . 

我 们 叙述 这 样 定义 的 对 于 f € Jo 的 积分 L) (t > 0) 的 性 质 , 其 详情 例如 可 在 
[123], [250], [288], [303] 中 找到 . 

(a) 如 果 f,g € Jo, MAM FHA a 和 有 


Ii(af + bg) = al(f) + bl:(9). 


(b) 可 以 以 协调 的 方式 选择 这 样 的 随机 变量 的 样本 到 (六 ,+ > 0, 使 得 有 10(f) = 0 
的 过 程 1(f) = (I( 了 ))izo 将 是 连续 随机 过 程 (以 后 总 是 考察 这 样 的 修正 ); 这 时 ， 


If) = b Tos) s St. (14) 
(c) 如 果 r = r(w) 是 满足 7(w) « T AY Markov 时 刻 , 那么 
Hf) 一 Ir(fl(o,4), (15) 


其 中 按照 定义 , LS) = Lo). 
(d) 过 程 (F) = (lh (f))iso 是 平方 可 积 款 , HE 


Lf) 为 多 -可 测 ， 二 > 0; 
E(f)«oo t»0; 
E(R(f) | Fs) = If). 


这 时 ， 如 果 Hn) € J2, 那么 
EL(f)l(g) =E n f(s,w)9(s,w)ds. (16) 


ik 2. 类 似 于 我 们 在 离散 时 间 人 情形 下 所 使 用 的 记号 (参见 第 二 章 gic 中 的 定义 
7), 对 于 LCS) 也 经 常 使 用 记号 (f . B):, 比较 1250; 第 工 章 , 84d]. 

现在 我 们 转向 对 于 J, 类 的 函数 的 随机 积分 Ln(f) 的 定义 , 其 细节 可 在 [303; 第 
4 章 , 84] 中 找到 . 

wren, MP (fo f2(s,w)ds < oo) = 1, t > 0. 于 是 存在 函数 列 /om € Jh, 
m > 1, 使 得 对 于 每 个 t > 0, 


[rew — f (s, uds ^ 0 
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(记号 “一 ”意味 着 按 概率 收敛). 
由 于 对 于 se > 0, 6 > 0， 


PI) > 6) 
< 5 +P (fume — f(s,w))?ds > e) , 
故 , 先 令 m,n 一 oo, 然后 再 令 e | 0, 我 们 求 得 , 对 于 每 个 5 > 0, 
„im PLL GU?) — L(F™)| > 8) = 0. 
从 而 , 序列 LG), m > 1, 是 按 概率 的 基本 列 ,而 根据 按 概率 收敛 的 Cauchy 判别 
准则 (439; 第 II 章 , 810], 这 就 是 说 , 存在 随机 变量 , 记 为 LP), 使 得 
nQO 5 nf) mo. 
E Lf) VERS (FB) Son f(s,w)dBs 或 者 foy f(s,w)dB,, 它 称 为 函数 f 在 
区 间 (0, t] 上 的 随机 积分 . 
我 们 注意 到 对 于 函数 f£ e 7, 的 随机 积分 L) (t > 0) 的 一 系列 性 质 . 
可 以 指出 , 再 次 可 以 以 协调 的 方式 对 不 同 的 上 > 0 定义 随机 积分 h), 使 得 
I(f) = lhoo 将 有 (P-a.s.) 连续 轨 线 . 
上 面 对 于 函数 f © Jo 所 注意 到 的 性 质 (a), (b), (c) 也 对 于 7, 类 的 函数 f 成 立 . 
然而 , 性 质 (d) 一 般 来 说 已 经 不 成 立 , 这 里 把 它 改 变 如 下 : 
(d^) 对 于 f € A, HE I(f) = (hpo 是 局 部 款 , BI, 存在 停 时 序列 (7,);>1， 
使 得 m T 00, n — oo, 并 且 对 于 每 个 ”> 1, “停止 ”过 程 
D(F) = Learn G))20 
是 著 . (比较 第 IT 章 §1c 中 的 定义 4.) 


4. | B= (Bi):zo 是 给 定 在 概率 空间 (NQ, F,P) 上 的 布朗 运动 , (多 )s>o 是 这 个 
过 程 所 生成 的 -代数 族 (参见 § 3b 中 的 第 2 点 ; 为 了 直观 , 我 们 将 也 把 9. 表示 为 
FZP, t20). 

下 列 基于 随机 积分 概念 的 定理 描述 了 布朗 泛 函 的 结构 . 

定理 1. ik X = X(w) 是 多 7- 可 测 随机 变量 . 

1. 如 果 EX? < oo, 那么 可 求 得 随机 过 程 f = (fiw), FP cr 使 得 


Ef Jélw)dt < oo (17) 
VAR (P-a.s.) 
T 
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2. 如 果 EX| < oo, 那么 表示 式 (18) FEMER f = (所 (ww), FB)<r RA, 使 得 


T 
P (/ f2(w)dt < x) =1. (19) 


3. 3 X =X(w) 是 正 随机 变量 序列 (P(X > 0) = 1), 并 且 EX < oo. 那么 可 求 
f P ( T gw) dt < 00) 二 1 的 过 程 p = (y,(w), FP) cr, RE (P-as.) 


X = EX .exp {/ pi(w) dB 一 ;/ sow]. (20) 


由 这 条 定理 导出 下 列 关 于 布朗 蒜 结构 的 结果 . 
定理 2. 1 4E M = (Mi 多 Bjicr 是 平方 可 积 蒜 、 那 么 可 求 得 满足 性 质 (17) 的 
RH f= (ft), FP hsr, 使 得 


M, = Mo + 了 f«(w)dB,. (21) 
0 


2. i£ M = (Mi, Z Per 是 局 部 款 ,那么 表示 式 (21) 对 某 个 服从 条 件 (19) 的 过 
42 f =(ftlw), FP her RÈ. 

3. 设 M = (M, FP er REMARK, 那么 可 求 得 有 P (fT y?(w)dt < oo) =1 
的 过 程 p = (pilo), FP ier, 使 得 


M; = Moexp u es(w)dB, 一 2/ ees . 
这 些 定理 的 证 明基 本 上 属于 J. M. C. Clark, [77], 其 各 种 变种 由 OK. Ito (244]) 和 
J. Doob ([109], {110]) AH; 它们 可 在 许多 专著 中 找到 . 参见 例如 , [266], [303], [402]. 
$3d. Itó 过 程 和 Itó 公式 


1. 上 面 给 出 的 随机 积分 概念 对 于 定义 下 列 重要 的 连续 随机 过 程 类 起 着 关键 作 

用 . 

我 们 将 说 , 给 定 在 带 流 (so 的 满足 常设 条 件 (参见 83b 中 的 第 3 点 ) 的 渗透 

概率 空间 (N, F, (Fejzo, P) 上 的 随机 过 程 X = (Xt)t>0, 为 16 过 程 , 是 指 存在 两 个 
非 预见 过 程 a = (a(t,w))zzo fH b = (b(t,o))io, 满足 下 列 条 件 : 


P(/ lasos < oo) =1, 上 > 0， (1) 


e ([ sanas < œ) =1,  t>0, (2) 





3， 基 于 布朗 运动 的 模型 - 235- 





t t 
X, = Xo «f a(s, w)ds +f b(s,w)dBs, (3) 
0 0 


其 中 B= (Bi Fiho 是 布朗 运动 , 而 Xo 为 9- 可 测 随机 变量 . 
为 了 简明 起 见 , (3) 的 积分 记 法 经 常 被 取代 为 (形式 的 ) 微分 记 法 : 


dX, = a(t,w)dt + b(t,w)dB,, (4) 


这 时 , 我 们 说 Ito 过 程 X = (Xi)iso 有 随机 微分 (4). 


2， 现 在 设 Pl a) 为 给 定 在 R, x RR 上 的 Ch 类 的 连续 函数 ， 即 有 连续 导数 
OF OF OF 的 函数 , X = (Xi)>o 是 有 微分 (4) 的 过 程 
正如 K. Iô 所 确立 的 , 在 这 些 假定 下 , 过 程 F = (F(t, Xi) ego 也 有 随机 微分 
8t 8x 32 


F F 1 OF OF 
dF (t, Xt) = E 十 alt, w)? Peo] dt + a. t. w)d B,. (5) 


说 得 更 严格 一 些 , 关于 每 个 1 > 0, 对 于 F, X) FRG 公式 (变量 替换 公式 ) 


t [9p OF 1d, OF 
F(t, Xz) = F(0, Xo) d E 十 a(s,w) 3 + 3° (s, w) o ds 


‘OF 
+ f S o(s w)dBs. (6) 


(证 明 可 在 许多 地 方 找到 ; 参见 例如 , [123], [250; 第 I BE, 84e], [303; 第 4 B, 83].) 

3. 我 们 也 引入 公式 (6) 的 多 维 推广 . 

我 们 将 假定 , B = (Bi , B4) 是 有 独立 (一 维 ) 布朗 分 量 Bi = (Bi):>o (i = 
hee ,d) 的 Q- 维 布朗 运动 . 

我 们 说 , 有 Xi = (XP iso 的 过 程 X = (X',-.., X4) 是 d- 维 116 过 程 , 是 指 可 求 得 
有 非 预见 分 量 à = a(t, w) 的 向 量 a = (a!,--- ,as) 和 有 非 预 见 分 量 的 bY = bU (tu) 
的 dx d WERE b = |lb* ||, XF t > 0 满足 条 件 


P (f lai(s,u)lds < x =1, 


P ([ oas < x) =1, 
0 
GMT i=1,---,4, 有 


d 
dX} = a(t, w)dt + M b (t,w)d Bi, (7) 


j=l 
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或 者 以 向 量 形式 记 为 
dX, = a(t,w)dt + b(t,w)dB:, 


其 中 向 量 a(t,w) = (a! (t), - ,a%(t,w)), Bi = (B},… BE) 都 看 作 列 向 量 . 


现在 设 Fler, a 是 有 连续 导数 OF OF OT ij = 1,.… a) 的 连 


Ot’ Ox; Or; jj 
£x RZ. 
于 是 下 列 16 公式 的 d- 维 变 体 成 立 : 


F(t,X},--- , X2) = F(0, X4, > a) 
d dy „i 
SA xe) tax --- , X Ja (s, c) 


d 
+5 2. i Oz; (s, Xe E ^ 
j=l k=1 
d 
Mx 


+f (s, X1, --- , XT) (s, u)dB3. (8) 
对 于 连续 过 程 Xi = (Xi);>0, 引入 记号 (X5, X7) = ((X*, X2)))iso, HS 
d t 
(X*, XI), = Df b'* (s, w)b)*(s,w)ds. 
k=1 79 
于 是 公式 (8) 可 记 为 下 列 紧凑 形式 ; 
F(t, Xy) = F(0, soe Gs Xs) E a. X,)dXi 
利用 微分 它 可 记 为 下 列 形式 (F = F(tX)) 
i IŠ PF uy 
Feat ye ax + 3 2. Boson X X). (10) 


值得 注意 的 是 , 如 果 利用 Taylor 公式 , 形式 上 记 


OF 


dt 4 Y a dX Bade; 


—— — dXjdxXi, (11) 
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那么 当 约 定 
(dBi)? = dt, (12) 
dBidt = 0, (13) 
dBidBi =0, ij, (14) 


时 , 由 (11) 就 导出 表示 式 (10), 因为 


dXidX] = d(X*, X?,. (15) 


ik. 形式 表达 式 (15) 和 (14) 可 赋 以 完全 自然 的 含义 ; 这 只 要 把 它们 理解 为 上 
一 节 83b 中 的 (1) 和 (2) 的 极限 关系 式 的 约定 记 法 @. 类 似 地 也 可 这 样 解释 表达 式 
(13). 

多 维 情 形 下 的 tô 公式 的 证 明 参 见 例 如 , 专著 [250; 第 I BE, 84e]. 关于 这 个 公式 
对 函数 F g C1? 的 推广 , 参见 例如 , [166], [402]. 


4. 我 们 引入 某 些 基于 Tto 公式 应 用 的 例子 . 
i) 1. 设 F(x) =z2 fW X, = By. 那么 根据 (11), 形式 上 有 
dB? = 2B,dB, + (dB,) 


以 及 考虑 到 (12), 我 们 求 得 
dB? = 2B,dB, + dt, (16) 


或 者 写成 积分 形式 : ， 
B? = 2 | B,dB, +t. (17) 
0 


d(eP*) = eP* 4B, + Le”: (4B,)?, 


即 , 考虑 到 (11), 
d(eP*) = eP: (an. 十 sat) . (18) 


设 Pttz) = e*-3! UR X. = By. 那么 ,形式 上 ， 


1 1 
dF(t, Bi) = —5F B,)dt + F(t, By)dB, + 3F (5 B,)(d Bi). 





@ 原 版 和 英文 版 中 , 这 里 的 “(1) 和 (2)” 都 误 为 “(2) 和 (3). 尤其 是 英文 版 没有 注意 到 “(1) 和 
(2)” 本身 并 不 是 “极限 关系 式 ”. 其 实 这 里 更 好 的 说 明 是 sab 中 的 (18) 和 (19). 一 一 译 者 注 
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考虑 到 约定 (12), 我 们 看 到 


dF (t, By) = F(t, Be)dB. 


如 果 记 
&(B), = eP-t (19) 
为 随机 指数 (参见 第 二 章 81a 中 的 公式 (13)), 那么 我 们 看 到 , 它 有 随机 微分 


这 个 关系 式 可 看 作 随 机 微分 方程 (参见 83a, 以 及 后 面 的 83e), 其 解 由 公式 (19) 给 出 . 
例 3. 推广 上 一 例子 , 我 们 考察 过 程 


Z, = exp { n b(s,w)dB, — > n P (swash, (21) 
RB b = (b(tu))iso 是 非 预见 过 程 , H 


t 
e(f ¥(s,w)ds < oo) =1, t> 0. 
0 
如 果 令 | l 
Xi = f b(s,w)dB, — F) b?(s,w)ds 
0 2 Jo 


以 及 F(x) = e, ABA, 应 用 It6 公式 (5), 我 们 求 得 ， 所 谓 “Girsanov 指数 ”过 程 
Z = (Zi)tz0 有 随机 微分 
dZ, = Zeb(t, w)dB. (22) 


例 4. 设 X, = BURY, =t. 于 是 
d(B,t) = tdB, + Brdt, 
或 者 写成 积分 形式 : ， ， 
Bit = f sdBs + f Beds. (23) 
(比较 在 $3c 的 第 1 点 中 引入 的 随机 积分 fo sdB。 的 N. 维 纳 的 定义 .) 


例 5. it Flziza) = ziza WR X! = (Xio, X? = (X2)tzo 是 两 个 有 Ito fX 
分 的 过 程 . 于 是 , 形式 上 有 ， 


d(X}X?) = XidX? + XPdX} + dX}dX?. (24) 
特别 是 , 如 果 


dX} = a'(t,w)dt + b'(t,w)dB}, i—1,2, 
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d(X) X2) = X}dX?  X24xi. (25) 
dX} = a*(t,w)dt + V (t; w)dBe, i=1,2, 


d(X1X2) = X dX? + X7dX} +b (t, w)b? (t, w)dt. (26) 


fj 6. E X = (X',--., X?) 是 d- 维 1t6 过 程 , 其 分 量 Xi 有 随机 微分 (7). 
BV = V(x) 是 实 oen GR z = (zl ,Xa) 以 及 


d 
(LiV)(@,w) = > a'(t, ee 十 (> bF (t, w)b?* (£, ») Kaa S (27) 


i=1 ij=1 \k=1 


于 是 过 程 (Y(Xe))tzo 有 随机 微分 (用 矩阵 一 向 量 记 法 ): 


dV (Xy) = (LV (Xi, o)dt + ĈE (Xot, w)dBs, (28) 
其 中 
OV QXOU(t «dB, MM Fe (Xb (io). (29) 


例 7. WV = V(t,x) 是 在 [0, o) x Rd 上 的 有 连续 导数 OV oV PV 


Ot’ Ox,’ Ox,02; 
连续 函数 . 又 设 





t 
p= f C(s, w)ds, 
其 中 C = C(t,w) 是 非 预见 函数 , H 


e (fies <w) =1, t>0. 
0 
FRM (eV (t, Xi))i30 是 Itó WHE, 且 其 随机 微分 
d(e PV(t, Xi)) =e ?: EE Xi)+( LV Ke wo) Clt, w)V (t, x) dt 


+e Vt T (t, Xi)o(t, w)dB;. (30) 


50. jk 2. 设 X = (Xeo 为 有 下 列 随机 微分 的 扩散 Markov 过 程 : 


dX; 一 a(t, X4)dt 十 b(t, X,)dB, 
OU PAS “te 2? 只 有 英文 版 中 有 . 一 一 译 者 注 
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其 中 fF la(s, Xs)|ds < oo, f; b?(s, X.)ds < co (P-a.s.), 以 及 t> 0 (比较 83 中 的 公式 
(1) 和 §3e 中 的 (9)). 

如 果 Y, = F(t, Xe), 其 中 F-F(tz)ect? 以 及 5 oF > 0, 那么 了 = (Yi)tzo 也 
是 一 个 扩散 Markov 过 程 , 满足 


dY, = a(t, Y;)dt + B(t, Yı )d Bi, 
其 中 


a(t, y) = or x) + ÎE (tm)a(t, T) 十 LOF a, x)b?(t, x), (31) 


2 Ox? 
art) z) 


Pl y) = —2-— (tx), (32) 


以 及 t, xz 和 ?通过 等 式 y = F(t, c) 相 联系 . 

这 些 公 式 描 述 了 由 Markov 过 程 X 的 (局 部 ) 特征 a(t, x) 和 b(t, <) 到 Markov 
过 程 Y 的 (局 部 ) 特征 o(t, y) 和 G(t, y) 的 变换 , 它 是 A. N. Kolmogorov [280; §17] 
早 在 1931 年 就 提出 的 . 它们 是 Tto 公式 (5) 的 推论 . 这 就 自然 有 理由 把 (31) 和 (32) 
PRY Kolmogorov-Itó AR. 


$3e. 随机 微分 方程 


1. 在 有 随机 微分 
dX, = a(t,w)dt + B(t,w)dBy (1) 


的 Itó EX = (Xoo 中 , 起 重要 作用 的 是 这 样 的 It6 过 程 : 依赖 于 w 的 系数 
a(t,w) 和 p(t, w) 是 通过 Xw) 的 值 来 联系 的 : 


a(t,w) = alt, Xe(w), Blt,w) = b(t, Xe(w)), (2) 


EP a = a(t, x) M b= b(t, £) Æ R, x R ECETIA RZ. 
这 样 , 例如 , 称 为 几何 或 经 济 布朗 运动 的 过 程 (参见 83a) 


S, = Speer Ft, (3) 
(根据 It6 公式 ) 有 随机 微分 
dS; = aS,dt 十 oS,dB;. (4) 


容易 断定 , 再 次 借助 于 1t6 公式 , 过 程 
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有 微分 
dY; = (1+ aY;)dt + oY4d B,. (6) 
(过 程 Y = (Yi)«zo 在 布朗 运动 的 局 部 漂移 变化 的 最 速 检测 问题 中 起 着 重要 作用 ; 参 
见 [441].) 
如 果 


4 = S |Zo + (er -oo 人 Za af Z 学 | (7) 


其 中 cy 和 ca 是 常数 , 那么 再 次 借助 于 Ito 公式 , 可 以 验证 ， 
dZ: = (ei 十 aZ,)dt + (c2 + c Z4)d B,. (8) 


在 所 引入 的 例子 中 , 我 们 从 过 程 5 = (S), Y = (Y, Z = (Z) 的 “ 显 式 ”出 发 ， 
再 借助 于 Ité 公式 得 到 它们 的 随机 微分 (4), (6) 和 (8). 

然而 , 换 一 个 视角 , 也 可 把 (4), (6) 和 (8) 看 作 未 知 过 程 S = (S), Y = (%), 

= (Zz) 的 随机 微分 方程 ,并且 可 试图 指出 , 对 它们 所 求 出 的 解 (3), (5) 和 (7) (在 一 

定 意义 下 ) 是 这 些 方程 的 唯一 解 . 

当然 , 必须 给 出 “随机 微分 方程 ” 概念 自身 的 精确 含义 , 并 定义 什么 是 它 的 “ 解 ”， 
在 怎样 的 含义 下 来 理解 解 的 “ 唯 HE”. 

在 定义 后 面 考 察 的 所 有 这 些 概念 时 , 起 关键 作用 的 是 前 面 引 入 的 随机 积分 的 概 


2. 我 们 将 认为 给 定 有 常设 条 件 ($7a 第 2 点 ) 的 渗透 概率 空间 (随机 基底 ) 
(Q, F, (Z1)i5o, P), FFI B = (Bi, Fijizo 是 布朗 运动 . 
iX a-—a(t,z) 和 b= b(t, £) Æ Ry x R EBJRIIN RR. 


定义 1. 我 们 说 , 有 .0- 可 测 初 值 条 件 Xo 的 随机 微分 方程 
d X, 一 a(t, Xı)dt + b(t, Xi)dB: (9) 


有 连续 强 解 (或 者 简称 解 ) X = (Xi):z0, 是 指 对 于 每 个 1> 0, 


X, 为 多 -可 测 ， 
P (f la(s, Xs)lds < x =1, (10) 
P (f U (s, X,)ds < x) =1 (11) 


以 及 (P-a.s.) 
t t 
X, = Xo «f a(s, X,)ds + f b(s, X,)dB,. (12) 
0 0 
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定义 2. 两 个 连续 随机 过 程 X = (Xe)tzo MY = (Yi)izo 称 为 随机 无 区 别 , 是 指 
对 于 任何 上 > 0, 


P (sup |X, — Y,» o) = 0. (13). 
sst 


定义 3. 我 们 将 说 , ENE Ry x 肥 上 的 可 测 函 数 f= f(t, z) ( 按 相 变量 x) 满足 
局 部 Lipschitz 条 件 , 是 指 对 于 每 个 n > 1 可 求 得 常数 K(n), 使 得 对 于 所 有 t > 0 和 


|z| <n, [yl <n, 有 
a(t, x) — a(t, y)| + |b(t, x) ~ b(6y)| < K(n)|z — yl. (14) 


定理 1 (K. Itó [242], [243]; 也 参见 例如 , (123; 第 9 章 ], (288; 第 V 章 ], [303; 第 4 
章 |). RAK alt, x) 和 b(t, r) 满足 局 部 Lipschitz 条 件 和 线性 增长 条 件 : 


la(t, x)| + |b(t,z)| < K (1)lzl, (14^) 


并 设 初 值 条 件 Xo 为 Fo- TAM. 
那么 随机 微分 方程 (9) 有 且 仅 有 (精确 到 随机 无 区 别 ) 一 个 为 Markov 过 程 的 连 
续 解 X 一 (Xi, Fe) 


这 个 结果 在 各 个 方向 上 都 有 推广 : 减弱 局 部 Lipschitz 条 件 , 允许 系数 依赖 于 w 
(但 有 专门 特征 ), 考察 系数 a = alt, Xi) Mb = b(t, X) 依赖 于 “过 去 ”的 情形 (用 有 
点 含糊 的 记号 : a = a(t; X, s < t), b= blt; Xs,5 < t)). 

在 多 维 情形 下 也 有 推广 , 其 中 x = (X!,… X0) 为 向 量 过 程 , a = alt, e) 是 向 
E, b = b(t, r) 是 矩阵 以 及 B = (B!1,… , BY) 是 d- 维 布朗 运动 . 关于 这 方面 参见 例如 ， 
[123], [288], [303]. 

在 各 种 推广 中 , 我 们 只 引入 一 个 有 点 令 人 意外 的 A. K. Zvonkin [485] 的 结果 , 它 
ME, 为 使 随机 微分 方程 

dX, = a(t, X,)dt + dB, (15) 

存在 强 解 , 完全 不 必要 求 系数 a(t, z) 满足 局 部 Lipschitz 条 件 , 而 只 需 它 按 (t,x) 的 
可 测 性 和 一 致 有 界 性 . (这 个 结果 的 多 维 推广 是 A. Yu. Veretennikov [471] 得 到 的 .) 

这 样 一 来 , 例如 , 随机 微分 方程 


dX, = o(X4)dt + dBi, Xo 一 0, (16) 
即使 有 “ 坏 ” 系数 | 
1, x20, 


也 有 且 仅 有 唯一 的 强 解 . 
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然而 , 我 们 要 注意 , 如 果 取 代 (16) 来 考察 方程 
dX, = o(X,)dB,, Xo = 0, (18) 


其 中 oo 是 同样 的 函数 , 局 面 就 发 生 急剧 改变 , 因为 , 首先 , 存在 这 样 的 概率 空间 ， 
使 得 这 个 方程 显然 至 少 有 两 个 解 ; 其 次 , 在 某 个 概率 空间 上 , 这 个 方程 可 能 完全 没有 
任何 强 解 . 
为 了 指出 第 一 个 断言 成 立 , 我 们 在 有 维 纳 测度 的 连续 函数 w = (w) 的 空间 
上 考察 协调 定义 的 维 纳 过 程 W = (Wi)eso, 即 定义 为 Wi(w) = wi (t > 0) 的 过 程 . 
于 是 , 根据 Lévy 定理 (参见 83b 中 的 第 3 点 ), 定义 为 


B, = f o(W,)dW, 

的 过 程 B = (Bio 也 将 是 维 纳 过 程 (布朗 运动 ). 容易 看 出 ， 

f  c(W;)dB, = n o?(W.)dW, = Wi, 

0 0 
因为 o? (x) = 1. 
这 样 , 过 程 W = (Wi)izo (在 所 考察 的 概率 空间 上 ) 是 以 特殊 方式 选取 的 布朗 运 
动 B 的 方程 (18) 的 解 . 但 是 , 由 于 olr) = -o(z), 故 
f «cwoas, = f o(W,)dB, = Wa, 


Bl, 除了 W = (Wi)iso 以 外 ,过程 —W = (-Wi)izo 也 是 方程 (18) 的 解 . 
至 于 第 二 个 断言 , 则 对 方程 假定 (关于 由 布朗 运动 B 所 生成 的 o- 代 数 GEB), 





X,= f o(X,)qB, 
有 强 解 . 由 Lévy 定理 得 到 , 这 时 过 程 X = (X4, FP jepo 是 布朗 运动 . 
根据 Tanaka 公式 (参见 后 面 的 85c 以 及 比较 第 二 章 §1b 中 的 例子 ): 
ix, = n o(X,)dX, + L«(0), 
其 中 D 
L0) = lim z- f I(X,| < e)ds 


是 布朗 运动 X 在 区 间 [0, 上 零点 处 度 过 的 (Lévy) 局 部 时 间 . 
因此 , (P-a.s.) ， 
B, 一 f c(X,)dX; 一 [Xi| 一 £,(0), 
0 
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TIRE, FP C 多 |. 

EAER X 关于 流 FF = (FP )iso 为 适应 过 程 的 假定 给 出 包含 式 FX C 
£X 它 当 然 不 可 能 对 于 布朗 运动 X 成 立 . 所 有 这 些 表 明 , 在 先 验 给 定 的 有 给 定 布 
翩 运动 的 概率 空间 上 , 方程 的 解 可 能 不 存在 (在 M. Barlow 的 著作 [20] 中 指出 , 方 
程 (18) 可 能 在 o = o(z) > 0 是 连续 有 界 函 数 的 情形 下 没有 强 解 .) 


3. 我 们 察觉 , 所 求 得 的 方程 (18) 的 两 个 解 W 和 —W 其 实 有 同样 的 分 布 : 
Law(W,,s > 0) = Law(—W,, s > 0). 


这 一 状况 可 用 来 说 明 下 面 引 入 的 随机 微分 方程 的 弱 解 概念 的 合理 性 ; 这 种 弱 解 
概念 的 实质 如 下 列 定义 所 述 : 


定义 4. 设 u 是 在 实数 直线 R 的 Borel 集 上 的 某 个 概率 测度 . 

我 们 说 , 初 值 Xo 满足 Law(Xo) = u 的 随机 微分 方程 (9) A, 是 指 可 求 得 渗 
透 概 率 空 间 (0, F, (Fiho P), 可 求 得 其 上 的 布朗 运动 B = (Bi, Fi)iso 以 及 连续 随 
机 过 程 X= (Xt, Ft)ezo; 使 得 Law(Xo|P) = H, 且 对 于 每 个 t>0 (P-a.s.) 满足 等 式 
(12). 

重要 的 是 要 强调 , 不 同 于 强 解 是 在 先 验 给 定 的 渗透 概率 空间 上 对 于 先 验 给 定 的 
布朗 运动 来 讨论 的 , 在 弱 解 的 定义 中 , 这 些 对 象 事先 是 不 固定 的 , 而 只 要 求 可 找到 它 
们 . 

由 所 引入 的 定义 显然 可 见 , 可 以 期 待 在 对 方程 (9) 的 系数 限制 较 少 的 条 件 下 存 
在 弱 解 . 

在 这 一 方向 上 的 首 批 结果 (参见 [446], [457]) 之 一 陈述 如 下 . 

考察 有 初 值 分 布 Law(Xo) = u 的 随机 微分 方程 


dX, = a(Xi)dt + b(X,)dB,, (19) 


EP u 对 于 每 个 es > 0 满足 ftt udr) < oo. 


如 果 系 数 a = a(x) HI b = b(x) EEA RHR, 那么 方程 (19) ASH. 
如 果 同 时 还 有 如 (x) > 0, x c R, 那么 弱 解 ( 按 分 布 的 ) 唯一 性 成 立 . 


iE 1. 在 系数 b(z) 的 有 界 性 和 非 退化 性 的 假定 下 , 如 果 只 要 求 系 数 a(x) HAR 
性 和 可 测 性 , 弱 解 的 存在 唯一 性 仍然 成 立 . 参见 [457]. 


4. 所 引入 有 关 弱 解 的 结果 有 各 种 推广 : 多 维 情形 , 系数 依赖 于 过 去 的 情形 , 如 
此 等 等 . 

在 这 一 方向 上 的 最 为 透彻 的 结果 之 一 基于 应 用 关于 测度 的 绝对 连续 替换 的 
“Girsanov 定理 ”; 我 们 在 这 里 引入 这 条 定理 是 因为 它 还 在 许多 其 他 问题 中 有 其 重要 
TE. (关于 这 条 定理 对 于 离散 时 间 情 形 下 的 应 用 , 参见 第 四 章 中 的 883b, 3d.) 
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d (Q, F, (Ft)ez0, P) 是 某 个 渗透 概率 空间 , B = (Bi, Fi)tz0 是 d- 维 布朗 运动 ， 
B = (B!,-.- , B*), 又 设 a = (as, Fe) 是 d- 维 随机 过 程 , a = (at, ,ad) 满足 条 件 


P(f ledP < oc) -1  t«T, (20) 


其 中 a4? = (at)? +-+ + (a2)?, 而 了 < oc. 
人 
t t 
Z -eo[ f (as, dB,) — i/ lo. I*ds] (21) 


^ 
d " 
(as, dB,) = 》 aidBi (= a$dB.), 


t=1 


其 中 纯 量 积 


我 们 由 此 形成 过 程 Z = (Zi, ur. 


如 果 
Eexp E [ la [Pas] « co 
(“Novikov 条 件 ”; 也 比较 第 五 章 83b. 中 对 于 离散 时 间 情 形 下 的 对 应 条 件 ), 那么 
EZ7 = 1, (22) 


而 这 就 是 说 , 过 程 Z = (Ze, 多 )isr HE BOTEUR. 
由 Zt (P-a.s.) 的 正 性 和 条 件 (22), 在 (9, Fr) 上 可 通过 令 


Pr(A)-EHAZr, AC Fr 
引入 概率 测度 Pr. 显然 , 如 果 Pr = P| Fr 是 测度 P HE Fr 上 的 限制 , 那么 Pr ~ Pr. 
定理 2 (I. V. Girsanov [183]). iX 


t 
&-n-[ a,ds, ix T. 
0 


那么 B= (Bi, Fa Prher 是 布朗 运动 . 


证 明 在 著作 [183] 和 后 面 的 第 七 章 83b 中 引入 ; 也 参见 [266], [303]. 
我 们 考察 下 列 一 维 随机 微分 方程 的 弱 解 的 存在 性 问题 : 


dX: = a(t, X jdt + dBi, (23) 


其 中 系数 a = alt, X) 被 假定 为 一 般 依 赖 于 “过 去 ” f X., s <t. (d > 1 的 情形 类 似 
讨论 .) 
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我 们 将 以 C 表示 连续 函数 x = (zi)izo (ro = 0) 的 空间 , €; = olz: ze,s < t), 
=o UG). Bik PW 是 (Cv) 上 的 维 纳 测度 . 
£0 
Pi a = alt, z) (t € Ry, x E C) 称 为 可 测 , 是 指 它 是 由 民 : x C 到 R 的 可 测 映 
St, 而 称 为 循序 可 测 , 是 指 , 此 外 , 对 于 每 个 上 > 0 和 每 个 Bore 集 A, 集合 


{(s < t,x € C):a(s,x) € A) e B([0, t]) & €i. 
我 们 将 假定 , 方程 (23) 对 于 上 和 人 和 Xo = 0 (为 了 简单 起 见 ) 来 讨论 , 并 假定 
下 列 条 件 满足 : a = alt, x) 是 循序 可 测 泛 范 ， 


pw {x [ a?(t, z)dt < co} =1, (24) 


T T 
EV exp {/ a(t, zx}dWi (x£) 一 i/ vna =1, (25) 


其 中 W = (WA(z))izo 是 按 坐 标定 义 (Wi (x) = Lt) 的 维 纳 过 程 ， EV(.) 是 关于 维 纳 
测度 PW 的 均值 . 

对 应 弱 解 的 概念 , 我 们 必须 构造 某 个 概率 空间 (0, F, (Fehr: P), 使 得 其 上 过 程 
X = (Xi, Fe) M B= (Bi, Fe) 满足 B 关于 测度 P 是 布朗 运动 , 以 及 对 于 每 个 t T, 


t 
Xt = J a(s, X)ds + Bi (26) 
0 
(P-a.s.) 成 立 . 
令 
Q=C, JP, Ft = Gr, 
URS 


P(dr) = Zp(x)P™ (dz) 
来 定义 Fr 上 的 测度 P, 其 中 


T T 
Zr(z) = exp {/ a(t, x)dW; (x) 一 7 laar) . 
0 0 
根据 Girsanov 定理 , 在 概率 空间 (Q, Fr, P) E, WE 
Bi(x) = W(x) — 了 a(s, W ())ds, t<T 
0 
是 布朗 运动 . 因此 , 令 X(x) = Wie), 我 们 求 得 


Xi(Z) = [ a(s, X (x))ds + Bi(x), t« T, 
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E (在 假定 (24) 和 (25) F) 也 证 明了 随机 微分 方程 (23) 的 弱 解 的 存在 性 . 


注 2. 如 果 |a(t,z)| < c HFI t <TH x c C RZ, 那么 条 件 (24) 和 (25) 明 
显 成 立 . 因此 , 在 这 一 假定 下 , 方程 (23) A5. 然而 , 我 们 强调 , 正如 B. Tsirelson 
的 例子 (参见 例如 , [303; §4.4]) 所 指出 , 这 样 的 方程 可 能 没有 强 解 . 在 这 一 联系 中 , 我 
们 记得 , 当 方 程 dX, = alt, Xe)dt + dB, P, 系数 alt, X.) 仅仅 依赖 于 “当前 ”Xi, 而 
不 是 全 部 “过 去 ”X。 s 入 上 (如 同 在 (23) 中 那样 ), 那么 它 不 仅 有 弱 解 , 并 且 也 有 强 解 
(参见 上 面 的 联系 A. K. Zvonkin [485] 的 结果 的 第 2 点 ). 


§3f. 正 向 和 倒 向 Kolmogorov 方程 . 解 的 概率 论 表 示 


1. 下 面 叙述 扩散 Markov 过 程 理 论 的 某 些 结果 和 方法 , 它们 在 A. N. Kolmogorov 
发 表 于 1931 年 的 奠基 著作 “ 论 慨 率 论 中 的 解析 方法 (Uber die analitishen Methoden 
in der Warscheinlichkeitsrechnung)” [280] 中 讨论 . 

P. S. Aleksandrov 和 A. Ya. Khintchine 在 [5] 中 这 样 描述 这 篇 把 随机 过 程 理 论 
与 数学 分 析 , 特别 是 , 与 ( 常 、 偏 ) 微分 方程 理论 联系 在 一 起 的 著作 : 


“在 20 世纪 的 全 部 概率 论 中 , 很 难 指出 别 的 研究 对 今后 的 学 科 发 展 是 如 
此 至 关 紧要 Lees > 
A. N. Kolmogorov 在 著作 [280] 中 没有 直接 处 理 , 比如 , Markov 过 程 X = (Xe)t>o 
的 轨 线 , 而 是 研究 下 列 转移 概率 的 性 质 : 





P(s,2;t, A) = P(X, € A| X, = x), rcR, Ace AR), 


它 就 是 在 时 刻 s 有 X. = z 的 假定 下 , 过 程 X 的 轨 线 在 时 刻 6 落 在 集合 4 中 的 概 
每 一 分 析 的 出 发 点 是 表达 Markov 性 质 的 方程 (0 € s « u « t) 


P(s,a;t, A) = J P(s, x; u, dy)P(u, y; t, A). (1) 
R 
(方程 (1) 3E SE PROS Kolmogorov-Chapman 方程 .) 
A 
F(s,2;t,y) = P(s,z;t, (-oo,y]). 
假定 密度 aaa 
fG nit) = PESE (2) 

存在 以 及 下 列 极限 存在 : 


alsa) = dm f Qi mesi A,y)dy, (3) 
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U (s, x) -imi f (y — a)? f(s, x; s + A, y)dy, (4) 
同时 还 假定 所 考察 的 函数 的 光滑 性 以 及 (5 > 0) 


lim x x ff ly —al?** f(s, z; s+ A, y)dy = 0, (5) 
由 方程 (1), A. N. Kolmogorov 对 于 这 样 的 所 谓 扩 散 过 程 导出 (详情 参见 [280] 或 者 
例如 , [170], [182]) (关于 ce R fl s « t B3) 倒 向 抛物 型 微分 方程 : 


-过 = = a(s, 2 十 32(s, 294. (6) 


和 CET. y c R 4 t s 8) 正 向 抛物 型 微分 方程 : 


of 


= (7) 


T 


还 讨论 了 这 些 方程 的 解 的 存在 性 、 唯 一 性 、 光 滑 性 等 等 问题 . (方程 (7) 曾 由 A. D. 
Fokker [161] 和 M. Planck [389] 在 扩散 理论 的 物理 研究 中 考察 过 .) 


2. 在 Markov 随机 过 程 的 理论 和 方法 的 发 展 中 ,此 后 的 重要 一 步 是 在 1940 一 
1950 年 代 K. Itó [242]-[244] 中 走出 的 ; 这 些 著 作 旨 在 给 出 扩散 (以 及 扩散 一 跳跃 ) 过 
程 的 “明确 的 ”构造 性 的 结构 , 其 中 的 系数 a(s, x) 和 b7(s, a) 带 有 在 (3) 和 (4) PE 
义 的 局 部 特征 . 

为 实现 这 一 宏图 , Tto 构造 了 相应 的 过 程 , 它 是 作为 下 列 随 机 微分 方程 的 解 来 得 
到 的 : 

dX, = a(t, X,)dt + b(t, X,)dBi, (8) 


其 中 涉及 某 个 “基底 ”布朗 运动 B = (Bi)>0. 

对 应 于 [242]-[244] (也 参见 83e), 初 值 Xo = Const、 其 系数 按 相 变量 满足 局 部 
Lipschitz 条 件 和 增长 线性 有 界 的 方程 (8) 有 且 仅 有 唯一 的 强 解 . 如 果 同 时 要 求 系数 
a(t, x) 和 blt, x) TE (t2) 连续 , 那么 过 程 X 将 是 扩散 Markov WH, 它 特别 是 满足 
性 质 (3)-(5); 而 这 就 是 说 , 在 对 转移 密度 和 系数 alt, x) 和 b(t, zx) 附加 光滑 性 条 件 时 
(详情 参见 例如 , [182] 中 的 514), 它 将 满足 正 向 和 倒 向 Kolmogorov 方程 . 

类 似 地 也 可 考察 4- 维 过 程 X = (X, X") 的 情形 : 

d 
AX} = a'(t, Xe)dt + V b(t, X;)dB]. (9) 
jal 


MRS , 
o = > ope (10) 
k=1 
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以 及 (比较 83d 中 的 (27)) 


L(s,z)f = > (s, nyo +5 jx c? (s, Dx s 


da, 1&4 98 2. 
水 一 ri [A3 
LG e Pegs D guay EDN 


则 Kolmogorov 倒 向 和 正 向 抛物 型 方程 将 有 下 列 形式 : 
of 


-g = Lo mf 
和 af 
Bt = L'(t,y)f. 


我 们 特别 注意 系数 ai 和 bY 不 依赖 于 时 间 参 数 的 情形 : 
àí—a(z), b =b? (g). 
在 这 一 情形 下 , SIF O<s <t, 
f(s, x;t,y) = f(0,2;t — s, y). 
如 果 引 入 函数 g = glz, ty), 按 定义 , $ 
g(z,ty) = f(0,25t, y), 


那么 由 (13) REE, 这 个 (6,0) 的 函数 满足 抛物 型 方程 





Og 
= L(z)g, 
8?g 
其 中 ela = Sale +5 ;> a? (x) rð X; 


(11) 


(12) 


(13) 


(14) 


(15) 


_ 现在 转向 似 述 系列 众所周知 的 结果 它们 借助 于 布朗 运动 和 随机 微分 方程 
m 对 于 偏 微分 方程 理 t 从 的 许多 经 典 问题 , 可 给 出 抛物 型 方程 (15) 的 解 的 概率 表 


ZN. 


A. Cauchy 问题 . 在 区 域 [0, o0) x R? 中 求 连续 函数 u = ult, x), 使 得 


u(0, £) = p(x) 


(16) 


对 于 给 定 的 函数 p = p(x) RA, 同时 还 满足 下 面 引 入 的 抛物 型 方程 之 一 (比较 (15)). 
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Al. 热传导 方程 


Ot 一 zhu, (17) 
d ? 
其 中 A 是 Laplace RF, A= Y; ag 
i=1 OT; 
函数 
v(t, 2) = Ez f (Bs) (17/) 


就 是 方程 (17) 的 Cauchy 问题 的 被 称 为 概率 解 的 解 . (e (17) 中 E, 是 关于 适合 从 
点 x 出 发 的 布朗 运动 ( 即 Bo = z) 的 测度 P. 的 均值 .) 


A2. 非 齐 次 热传导 方程 


u 1 
其 中 v = w(t, x). 
概率 解 是 函数 
v(t,z) = Es (ee " f W(t s, B)as) (187) 
A3. Feynman-Kac 方程 ə ; 
r^ 5A" + cu, (19) 
其 中 c= e(z). 


v(t, z) = E, (aB) exp { f ' o(B.)ds} ) . (19") 


AA. Cameron-Martin 方程 
Ou 1 


^ 54" t (a, Vu), (20) 
Joh a = (at), at) v = (Gove gee): 
概率 解 是 函数 
v(t,2) = Es (p(B) ex { f a(B,)dB, — 2 f ia.) Past) (20') 


注 1. 当然 , 为 了 使 公式 (17)-(20) 中 的 函数 v(t, c) 是 解 , 首先 需要 定义 这 些 公 
式 中 的 数学 期 望 . 为 此 例如 只 需要 求 函 数 p(x), w(t, x), c(z)，a(z) 的 有 界 性 . (在 许 
多 问题 中 , 这 些 假定 极 受 限 制 , 它 要 求 我 们 在 讨论 这 些 问 题 时 要 格外 谨慎 .) 


注 2. 当 说 到 “概率 解 ” 时, 并 不 意味 着 这 是 在 某 个 特殊 的 “概率 类 ”中 的 解 , 而 
只 是 说 , 它们 是 借助 于 诸如 按 维 纳 测度 的 均值 那样 的 概率 论 概 念 来 定义 的 解 . 
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B. Dirichlet 问题 . 考察 某 个 开 区 域 G CR! 和 寻求 C? KBR u= ul), 满足 
方程 


Au = D, zeEG, (21) 
( 即 它 是 调和 函数 ) 和 条 件 
u(t) =9(2), vedd. (22) 
设 
7 = inf{t: B. ¢ G}. 


于 是 概率 解 是 函数 
` v(z) = E,y(B,). (23) 

注 3. 这 里 也 需要 某 个 关于 区 域 G 的 假定 , 使 得 时 刻 7 是 Markov 时 刻 , 而 这 也 
是 p(B;) 可 积 的 必要 条 件 . 

4. 在 证 明 的 基本 点 上 余下 的 是 要 指出 , 在 (23) 中 定义 的 函数 vl) 实际 上 (在 
某 些 补充 假定 下 ) 是 方程 (21) 的 解 . 

我 们 将 假定 , R* 中 的 开 集 G 是 有 界 的 , UR o = yle) RAR PR. 又 假定 , K 
数 v(x) = Ezp( Br) 属于 C? 类 . 

于 是 根据 Ito AR, 我 们 求 得 (在 fo,r[= {(w,t): t< 7(9)) He 


1 t t 
v(By) = v(Bo) + 5 f (Av)( B,)ds + n (Vv)(B,)dB.,. (24) 


WURERAK o 满足 


P (x (2.2) as « =) =1, 


那么 (24) 中 的 后 一 个 积分 将 在 [0, 7[ 上 是 局 部 靳 (参见 [250; 第 88 页 ]). 
由 布朗 运动 的 Markov PEM, 在 集合 [0, 7[ E, (P-a.s.) 有 


E,(y(B,) | Fs) = v(B,), (25) 


BU, 在 这 个 集合 上 , v(B,) Jh. 

这 样 , 由 (24) 得 到 , 过 程 ( 积分 (及 Av(B.)ds) ，) 在 [0,7[ ERRER, 并 且 

由 于 同时 它 还 是 连续 的 有 界 变 差 过 程 , 它 等 于 零 . (这 个 事实 是 对 于 半 奥 Doog-Meyer 

分 解 的 推论 , 后 者 在 检验 概率 解 是 否 满足 某 个 方程 的 问题 上 经 常 运用 ; 参见 [250; §3b, 
第 工 章 ] 和 以 后 的 85b.) 

中 这 个 括号 中 以 及 后 面 的 fo, cp 都 是 英 译本 加 上 的 , 并 指出 它们 来 自 [250]. 俄 文 版 上 有 时 把 这 

个 集合 记 为 {w: s <r}, 不 太 确 切 . 一 一 译 者 注 
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由 此 我 们 断定 , Av(z) = 0, z < G, 因为 , 如 果 在 某 个 点 zo € G 上 不 成 立 , 那么 
由 Av(z) 的 连续 性 得 到 , Av(z) z: 0 在 点 zo 的 某 个 邻 域 中 成 立 , 以 及 于 是 有 正 概率 
使 过 程 (f; Av(Bs)ds) — 不 等 于 零 . 


注 4. 关于 椭圆 方程 的 Dirichlet 问题 的 解 的 唯一 性 问题 和 这 个 问题 的 任何 解 可 
表示 为 Ep(B;) 形式 的 问题 , 参见 例如 , [123; 8.5], [170; 第 1 卷 , 第 6 章 , 82]. 


5. 在 同样 的 思路 中 , 也 可 用 完全 类 似 的 方式 来 考察 Cauchy 问题 中 的 概率 解 问 
题 


例如 , 我 们 考察 热传导 方程 (17), 并 指出 函数 v(t, r) = EspB) (在 某 些 补充 假 
EF) 是 这 一 方程 的 有 初 值 条 件 w(0,z) = p(x) 的 解 . 
其 实 , 由 布朗 运动 的 Markov 性 质 ， 


Ez (f (Bi) | Fs) = v(t — s, Bs). (26) 


由 于 (Ex(f(Be)|Fs))sce ERR (至 少 对 于 |f] <c), 故 (v(t — 5, B.)) WIER. 
X, 在 ve C? 的 假定 下 , 可 以 应 用 Ito 公式 : 


u(t — s, Bs) = v(t, Bo) + n (-F + 540) (t — r, B,)dr 
十 f Vv(t — r, B.)dB,. (27) 
如 果 对 于 每 个 也 
d 2 
LX Gem) <o} =1, (28) 


那么 (27) 中 的 后 一 积分 将 是 局 部 蒜 , 因此 , 过 程 


t/ 0v 1 
(/ Cz 十 j^») (t-r, B, Jar } " 


作为 局 部 贰 和 连续 有 界 变 差 过 程 , 与 零 过 程 (P-a.s.) 无 区 别 . 

如 果 此 外 , 函数 p = p(x) 连续 , 那么 当 1 一 0 时 v(t,z) > e(z). 

借助 于 tô 公式 可 类 似 地 确立 , 公式 (17—20) 相应 定义 了 问题 (17)-(20) 的 概 
率 解 . 

ik 5. 对 于 上 面 陈述 的 抛物 型 方程 的 Cauchy 问题 和 Dirichlet 问题 以 及 Kol- 


mogorov 正 向 和 倒 向 方程 的 相应 问题 的 更 详尽 的 讨论 参见 例如 ，[123],，[170]，[182]， 
[288]. 





4 利率、 股票 和 债券 价格 演化 的 扩散 模型 - 253 - 


4. 利率 、 股 票 和 债券 价格 演化 的 扩散 模型 


§4a. 随机 利率 


1. 我 们 所 遇 到 的 随机 利率 r= (rnju>i 的 最 简单 的 模型 是 银行 账户 模型 B — 

(Bn)n>o, 其 中 (根据 定义 ) 
m= AB, o 
B, 

如 果 (Q, F, (多)nzo,P) 是 随机 基底 (渗透 概率 空间 ), 它 用 米 描述 金融 市 场 的 
随机 性 以 及 其 上 的 “信息 ” (jw>o, 那么 , 正如 已 经 注意 到 (第 二 章 , $16), 银行 账户 
B, 自然 被 认为 是 多 ,_1- 可 测 的 . 

因此 , 无 论 是 序列 B = (Ba)wzo, 还 是 序列 + = (rn)wz1, 它们 都 是 可 料 的 (参见 
第 二 章 , 81a). 

这 一 状况 说 明 , 为 什么 在 连续 时 间 情 形 下 , 通常 对 利率 n = (r(t))tzo 附加 可 料 
性 要 求 ; 4 r= (r(t) 是 连续 (或 者 仅仅 是 左 连续 ) 过 程 时 , 它 自 动 满足 . 

以 后 我 们 将 只 考察 利率 r= (r(t))szo 是 扩散 随机 过 程 的 模型 ; 因而 , 它 有 连续 
轨 线 (从 而 所 提 到 的 可 料 性 要 求 变 为 多 余 )， 

在 连续 时 间 t 2 0 的 情形 下 , 通常 的 银行 账户 B = (Boso 的 利率 = (r(t))iso 
通过 下 列 关系 式 来 给 出 : 





dB; = r(t)Bedt, (2) 
它 是 (1) 的 自然 “连续 ” 类比. 
很 明显 ， 
r(t) = (In Bjy (3) 
以 及 ， 
B, = Bo exp U r(s)ds} . (4) 


利率 (短期 利率 (short rate of interest)、 即 时 利率 (spot rate)、 瞬 时 利率 (instan- 
taneous interest ratc)) 的 概念 在 “间接 ”给 定 债 券 价 格 演变 中 起 着 重要 作用 (参见 以 
后 的 $4c). 这 一 状况 说 明 , 为 什么 大 多 数 各 种 各 样 的 利率 > = (7r(t))tzo 的 模型 可 用 
下 列 形式 的 扩散 方程 来 描述 : 


dr(t) = a(t, r(t))dt + b(t,r(t)) dWi, (5) 
或 者 比如 用 下 列 形式 的 “ 带 跳跃 的 扩散 ”型 模型 的 方程 来 撒 述 : 
dr(t) = a(t,r(t))dt--b(t, r(t))aW, 


十 f 67 02. a) — v(dt, dx)), (6) 
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AP u = u(dt,dz) 是 在 R x E xR! 上 的 随机 泊 松 测度 , 而 v = v(dt, dz) 是 它 的 补 
偿 量 (详情 参见 [250; 第 TIT 章 , $2c]). 


2. 我 们 引入 利率 r = (r(t)iso 的 某 些 有 关 扩 向 模型 (5) 的 流行 模型 ， 其 中 


W = (Wi)izo 是 给 定 在 某 个 随机 基底 (0, F, (Fejzo, P) 上 的 标准 维 纳 过 程 (布朗 运 
Merton 模型 (R. C. Merton, [346]; 1973 年 ): 
dr(t) = adt + 4dW,. (7) 
Vasiéek 模型 (O. Vasiéek, [472]; 1977 4E): 
dr(t) = (a — Br(t))dt + 4dW,. (8) 
Dothan 模型 (L. Dothan, [111]; 1978 年 ): 
dr(t) = or(t)dt + yr(t)dW,. (9) 
Coz-Ingersoll-Ross 模型 (J. C. Cox, J. E. J. Ingersoll, S. A. Ross, [80], 1980 年 ; 
[B1], 1985 4E): 
dr(t) = B(r(t))?? aw, (10) 
dr(t) = (a — Br(t))dt + y(r(t)) ^ 4W,. (11) 


Ho-Lee 模型 (T. Ho, S. Lee, [224]; 1986 4E): 
dr(t) = a(t)dt + ydW,. (12) 
Black-Derman-Toy 模型 (F. Black, E. Derman, W. Toy, [42], 1990 年 ): 
dr(t) = a(t)r(t)dt + 4(t)dW,. (13) 
Hull- White 模型 (J. Hull, A. White, [234]; 1990 4): 
dr(t) = (a(t) — B(t)r(t))dt + Y(t)aW,, (14) 
dr(t) = (a(t) — B(t)r(t))dt + *(t)(r(£)) "^ aw, (15) 
Black- Karasinski 模型 (F. Black, P. Karasinski, [43]; 1991 年 ): 
dr(t) = r(t)(a(t) — BE) n r(t))dt + y(t)r(t)dW,. (16) 
Sandmann-Sondermann 模型 (K. Sandmann, D. Sondermann, [422]; 1993 年 ): 


r(t) = In(1 + &(t)), (17) 
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其 中 
d£(t) = &(t)(o(t)dt + y(t)dW,). (18) 

3. 在 引入 上 述 模型 的 论文 中 , 也 给 出 了 他 们 讨论 的 动机 . 

例如 , 如 果 认 为 利率 在 某 个 常 值 水 平 a/6 附近 波动 , 那么 Vasicek 模型 (8) 是 完 
全 自然 的 . (由 (8) 可 见 , 当 r(t) < o/8 时 , 过 程 呈 现 正 漂移 , 而 当 r(t) > o/8 BJ, 漂 
BERK; 如 果 o = 0, 那么 方程 (8) 变 为 83a 中 讨论 的 Ornstein-Uhlenbeck 方程 .) 

然而 , 应 该 注意 , 许多 债券 利率 性 态 的 经 验 研 究 (参见 例如 , [69], [70]) 指出 , 一 
般 来 说 , 不 能 认为 , 存在 某 个 固定 平均 值 (o8), 使 得 利率 有 回归 这 个 值 的 倾向 (这 
样 的 现象 在 英文 文献 中 称 为 平均 复归 (mean reversion)). 

这 种 状况 在 Hull 和 White 模型 中 考虑 , 其 中 固定 的 水 平 0/8 替换 为 变动 的 
o(t)/ b(t), t 2 0. 

以 后 还 可 认为 , 这 种 变动 的 水 平 本 身 也 可 以 是 随机 过 程 . 

下 列 模型 可 以 作为 这 方面 的 例子 : 

Chen 模型 (L. Chen, [70]; 1995 年 ): 


dr(t) = (a(t) — r(t))dt + (Ort) ^w; , (19) 
其 中 a(t) 和 y(t) 是 扩散 型 随机 过 程 ， 


da(t) = (a — o(t))dt + (o(t)) "74W?, (20) 
dy(t) = (y — 7(t))dt + ((0)! "^ dw? (21) 


(o, y ARB W, W2 和 Ww? 是 独立 的 维 纳 过 程 ). 

在 所 引入 的 许多 模型 中 , 扩散 系数 (“波动 率 ”) 都 被 认为 是 依赖 于 利率 值 r(t) 的 ; 
这 点 例如 可 这 样 来 解释 :如果 利率 很 高 , 那么 有 相应 利率 的 资产 必定 也 具有 很 高 的 
风险 , 它们 就 由 波动 项 (比如 在 对 于 rt) 所 对 应 的 方程 中 的 (r(t) dW) 来 确定 . 


4. 我 们 再 引入 一 个 (相当 简单 的 ) 利率 演变 模型 , 它 出 于 下 列 设想 . 

很 自然 , 随机 过 程 r = (r(t))iso 在 一 定 意义 下 是 “经济” 状态 的 反映 以 及 对 这 
种 状态 的 某 种 评价 . 

由 此 出 发 , 我 们 假定 , “经 济 ” 状态 比如 建 模 为 只 有 两 个 状态 :1 = 0,1 (为 了 简化 
讨论 ) 的 齐 次 跳 九 Markov 过 程 9 = (0 的 )s>o. V P(6(0) = 0) = P(6(0) = 1) = } 以 
及 转移 概率 密度 Xi 满足 Au = -入 以 及 当 i A GIN, Aj A. 

这 样 一 来 , 经济” 以 参数 为 和 的 逗留 时 间 指 数 分 布 时 而 在 状态 i = 0, 时 而 在 状 
Fi=l. 

我 们 将 假定 , “AB 状态 9 = (0(t)so 只 能 通过 间接 方式 来 判断 ; 这 种 方式 就 
是 观察 有 微分 为 

dX, = 0(t)dt + dW,, (22) 
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的 过 程 X = (Xo0io, 其 中 W = (Wo 是 某 个 维 纳 过 程 . 
记 
r(t) = E(6(t) | FX) (23) 
为 状态 O(t) 关于 观察 X, (s < t) 的 均 方 意义 下 的 最 优 估计 (FX = o(Xs,s < t). 
由 非 线性 滤波 的 一 般 理论 可 得 (参见 [303; 公式 (9.86)]), 
dr(t) = A — 2r(t))dt + r(t)(1 — r(t))(dX, — r(t)dt). (24) 
我 们 察觉 , 过 程 W = (Wiis, 
W =X,- n r(s)ds, (25) 
是 关于 流 (FX) iso 的 维 纳 过 程 (参见 [303; 定理 7.12]; 也 参见 第 七 章 83b 中 的 定理 
5; 过 程 W 称 为 更 新 过 程 @). 因此 , (24) 是 型 为 (5) 的 方程 : 
dr(t) = A(1 — 2r(t))dt + r(t)(1 — r(0))dW,. (26) 
还 值得 注意 的 是 , 由 (24), 并 考虑 到 (22), 可 得 
dr(t) = a(r(t), 0(t))dt + b(r(t))dW,, (27) 
其 中 
a(r,8) = A(1— 2r) 4- r(1 — r)(8 — r), b(r) = r(1— r). 
(比较 Chen 模型 (19).) 


5. 上 面 考察 的 利率 > = (r(t)iso 的 动态 模型 都 基于 有 某 个 基底 维 纳 过 程 的 随 
机 微分 方程 . 

Ent, 还 可 察觉 , 所 考察 的 许多 模型 介 许 有 作为 维 纳 过 程 的 泛 函 的 “ 显 式 ” 解 . 
例如 , 在 Vasitek 模型 (8) 及 其 推广 Hull-White 模型 (14) 中 , 其 解 (由 方程 (8) 和 
(14) 的 线性 性 ) 可 表示 为 下 列 形式 : 








r(t) = g(t) Ir) n n E ds 4- n aw, (28) 
其 中 ， 
g(t) =exp{— [ Beds} (29) 


它 容易 借助 于 tô 公式 来 建立 ; 比较 83e 中 的 (7). 
中 括号 中 的 最 后 一 名 话 是 英文 版 加 入 的 . — FREE 
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T(t) = f ' (23) "ds, (30) 


并 假定 对 于 所 有 t > 0, 有 T(t) < oo, DA t 5 oo 时 , T(t) 一 oo, 我 们 引入 公式 
0 = T(t) 表示 由 “ 老 ” 时 间 c ZEB “新” 时间 9. (详情 参见 第 四 章 83d, 其 中 把 “新 ” 
时 间 解 释 为 “运作 ”时 间 .) 

如 所 周知 (参见 例如 , [303; 引 理 17.4]), 在 所 作 的 假定 下 , 可 求 得 (新 的 ) 维 纳 过 


程 W* = (Wiezo, 使 得 | 
J, Ge) m = Me: an 


ROPE, 由 (28) 对 于 r(t) 得 到 下 列表 示 式 : 





记 








r(t) = f(t) + (0Wro, (32) 
其 中 t als) 
f(t) = «(t [reo + Ec aJ. (33) 
如 果 


T*(6) = inf{t: T(t) = 0}, 


那么 由 “新 ” 时间 8 = T(t) 回归 到 “ 老 ” 时 间 将 由 公式 上 = 7*(0) 来 确定 . 因此 , 按照 
“新 ”时 间 0, 定义 为 r*(0) = r(T*(0)) 的 过 程 r* = (r* (0) oso 将 有 非常 简单 的 结构 : 


r'(0) = f'(6) + g” (O)We, 


其 中 f*(6) = f(T*(9)), g* (9) = g(T*(0)). 
在 Black-Karasinski 模型 (16) 中 ， 





dlnr(t) = (a(t) — y(t) — L(t) In r())dt + y(t)aW,. (34) 
按照 同一 个 公式 (30) 确定 T(t), 我 们 (对 于 某 个 新 的 维 纳 过 程 W* = (Wo) 求 得 
r(t) = F(f(t) + g(t) Ws)), (35) 
其 中 g(t) 由 公式 (29) 来 确定 ， 
_ T a(s) — 7(s) 
f(t) = g(t) bo + n d (36) 


以 及 F(x) = e. 
对 于 Sandman-Sonderman 模型 (17)-(18), 类 似 地 可 求 得 


r(t) = F(f(t) + Wray): (37) 
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其 中 F(x) = In(1 + e*), T(t) = fy 7(s)ds, 
f6) ne) + f (als) -10 ) as 


正如 W. Schmidt 在 著作 [426) 中 所 注意 到 , 在 所 有 考察 过 的 “ 显 式 ”表示 中 , 利 
率 都 有 形式 (35). 这 一 状况 导致 下 列 非常 一 般 的 模型 . 
Schmidt 模型 (W. Schimidt, [426]; 1997 4E): 


r(t) = F(f(t) + (Wr), (38) 


其 中 W = (Woo 是 某 个 维 纳 过 程 , T(t) 和 F(x) 是 非 负 连 续 严 格 递增 函数 , t > 0, 
z ER; f = f(t) 和 g = g(t) BERRA, 并 且 g(t) > 0. 

注意 , 在 这 个 模型 中 ,“ 新 ” 时间 9 = T(t) 是 “ 老 ” 时 间 t 的 确定 函数 , 因而 , 过 
f X, = f(t) + g(t)Wre) 是 高 斯 过 程 , 并 且 适 当选 择 的 函数 Fa) 可 用 来 得 到 利率 
r(t) 的 各 种 分 布 . 


6. Schmidt 模型 (38) 还 有 这 样 的 吸引 力 : 它 的 “离散 化 ”可 用 自然 的 方式 得 到 
利率 演变 的 离散 模型 , 其 中 只 需 借助 随机 游 走 来 运用 某 种 维 纳 过 程 的 逼近 . 
例如 , 如 果 对 于 n > 1, 


Tf? - ut: 20:T(t)» dI 


i=0,1,---, UR (£?) 是 Bernoulli 随机 变量 序列 , HA P(E’? = 41/Vn) = i. OB 
4 Hi 
[n T(t)] 
w= Y Hd wir =0 
i=l 


所 定义 的 ( 按 段 常数 ) 过 程 WO = (WM )iso 当 n oo MARATEA W = 
(Wi )tz0- 


A 


Pr (FEM) +9), ioo 


我 们 得 到 利率 演变 的 离散 序列 版 本 ro) = (00994, 其 中 rO 取 值 rG), j= 
0, c1, --- , i, 并 且 认为 rM = ro; 然后 假定 , 以 概率 2 使 状态 rP) (7 = 0,41,---, 
+i) 或 者 转向 状态 rG +1), 或 者 转向 OG — 1). 

这 样 的 构造 显然 导致 (参见 [426]) 利率 演变 的 二 又 树 模型 ， 它 可 (对 于 给 定 的 
n=1,2,---) 描绘 为 下 列 样式 : 
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YN 


r™(-1) r1) 





84b. 股票 价格 的 标准 扩散 模型 (几何 布朗 运动 ) 及 其 推广 


i. 在 前 面 (第 一 章 §1b) 已 经 注意 到 , 第 一 个 描述 股票 价格 5 = (Sho 演变 的 
模型 是 L. Bachelier 的 线性 模型 (1900 4E) 





S, = So + pt +ow,, (1) 


其 中 W = (Wieso 是 标准 布朗 运动 CE SER). 

尽管 从 原理 的 视角 来 看 , 这 是 把 概率 论 的 概念 用 于 金融 市 场 分 析 的 决定 性 的 一 
步 , 但 是 从 一 开始 就 很 明显 , 模型 (1) 有 许多 不 足 , 其 中 首先 是 量 S, (其 含义 是 股票 
的 价格 ) 可 能 取 负 值 . 

在 这 方面 , 重要 的 是 由 P. Samuelson [420] 所 作出 的 下 一 步 , 其 中 提出 股票 价格 
用 几何 (或 者 正如 他 也 说 过 的 经 济 ) 布朗 运动 来 描述 : 


o2 
S, = Soerter Wi FE, (2) 


换 句 话说 , P. Samuelson RE, 不 是 价格 Se 而 是 这 些 价格 的 对 数 服从 型 为 (1) 
的 线性 模型 : 





St c? 
由 It6 公式 (83d) 立即 得 到 
dS; = Si(udt + odW:). (4) 
这 样 , 如 果 把 这 个 表达 式 改 写 为 男 一 种 (有 点 含糊 的 ) 形式 
25i = pdt + cdW,;, (5) 
Si 
那么 变 得 明显 的 是 , (按时 间 步 长 A 的 ) 离散 逼近 可 写成 下 列 形式 (AS, = St- S. a): 
= x pA + oAW:, 


它 非常 类 似 于 表达 式 
Si Pm (6) 
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其 中 pn 为 .多 -可 测 , 它 在 前 面 被 用 来 (参见 例如 , 第 二 章 82a 中 的 第 6 点 ) 描述 在 
离散 时 间 情 形 下 的 股票 (更 确切 地 说 , 股票 价格 ) 的 演变 . 
有 意思 的 是 也 可 把 表示 式 (5) 与 对 于 (相伴 的 ) 银行 账户 B = (Bizo 的 表达 式 
来 比较 , 后 者 服从 方程 
dB, = rB,dt, (7) 


其 中 ( 常 ) 利率 7 > 0. 

如 果 所 考虑 的 金融 市 场 由 分 别 服从 方程 (7) 和 (4) 的 银行 账户 B = (B4);>o 和 
股票 S = (Sio 所 构成 , 那么 我 们 将 说 , 我 们 涉及 标准 扩散 (B, S) (Black-Merton- 
Scholes)- 模 型 或 者 标准 扩散 (B, S)- 市 场 . 

这 个 标准 扩散 模型 是 1973 年 由 F. Black 和 M. Scholes [44] 以 及 R. Merton [346] 
在 为 期 权 定价 时 所 考察 的 . 正 是 这 个 模型 联系 着 欧式 期 权 的 合理 (公平 ) 价格 的 著名 
Hi) Black-Scholes 公式 . (后 面 的 第 八 章 就 讨论 这 个 问题 .) 

相当 明显 的 是 , 标准 模型 基于 不 太 现 实 的 假定 . 事实 上 , 其 中 假定 银行 账户 的 利 
Aor 是 常数 (其 实 它 是 波动 的 ), 变化 率 系数 (波动 率 ) o 和 增长 系数 u 也 是 常数 (其 
实 它们 随时 间 而 改变 ). 在 导出 Black-Scholes 公式 时 还 假定 (参见 以 后 的 第 八 章 中 的 
881b, c), (B, S) 是 “无 摩擦 ”市 场 (没有 交易 费用 , 不 分 红 , 获得 数据 和 采取 决策 无 延 
IRAE), 使 得 有 可 能 在 银行 账户 中 存 取 任何 金额 , 以 及 买卖 任何 数量 的 股票 . 

所 有 这 些 都 说 明 , 标准 的 (B, 5)- 市 场 的 扩散 模型 大 大 简化 了 实际 , 但 是 它 仍然 
是 最 为 流行 的 模型 . 

与 此 相 联 系 的 是 , F. Black ([41], 1988 F) 的 下 列 关 于 所 考察 的 模型 的 “简单 性 ” 
的 主张 声誉 卓著 : 

“简单 性 有 其 自身 的 力量 .人 们 采用 这 个 简单 模型 ， 是 因为 他 们 容易 理 

解 在 他 们 的 假定 中 的 偏差 . 这 个 模型 很 好 地 作为 一 阶 近似 , 并 且 如 果 你 看 

到 在 所 作 的 假设 中 的 RE, 那么 你 可 以 改进 这 个 模型 , 而 代 之 以 它 的 进 一 

步 的 细 化 .” 


2. 这 种 先 验 的 自然 完善 之 一 在 于 在 所 考察 的 模型 中 , 其 中 的 常数 7, u A o XX 
代为 确定 性 的 或 者 (与 (多 )t>o 相 协 调 的 ) 随机 天数 r(t), p(t) 和 (t): 


dB, = r(t) Bi dt, (8) 
dS, = S (u(t)dt + o(t)dWi). (9) 


当然 , 在 考察 较 复 杂 的 模型 时 , 必定 先 要 从 试验 发 现 的 事实 出 发 , 而 这 种 事实 既 
不 能 用 标准 (B, 5)- 模 型 来 说 明 , 又 不 能 被 (B, S)- 模 型 所 “把 握 ” 但 是 , 另 一 方面 , 更 
为 细 化 的 模型 不 应 该 复杂 得 “不 能 进行 任何 计算 ”. 

在 这 方面 ， 应 该 注意 到 所 谓 微 笑 效 应 (smile effect)， 它 正 是 那 种 不 能 用 标准 
(B, 5)- 模 型 来 解释 的 事实 , 而 导致 它 的 各 种 各 样 的 推广 和 完善 . 
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微笑 效应 的 实质 如 下 . 

设 股 票 价 格 满足 So = 1 (为 了 简单 ) 的 方程 (4), 而 C = C(o, T, K) BARN 
BON fr = max(Sr — K,0) 的 标准 欧式 买 人 期 权 的 合理 价格 . 

对 于 OC 的 Black-Scholes 公式 (参见 第 一 章 81b 中 的 (9), 更 详细 的 参见 第 八 章 
中 的 881b, c) 对 这 个 价格 与 波动 率 o、 执 行 时 间 T 和 执行 价格 天 给 出 显 式 依赖 关 

然而 , 人 们 可 转向 金融 市 场 上 这 些 期 权 对 于 给 定 的 工 和 K 的 价格 的 现实 存在 ， 
并 把 它们 与 理论 值 C 相 比 较 . 

设 在 金融 市 场 上 的 这 个 (现实 ) 价格 为 CT, K). 

我 们 求 出 5 = G(T, K) 作为 下 列 方程 的 解 : 


Clo,T, K) = C(T, K), 


其 中 C(o, T, K) 由 Black-Scholes 公式 来 确定 . 

E 5(T,K) RARE (implied) 波动 率 , 它 就 可 用 来 说 明 原 来 的 标准 模型 的 某 些 
“fife” (F. Black 的 说 法 ) 的 特征 . 实际 上 , 试验 上 已 经 确立 

(a) 固定 K, G(T, K) BAT 的 变化 而 变化 ; 

(b) RE T, 量 G(T, K) 也 随 K 的 变化 而 变化 , 并 且 是 下 凸 的 函数 (这 点 说 明了 
“微笑 效应 ”这 一 名 称 ). 

为 了 考虑 所 观察 到 的 效应 (a), R. Merton 提出 ([346], 1973 4E), 在 标准 模型 中 
UA u$ o ERES BSR (u= ute = c(t), 并 且 这 样 的 模式 实际 上 也 在 金融 市 
场 中 运用 , 特别 是 在 计算 美式 期 权 定 价 时 那样 做 . 

微笑 效应 (b) 更 为 微妙 , 为 了 说 明 这 点 , 引入 了 各 种 各 样 的 标准 模型 的 复杂 
(“ 带 跳 路 的 扩散 ”型 模型 ,“ 随 机 波动 率 ” 型 模型 等 等 都 属于 这 一 类 ). 

这 方面 最 为 清楚 透彻 的 是 B. Dupire ([121], [122]) 所 提出 的 模型 , 其 中 假定 


dS; = S;(u(t)dt + o (Se, t)dW,), (10) 


这 里 o = o(S,t) 是 某 个 依赖 于 状态 S 和 时 间 t 的 函数 . 

在 上 面 提 到 的 著作 [121] 和 [122] 中 , B. Dupire 还 指出 , 市 场 的 “无 套利 性 和 完 
全 性 ”允许 利用 标准 欧式 买 人 期 权 对 于 执行 时 间 T 和 执行 价格 K 的 (ERZ <T 
和 在 状态 S: = s 的 ) 价格 Coel K, T) 的 现实 观察 值 来 估计 未 知 的 波动 率 . 


3. 标准 扩散 (B, 5)- 模 型 (4) 和 (7) 的 复杂 化 在 思路 上 非常 类 似 于 在 离散 时 间 
情形 下 的 简单 模型 的 复杂 化 . 
正 是 出 于 这 一 点 , 我 们 记得 (参见 第 二 章 81a), 在 离散 时 间 情 形 下 , 我 们 从 下 列 
表示 式 出 发 
Sn = Soe", (11) 
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其 中 H, = hiec. 以 及 ha = Hn + 04848, 而 us 和 on 是 非 随机 量 以 及 
En ~ N (0, 1). 
如 果 在 (9) 中 系数 u(t) 和 olt) 是 非 随 机 的 , ABA S, 可 写成 下 列 形式 : 


St = Soe”, (12) 


H, = [ (wa - aa ds+ [ e()aW.. (13) 


显然 , 在 这 一 情形 下 , A, 有 高 斯 分 布 , 并 且 (02) 是 表示 式 (11) 的 连续 类 比 . 

同时 , 在 第 二 章 的 81d rp, YARAR, MA, ARMA 等 模型 ， 其 中 波动 率 
on 被 认为 是 常数 (o, = e = Const), 而 jw 由 “过 去 的 ” 值 hau, hn_2,:… 和 
En—1)En—-2)°"" 来 确定 . 

最 后 , EARCH 和 GARCH 模型 中 , 假定 hn = onen, 并 且 认为 波动 率 on 依赖 
于 “过 去 ”( 人 参见 例如 , 第 二 章 81a 中 的 (19)). 

我 们 强调 , 在 所 有 这 些 模型 中 , 只 有 一 个 随机 源 , 它 就 是 白 (高 斯 ) RF e= (en). 

在 “随机 波动 率 ” 模 型 (参见 第 二 章 gia 中 的 第 7 点 ) 中 则 假定 有 两 个 随机 源 : 
独立 白 (高 斯 ) ORR e = (en) 和 6 = (ôn). 这 时 , An = onen, 其 中 o, = 632^, H 


其 中 


An = Qo + Y Oi ^ni + Côn (14) 
al 
(参见 第 二 章 83c). 
在 连续 时 间 情 形 下 , 同样 可 考察 A4RCH-GARCH 型 模型 以 及 随机 波动 率 型 模型 
的 各 种 类 比 . 
例如 对 于 第 二 种 类 型 , 就 有 下 列 形式 的 模型 (比较 第 二 章 83a 中 的 (37) 和 (38)): 


dS, = S;(u(t, $,,0;)dt + o1dW£), (15) 
dA, = a(t, Ar)dt + b(t, As)dWws, (16) 


其 中 A, = Ino?, 而 We = (WE)is0, W? = (W2)iso 是 两 个 独立 维 纳 过 程 . (类 似 的 模 
型 在 著作 [235], [364], [432], [477] 中 讨论 .) 

在 运作 型 为 (15) 和 (16) 的 模型 时 , 当 只 观察 过 程 5 = (54):>o (而 不 观察 波动 
率 过 程 o = (cs)jt>o) ET, 我 们 就 面临 市 场 的 “不 完全 性 问题 ”, 在 这 样 的 市 场 中 , 不 能 
唯一 地 定义 例如 诸如 期 权 的 合理 价格 之 类 的 重要 概念 , 并 且 导 致 采用 更 复杂 的 上 价 
格 和 下 价格 的 分 析 . 参见 第 五 章 81b. 

在 这 方面 ,“4RCE-G4RCP 型 的 扩散 模型 在 连续 时 间 情 形 下 ,有 其 特有 的 吸 
引力 , 它们 在 金融 资产 的 定价 中 能 用 来 发 展 “ 无 套利 性 和 完全 性 ”技巧 . 

这 种 Markov 型 的 模型 的 例子 是 上 面 考察 过 的 B. Dupire 模型 (10). 





4. 利率 、 股 票 和 债券 价格 演化 的 扩散 模型 : 263 - 





遵循 在 “4RCE-G4RCB 模型 中 的 “对 过 去 的 依赖 性 ”的 想法 , 自然 导致 例如 
考察 表示 式 
Si = Soe™, (17) 


其 中 扩散 过 程 H = (He)iso 是 由 单个 维 纳 过 程 生成 的 多 维 扩散 过 程 
(Hi, H}, -+ Hj so 


的 分 量 . 
具有 有 理 谱 密度 的 高 斯 平稳 过 程 可 作为 对 应 的 例子 , 它 可 看 作 满 足 线性 随机 微 
分 方程 的 多 维 Markov 过 程 的 分 量 . (详情 参 儿 [303] 中 的 定理 15.4 和 方程 组 (15.64).) 


4. 我 们 继续 考察 上 面 引入 的 扩散 模型 , 它 将 在 第 七 章 中 描述 股票 价格 的 动态 变 
化 , 并 且 在 那里 将 从 “无 套利 性 和 完全 性 ”的 视角 来 研究 这 些 模型 . 

在 第 一 章 中 已 经 注意 到 , 无 套利 概念 也 就 是 在 我 们 的 叙述 中 被 我 们 所 认定 的 合 
理 建 立 的 市 场 的 经 济 学 概念 . 在 离散 时 间 情 形 下 , “资产 定价 第 一 基本 定理 ”( 参 见 第 
五 章 §2b) 给 出 在 (B, 3S)- 市 场 上 的 无 套利 机 会 的 款 判 别 准 则 , 其 中 对 银行 账户 B= 
(Bn)n>o 和 对 股票 S = (Sn)n>0 加 上 一 定 的 限制 . 

完全 一 样 , 在 连续 时 间 情 形 下 , 自然 期 待 (B, 5)- 市 场 的 无 套利 概念 要 对 股票 价 
格 的 动态 变化 和 银行 账户 的 动态 变化 加 上 一 定 的 限制 (参见 第 七 章 ). 

应 该 注意 , 连续 时 间 情 形 (与 离散 时 间 情 形 相 比 ) 更 为 微妙 ; 其 中 许多 方面 不 但 
涉及 相应 的 随机 分 析 工 具 的 技巧 上 的 复杂 性 , 也 涉及 连续 交易 与 离散 交易 的 原则 区 
Fil. 

另 一 个 重要 问题 有 关 (B, 8)- 市 场 的 结构 具体 化 ， 它 联系 着 市 场 的 完全 性 ， 即 ， 
构建 其 资本 在 需要 的 时 刻 复 制 “ 支 付 义务 ”的 资产 组 合 的 可 能 性 (详情 参见 第 五 章 
§1b). 

一 般 来 说 , 这 种 期 待 的 性 质 多 半 是 例外 , 而 不 是 惯例 . 然而 , 尤其 引 人 注 目的 是 ， 
在 扩散 (B, S)- 市 场 的 情形 下 , 相当 一 般 的 完全 性 条 件 将 成 立 (参见 第 七 章 中 的 84a). 


§4c. 债券 族 的 价格 期 限 结构 的 扩散 模型 


1. 在 本 书 的 开始 (第 一 章 81a), 我 们 已 经 描述 性 地 给 出 了 作为 金融 债务 的 债券 
及 其 市 场 价 格 PT) 的 表示 式 ，. 

同样 , 我 们 也 引入 了 债券 的 某 些 特征 , 诸如 初始 价格 POT), 面值 P(T,T) (为 
了 确定 起 见 , 假定 它 为 1), 当前 利率 , 到 期 获 利 等 等 ， 也 已 经 注意 到 , 价格 PE T) 
(0x t « T) 作为 随机 对 象 族 , 在 一 定 的 意义 下 , 其 结构 问题 比 股 票 的 概率 结构 问题 
更 为 复杂 . 

困难 之 一 在 于 ， 如 果 对 于 函数 P(t,T) 给 定 T, 并 把 PET) 对 于 0<tg<T 
看 作 变 量 为 t 的 随机 过 程 , 那么 首先 应 该 注意 到 , 这 个 过 程 必定 是 带 条 件 的 , 因为 
P(T,T)=1. 
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这 种 过 程 的 典型 例子 是 在 $3a 中 所 考察 的 布朗 桥 X = (Xs)ix7, 它 服从 方程 


ax,=1 tat + aM, 





其 中 Xo =a, 并 且 它 有 这 样 的 性 质 : 当 tt T BI, X 1. 

类 似 于 L. Bachelier 为 对 股票 价格 建 模 而 运用 线性 布朗 运动 (参见 §4b 中 的 (1)), 
在 债券 情形 下 , X = Quer 可 被 认为 是 描述 价格 PLT) (t < T) 演变 的 某 个 可 能 
的 模型 . 

这 里 发 生 的 困难 在 于 , 在 股票 情形 下 , E X, (t > 0) 取 值 一 般 来 说 是 R 上 的 任 
RUA, 而 按照 债券 价格 的 自身 含义 , 它 必定 满足 条 件 0 < P(t,T) « 1. 

在 为 债券 价格 建 模 时 的 另 一 个 困难 在 于 , 通常 在 债券 的 金融 市 场 中 , 债券 是 以 不 
同 的 到 期 时 间 T 出 现 的 , 并 且 购 买 者 的 组 合 中 可 包含 不 同 的 债券 . 因此 , 债券 价格 
演变 的 自然 模型 必须 不 仅 要 对 于 固定 的 T 来 建立 , 而 是 要 立即 对 某 个 子 集 T CR, 
来 建立 , 这 个 子 集 要 把 市 场 上 出 现 的 债券 的 所 有 可 能 的 到 期 时 间 都 包括 在 内 . 这 时 
金融 市 场 中 必定 无 套利 机 会 , 即 , 形象 地 说 , 必定 没有 机 会 来 购买 某 些 债券 然后 再 出 
售 它 而 无 任何 风险 地 获 利 . 

2. 在 构造 到 期 时 间 为 T 的 债券 (我 们 将 称 它 为 -债券 ) 价格 P(t, T) (t< T) 的 
期 限 结构 模型 时 , 我 们 假定 T= R+. 换 句 话说, 我 们 将 认为 , 存在 价格 为 {P(t, T), 0 < 
tST,T E Ri} 的 整个 GER) 债券 族 . 

这 时 也 将 认为 , 所 有 债券 没有 中 间 ( 息 票 ) 支付 ， 即 我 们 将 只 考虑 零 息 票 债券 
(zero-coupon bonds). 

注 1. 在 英文 金融 文献 中 , 所 有 为 描述 资产 价格 的 期 限 结构 的 建 模 论 证 都 (十 分 
流行 地 ) 称 为 “利率 期 限 结构 (The term structure of interest rates)". 

3. 在 处 理 一 种 债券 或 者 一 族 T- 债 券 时 (T > 0), 要 引进 一 系列 经 常 在 建立 各 
种 模型 及 其 分 析 中 运用 的 它 的 特征 . 

为 此 , 我 们 把 价格 PT) 表示 为 下 列 形式 : 


PET) ac 5609979 ger, (1) 
PET Ha i fem rez, (2) 


其 中 r(t,T) 和 f(t,s) O<t<s<T) 是 某 两 个 非 负 函数 . 


很 明显 ， 
r(t,T) = ae, t<T, (3) 
以 及 (假定 P(t,T) 关于 T > t 可 微 ) 
f(t,T) = -2 mP tt, T, t«T. (4) 
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对 于 一 种 有 零 息 票 支付 的 T- 债 券 的 情形 来 说 , 我 们 利用 下 列 公式 (参见 第 一 章 
81a 中 的 (6)) 对 t< 工 引入 它 的 收益 或 者 到 期 收益 p(T 一 4,T): 


P(t,T) = e (T-0hQ-cp(T-t1)). (5) 
把 这 个 公式 与 (1) 相 比较 , 我 们 看 到 ， 
r(t, T) = In(1 + p(T — t,t)). (6) 


这 个 量 通常 也 称 为 工 -债券 关于 余下 时 间 工 一 的 收益 (yield), 而 函数 上 ~ r(t, T) 
称 为 OF t< T) 的 T- 债 券 的 收益 曲线 . 

E r(t, T) 在 考察 有 不 同 到 期 时 间 T >t 的 不 同 T- 债 券 时 也 有 用 . 在 这 一 情形 
F, BRT ~ r(t, T) 也 称 为 T- 债 券 族 (在 时 刻 t 的) 收益 曲线 . 

为 了 在 以 后 对 一 种 债券 和 债券 族 这 两 种 情形 不 加 区 分 , 我 们 将 把 函数 r(t, T) 看 
作 两 个 变量 t 与 工 的 函数 ,并 认为 0< t TAT > 0; 它 仍然 称 为 收益 . 

量 f(t,T) 通常 称 为 在 时 刻 t 签约 的 合约 的 远 期 利率 . 

在 以 后 所 有 的 分 析 中 起 关键 作用 的 是 时 刻 t 的 利率 (即时 利率 , spot rate) r(t), 
它 通过 远 期 利率 定义 为 : 

r(t) = f(t). (7) 


由 这 个 定义 很 明显 , 联系 时 刻 t 的 利率 r(t) 刻画 了 债券 价格 在 无 限 小 区 间 (t, ¢ + 
dt) 中 的 变化 速度 . 
还 要 注意 到 , r(t, T) 和 f(t, T) 通过 下 列 关 系 式 联系 在 一 起 : 


FET) = (7) 4 (7 99 5), (8) 
它 直 接 由 (4) 和 (1) 得 到 . 
这 样 , 比如 , 假定 导数 ET) 在 7 一 t+ 时 有 限 ,那么 
"0= /6 =r) (= gareT). (9) 


4. 现在 转向 关于 描述 债券 价格 PCT) 动态 变化 的 问题 . 这 里 有 两 种 基本 途径 : 
间接 的 和 直接 的 . (比较 第 一 童 81b 中 的 第 5 点 .) 
在 第 一 种 途径 中 , 价格 PUT) 表示 为 下 列 形式 : 


P(t,T) = F(t,r(t);T), (10) 


RP r= (7(t))szo ERT AR”. 
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在 这 样 的 模型 中 , 整个 价格 结构 用 唯一 的 因子 r = (r(t)):zo 来 确定 , 它 说 明 为 
什么 这 样 的 模型 称 为 单 因子 模型 . 
这 样 的 模型 的 一 个 重要 而 又 适 于 解析 研究 的 子 类 是 函数 F(t, r(t); T) 由 下 列 形 
式 来 描述 的 子 类 : 
F(t, r(t); T) = ee) (11) 


这 种 模型 称 为 仿 射 模型 或 者 有 时 也 称 为 指数 仿 射 模型 ，[117]，[1t9]， 因 为 
InF(t,2;T) 是 关于 r 的 线性 函数 o(t,T) — zB(t,T), 其 中 o(t,T) 和 B(t,T) BH 
两 个 函数 . 

另 一 种 广 为 人 所 知 的 途径 是 在 著作 [219] 中 运用 的 , 并 按照 其 作者 的 姓 (D. Heath, 
R. Jarrow, A. Morton) 称 对 应 的 模型 为 有 HJM 模型. 

在 [219] 中 提出 的 途径 的 实质 在 于 求 出 作为 下 列 随机 微分 方程 的 解 的 价格 P(t, T) 
(比较 §4b 中 的 (4)): 


dP(t,T) = P(t, T)(A(t, T)dt + B(t,T)dW,), (12) 


其 中 A(T,T) = B(T,T) = 0 以 及 P(T, T) = 1, 或 者 是 求解 对 于 远 期 利率 f(t, D) 的 
方程 
df (t, T) = a(t, T)dt + b(t, T)dW. (13) 


现在 , 有 益 的 是 回忆 起 这 里 和 以 后 都 假定 给 定 某 个 渗透 概率 空间 (随机 基底 ) 
(Q, F, (Fi )tz0, P). 


假定 , 所 有 被 考察 的 函数 (P(t, T), f,T), At, T) 等 等 ) XE t <T RE FA. 
照例 , W = (Wi, Z:)i»o 是 标准 维 纳 过 程 , 并 假定 , 确保 (12) 和 (13) 中 的 随机 积分 存 
在 和 方程 (12) 的 解 存在 的 可 积 性 必要 条 件 满足 . 

由 价格 P(t, T) 和 远 期 利率 f(t, T) 之 间 的 关系 式 (2), 运用 It6 公式 和 随机 Fubini 
定理 (参见 [303] 中 的 引 理 12.5 或 者 [395]) 可 求 得 下 列 在 [219] 中 引入 的 方程 (12) 
和 (13) 中 的 系数 (A(t, T), B(t, T)) 和 (a(t, T), b(t, T)) 之 间 的 联系 公式 


(tT) = SRE) gt py — S87), (14) 
b(t, T) = S (15) 
以 及 
2 
A(t, T) = r(t) 一 [ a(t, s)ds 十 5 (f s) ; (16) 
B(t,T) = — f i b(t, s)ds. (17) 
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由 (13) 也 可 求 得 ， 
dr(t) = (Shin + «(t.t dt + b(t, t)dW,. (18) 


注 2. 在 许多 著作 (参见 例如 , [38], [359], [421]) 中 , 取代 远 期 利率 f(t, 工 ), 而 使 
用 它 的 修正 F(t, x), 其 中 
T(t, £) = f(t,t + x). 


使 用 这 个 量 的 最 大 好 处 在 于 它 能 达到 一 系列 解析 上 的 简化 . 在 这 样 的 重新 参数 化 下 ， 
例如 , 公式 (2) 看 起 来 就 被 简化 为 


P(t, T) = exp f- L r(t, ous à (19) 


5. 债券 价格 PT) 的 结构 以 及 远 期 利率 f,T) 和 利率 r(t) 的 结构 的 进一步 
的 细节 , 将 在 第 七 章 中 从 相应 的 7- 债 券 市 场 中 的 “无 套利 性 和 完全 性 ”的 视角 来 给 
出 . 这 里 我 们 仅仅 注意 到 , 正如 在 (B, 5)- 市 场 情 形 中 那样 (参见 前 面 的 84b 中 的 第 4 
点 ), 我 们 所 采用 的 -债券 市 场 的 “无 套利 性 概念 ”, 将 自动 对 方程 (12) 和 (13) 中 的 
系数 以 及 仿 射 模型 (11) 中 的 系数 alt, T) 和 pt, T) 以 及 利率 , 加 上 一 定 的 结构 限制 ; 
从 而 , 由 此 分 离 出 债券 市 场 无 套利 模型 的 自然 类 . 


5. ae 


85a. 半 著 和 随机 积分 


i. 面 对 前 面 提出 的 措 述 诸如 股票 价格 之 类 的 金融 指数 演变 的 各 种 各 样 的 模型 ， 
自然 会 提出 这 样 的 问题 : 怎样 区 分 出 某 个 足够 一 般 的 随机 过 程 类 , 使 得 它 一 方面 能 
包括 上 面 考察 的 许多 模型 , 另 一 方面 又 适用 于 解析 研究 . 

从 许多 方面 来 看 , 半 装 类 就 是 这 样 的 类 , 即 (可 能 但 不 唯一 地 ) 表示 为 下 列 形式 
的 随机 过 程 X = (Xi)i>o 的 类 : 


X, = Xo + Ai + Mi, (1) 


其 中 4 = (A, Fizo 是 有 界 变 差 过 程 (A € Y), 而 M = (Mi, Zio JERR 
(M € Moc), 它 定义 在 某 个 也 称 为 随机 基底 的 下 列 满足 常设 条 件 的 渗透 概率 空间 上 : 


(Q, F, (Fi )t>0; P), 


这 里 常设 条 件 是 指 -代数 多 (t > 0) 有 右 连 续 性 , HER o- 代 数 F, (t > 0) 包含 所 
有 多 中 的 零 概率 集合 (比较 $3b 中 的 第 3 点 ). 
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假定 X = (Xe)t>o 是 关于 (Fejzo 的 协调 GEM) 过 程 , 且 有 右 连续 轨 线 t ~ 
XL(w), w € €, 以 及 轨 线 对 每 个 上 > 0 存在 左 极 限 (简称 “ 右 连 左 极 ”). (在 法 文中 , 这 
样 的 过 程 称 为 cudlag 过 程 , 它 来 自 Continu A Droite avec des Limites A Gauche.) 


2. 转向 半 蒜 有 几 个 理由 .首先 , 这 个 类 非常 广 , 它 包 括 离散 时 间 过 程 X = 
(Xa)u2o (在 下 列 意义 下 : 它们 与 过 程 X* = (X*)izo (其 中 XP = = Xy 而 显然 有 
X* 属于 类 v) 之 间 有 一 一 对 应 ), 扩散 过 程 , 带 跳跃 的 扩散 过 程 , 点 过 程 ， 独立 增 量 
过 程 (除了 某 些 例外 , 参见 [250; 第 II 章 , S4c]) 以 及 许多 其 他 过 程 . 

半 著 类 对 于 许多 变换 都 是 稳定 的 : 测度 的 绝对 连续 替换 , 时 间 替 换 , 局 部 化 程序 ， 
， 涂 透 替换 等 等 . (详情 参见 [250; $ T Æ, 84c].) 

其 次 , HT BUE dE AR REIS BELA UT LRL, 它 基于 对 诸如 Markov 时 刻 , 3&, 
LAETA, Ej SR A, 可 选 和 可 料 o- 代 数 和 过 程 等 等 概念 的 运作 . 

在 一 定 的 意义 下 , 对 于 半 拷 的 随机 分 析 的 成 功 在 于 对 它们 可 定义 随机 积分 , 并 
ELItó 公式 成 立 (85c). 


ik 1. 在 现代 随机 分 析 葛 基 者 之 一 P.-A. Meyer 的 著作 [139; 附录 ] 中, 对 半 著 的 
随机 分 析 和 随机 积分 的 基本 概念 和 思想 给 出 了 紧凑 而 又 引人入胜 的 描述 . 


其 上 给 定 半 拷 的 随机 基底 (Q, F, (.2:):5o, P) WERE o- 代 数 流 (Fejzo 的 概 
念 . 正如 已 经 在 第 一 章 82a 中 所 注意 到 , 对 于 金融 理论 来 说 , 这 个 概念 也 起 着 关键 作 
用 ; 这 样 的 流 就 是 金融 市 场 上 的 “信息 ” 流 , 投资 者 和 交易 者 都 在 此 基础 上 作出 他 们 
的 决策 . 

当然 , 需要 注意 的 是 , 在 建立 (从 金融 理论 的 视角 来 看 )“ 自 然 的 ”模型 时 , 也 会 
eel ROAR. 在 这 方面 典型 的 是 上 面 ($2c) 考察 过 的 有 任何 Hurst 参数 
0 < H< 1 的 分 形 布朗 运动 BE = (BE),>o, 其 中 仅仅 要 除去 H = 1/2 的 情形 , 它 对 
应 (通常 的 ) 布朗 运动 . 

3. 现在 转向 对 半 款 的 随机 积分 的 概念 , 它 用 来 描述 自 融 资 的 资本 演变 再 好 不 过 . 

i X = (Xi)izo 是 某 个 在 随机 基底 (Q, F, (多)sz0,P) EKER, 而 e 是 下 列 形 
式 的 简单 函数 类 : 


f(t,w) = Yo(w)Hoy (t) + bp Yi lw) s(t), (2) 
它 是 有 限 个 基本 函数 


filt, w) = Yi) Tera) (3) 


的 线性 组 合 , 其 中 Yi(w) 是 多 -可 测 的 随机 变量 ; 比较 83c. 
正如 在 维 纳 过 程 (布朗 运动 ) 的 情形 下 , 形 为 (2) 的 简单 函数 f XER X 的 
随机 积分 I(f) 的 “自然 ”定义 GLA (f - X) fo F(s,w)dXs 和 Soon f(s,w)dXs), 是 
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值 
Le 2. Yal Xa, at — Xen]; (4) 


其 中 a Ab = min(a, b). 
ik 2. 从 金融 理论 的 视角 来 看 , 随机 积分 


Li( fi) = Vi(w)[Xsnt — Xrint] 


有 完全 清澈 的 解释 : 如 果 X = (Xeo 比如 说 是 股票 价格 , 而 你 在 时 刻 v; 以 价格 
X,, 购买 股票 “ 量 Yi (w)", 那么 Y (w)[X., — Xn] 恰好 就 是 该 股票 在 时 刻 s; 当 其 价格 
变 为 Xe, 时 的 获 利 (也 可 能 是 负 的 ). 

应 该 强调 , 在 这 个 简单 函数 的 随机 积分 T(f) = (e(f) ero 的 定义 中 , 没有 任何 必 
要 假定 X EFR, 因为 表达 式 (4) 对 于 任何 过 程 X = (Xs)szo 都 有 意义 . 

然而 , 当 要 求 把 (保持 其 “自然 ”性 质 的 ) 积分 概念 从 简单 函数 类 扩充 到 更 广 的 
函数 f= f(t,w) 的 类 上 , 半 款 假定 就 变 成 决定 性 的 假定 . 

在 过 程 X = (Xi)izo 是 布朗 运动 时 , 根据 §3c, 随机 积分 L(f) 可 对 每 个 (可 测 ) 
函数 f = (f(s,w))sxt REM, 只 要 f(s,w) 为 多 -可 测 以 及 


f f?(s,w)ds < co (P-a.s.). (5) 
0 


这 时 , 关键 在 于 这 样 的 函数 可 用 简单 函数 (fam. > 1) RE, 而 其 相应 的 积分 
(lfa) n 2 1) WOM, 至 少 是 按 概 率 收 敛 . 相应 的 极限 值 记 为 LC), 并 称 它 为 对 布 
朗 运 动 (在 区 间 (0, t] 上 的 ) 随机 积分 . 

在 把 布朗 运动 取代 为 任意 的 半 著 的 情形 下 , 随机 积分 LC£) 的 构造 同样 基于 用 
简单 函数 Snn > 1) GERE f 的 想法 , 其 中 积分 (fn) 有 定义 , 而 当 n 一 oo 时 , 逐 
渐 向 极限 过 渡 . 

然而 , 这 里 的 逼近 问题 开始 变 得 更 复杂 , 并 且 对 函数 导致 要 附加 某 些 与 X 的 半 
BRE SAR "UMS" BOR TH 


4. 为 了 说 明 这 一 点 , 我 们 引入 对 于 X = M 的 情形 的 有 关 结 果 , 其 中 M = 
(Mi, Zio 是 HC? 类 的 平方 可 积 款 (M € 7), 即 有 性 质 为 


sup EM? < oo (6) 
t>0 


ABR. 

it (M) = (M) Z)iso 是 款 M € H? (或 Me 262.) 的 平方 特征 , 根据 定义 ， 
它 是 可 料 (参见 下 面 的 定义 2) 不 减 过 程 , 使 得 过 程 M? — (M) = (M2 — (Mhe, Fejzo 
是 靳 (参见 85b 和 比较 第 二 章 81b). 
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已 知 (参见 例如 , [303; 第 5 章 ]): 
A) 如 果 过 程 (M) 关于 t (P-as.) 绝对 连续 , 那么 简单 函数 集合 8 在 可 测 函 数 
f= - fG, w) 的 空间 L? 中 稠密 , 这 里 f 满足 





E n u f? (t, )d(M), < oo. (7) 
0 
换 句 话说 ， 可 求 得 简单 函数 序列 fn zm (fa (t, w))t>0, Wwe 0, n 21, 使 得 
E [fo fate Pau). = 0. (8) 
0 


我 们 察觉 , 对 于 标准 布朗 运动 B = (Bi)t>o 来 说 , 平方 特征 (B), = t, t > 0. 

B) 如 果 过 程 (M) (P-a.s.) 连续 , 那么 简单 函数 集合 8 在 空间 L2 中 稠密 , 这 里 
L2 由 满足 (7) 以 及 对 于 每 个 CER) Markov 时 刻 + = r(w), E fr(w),w) 为 多 -可 
测 的 可 测 函 数 f = (jw))t>o 所 组 成 . 

C) 在 一 般 的 不 对 (M) 附加 轨 线 的 光滑 性 条 件 的 情形 下 , 简单 函数 集合 & 在 可 
WRR f = (ftw), Fejzo 的 空间 L2 中 稠密 , 其 中 f 满足 条 件 (7), 并 在 下 列 意义 
下 可 料 . 

先 设 X = (Xn, Fn)n>1 是 某 个 给 定 在 随机 基底 上 的 随机 序列 . 对 应 于 标准 定义 
(参见 第 二 章 8 1b), 序列 X 的 可 料 性 意味 着 对 于 所 有 n z 1, 量 Xn 为 多,_1- 可 测 . 

在 连续 时 间 情 形 下 , 同样 有 (在 随机 基底 (Q, F, (Fiho P) ERU) 最 为 合适 的 可 
料 性 概念 如 下 . 

我 们 考察 空间 R, x Q 上 的 使 得 所 有 映射 (tw) ~ Y (to) 可 测 的 极 小 o- 代 数 
P, 这 里 (可 测 ) 函数 了 = (Y(t,w))szo,wen 有 (对 每 个 o € 9 的 关于 了 上 的) 左 连 续 的 
轨 线 , 并 且 对 于 每 个 上 > 0 为 多- 可 测 . 


定义 1. Ry x Q 中 的 子 集 的 ec- 代数 P 称 为 可 料 集 的 o- 代 数 . 


定义 2. 给 定 在 随机 基底 (0,.2,(2,), 50, P) 上 的 随机 过 程 X = QG(w))iso 称 
为 可 料 的 , 是 指 映射 (tw) ~ X(t,w) (= X«w)) 为 -可 测 . 


5. 所 引入 的 有 关 函 数 f 逼近 的 结果 可 用 来 类 比 布朗 运动 情形 , 对 于 每 个 M € 
H, (等 距 ) 定义 随机 积分 


"MUR n ” FUN, (9) 


积分 LG) 对 于 t > 0 于 是 可 借助 于 公式 
n= f " I(s < t)f(s,w)dM, (10) 
0 
来 定义 
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重要 的 是 要 强调 , 如 果 在 (M) 上 不 附加 光滑 性 条 件 (正如 在 条 件 A) 和 B) 中 那 
FE), 那么 所 引入 的 讨论 指出 , 在 M e 2€? 的 情形 下 , 随机 积分 I(f) = (Llf) 对 
于 任何 可 料 有 界 天 数 可 定义 . 

把 随机 积分 LCP) 的 概念 再 推广 的 下 一 步 在 于 考察 可 料 局 部 有 界 函 数 f 和 262. 
类 的 局 部 平方 可 积 款 ; 这 一 随机 积分 也 可 记 为 (f - X), 以 强调 对 它 导入 积分 的 过 
fe X. (WOR © 是 某 个 过 程 类 , 那么 我 们 说 , WHY = (i(w))zzo 属于 Hoc 类 ， 
是 指 可 求 得 Markov 时 刻 序列 (55,)n>1, 使 得 + T 00, 使 得 “停止 ”过 程 对 于 n > 1, 
Y™ = (Yia )t20 € X; 比较 第 二 章 81c 中 的 定义 .) 

如 果 (tn) 是 (对 于 局 部 有 界 函 数 f 和 M e 262. B9) 局 部 化 序列 , 那么 根据 上 
面 给 出 的 对 于 有 界 函 数 f 和 M e 20? 的 随机 积分 的 构造 , 定义 积分 f- M™ = ((f: 
M7*),)iso. 这 时 , 不 难看 出 , 对 于 不 同 的 n > 1, 下 列 协调 性 质 满 足 : (f -Mye = 
f: M7. 

由 此 得 出 , 存在 (精确 到 随机 无 区 别 ) 唯一 的 过 程 , 记 为 f- M = (f: M)9iso, 
对 于 所 有 n > 1, 满足 

(f-M)™ 2 f-M™. 

这 样 确定 的 过 程 fM = (f - Mio 属于 262, 类 (详情 参见 [250; 第 1 Be, 84q]), 

并 称 它 为 f 对 M 的 随机 积分 , 或 者 随机 过 程 积分 . 


6. 在 构造 局 部 有 界 可 料 函 数 f = f(t,w) 对 半 靳 x = (Xi, Fidiso 的 随机 积分 
fX 的 结局 性 的 一 步 基于 有 关 半 款 结 构 的 下 列 注 记 . 

根据 定义 , 半 款 是 表示 为 形式 (1) 的 过 程 , 其 中 A = (A, Feo 是 有 界 变 差 过 
e, 即 fo |dAs(w)| < oo, t» 0,0 € Q DUX M = (Mi, Fi) 是 局 部 款 . 

—7— RBS A S ES RET, 每 个 局 部 款 有 (一 般 来 说 , 不 是 唯一 的 ) 分 解 


Mi = Mo + M; + My, t>0, (11) 


其 中 M' = (Mi, F:)i>0 Al M" = (MY, Fipo ERRE, Mj = My =0, IFAM" 有 
有 界 变 差 ( 记 为 M" € Y), 而 M' e 262.. (参见 [250] 中 的 第 工 章 的 命 古 4.17.) 
这 样 , 每 个 半 款 X = (Xt, 多)z>o 可 表示 为 下 列 形式 : 


X, = Xo + A, + Mj, (12) 


其 中 4 = A M" 以 及 M' € #2 


loc: 


对 于 局 部 有 界 函 数 f (对 于 每 个 wen) 定义 Lebesgue-Stieltjes 积分 





„A= s,w)d A, 13 
(f A’) fat w) (13) 
而 如 果 函 数 / 同时 还 是 可 料 的 , 那么 定义 随机 积分 (FM); 自然, 还 可 令 

(f- X) =F A) (f MPs, (14) 
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来 定义 积分 (f - X). 

为 使 这 样 的 随机 积分 定义 准确 , 当然 要 指出 , 它 的 值 (精确 到 随机 无 区 别 ) 不 依 
束 于 表示 式 (12) 的 特殊 性 ; BN, 如 果 同 时 还 有 X = Xo + Ar + Ma, 使 得 A € v, 
M E Hio 那么 

f-Al+f-M' =f-A+f-M. (15) 


对 于 基本 函数 f 来 说 , 这 个 性 质 显然 , 而 再 由 线性 性 , 它 也 对 简单 函数 (f € e) 
保持 成 立 . 如 果 函 数 f 为 可 料 且 有 界 , 那么 它们 可 用 简单 函数 fn 来 逼近 , 使 得 f, 
逐 点 收敛 于 f. 利用 这 一 事实 和 局 部 化 程序 , 我 们 得 到 所 要 求 的 性 质 (15). 


注 3. 关于 上 述 断 言 的 证 明细 节 以 至 对 半 蒜 (包括 取向 圣 值 的 半 款 ) 的 随机 积分 
的 各 种 其 他 构造 , 参见 例如 , [248], [250], [303] 以 及 后 面 第 七 章 的 $1a. 


7. 余下 的 是 要 指出 局 部 有 界 函 数 f 对 半 著 的 随机 积分 的 某 些 性 质 (参见 [250; 
第 1 BE) 中 的 性 质 (4.33)-(4.37)): 


(a) f -X EFR; 

(b) 映射 了 ~ fo X 是 线性 映射 ; 

(c) 如 果 X 是 局 部 款 (X € Moc), 那么 fX 也 将 是 局 部 款 ; 

(d) 如 果 X ez 那么 随机 积分 将 重合 于 Stieltjes 积分 ; 

(e) (f-X)o 2 0 UR f - X =f - (X — Xo); 

(f) A(f-X)= fAX, 其 中 AX, = X,— Xia 

(g) WOR g 是 可 料 局 部 有 界 函 数 , 那么 g- (f X) = (gf): X. 

我 们 还 要 特别 区 分 出 下 列 关 于 随机 积分 号 下 的 极限 过 渡 可 能 性 的 (Lebesgue 控 
CO RE FBI) 结果 : 

(h) 如 果 on = 9, (t, w) 是 可 料 过 程 列 , 它 逐 点 收敛 于 9 = g(t,w), 并 且 |on(t,w)| < 
G(t,w), 其 中 G = (G(t,v))so 是 某 个 局 部 有 界 可 料 过 程 , 那么 按 测度 收敛 gr- X 一 
g- X 成 立 (在 任何 有 限 区 间 上 是 一 致 的 ): 


sup |gn - X —g-X|>0. (16) 
sgt 


8. 联系 上 述 可 料 函数 f AER x 的 随机 积分 f- X 的 构造 , 自然 产生 是 否 可 
能 借助 于 更 简单 的 诸如 “Riemann 积分 ”观念 那样 的 程序 的 问题 . 
在 这 方面 , 左 连续 函数 f = (f(t,ww))szo 的 情形 使 人 感 兴趣 . 
为 了 陈述 相应 的 结果 , 我 们 引入 下 列 定 义 ([250; 第 工 章 , 84d.]). 
WHT n>1ik 
TO = (709? (m), m z1) 


是 Markov 时 刻 70) (m) 的 族 , 并 在 集合 (70) (m) < oo 上 满足 r0? (m) < c? (m 十 
1). 
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我 们 将 说 , 序列 TU), n > 1 dk Riemann 序列 , 是 指 对 于 每 个 teER+ Alw cQ, 
sup[r? (m 十 1) At—7™(m) A t] — 0. (7) 
我 们 把 随机 积分 (f - X), RACH TU). Riemann 3& 38: 


TM (FX) = So Frm), w)[X r (m+) At ^ Xromat) (18) 


T 


果然 , 在 过 程 f = (Stw), Fejzo 有 左 连续 轨 线 时 , 所 引入 的 TO?-Riemann 38 YT 
TOX(f - X) 在 每 个 有 限 区 间 [0, (t > 0) 上 按 测度 一 致 收敛 于 f- X: 


sup |? (f - X), — (f - X),| > 0. (19) 
uct 
证 明 非 常 简单 . 令 


ftu) = V f(r? (m), wlt, w): 9 (m) « t € r0? (m+ 1)). (20) 


m 


函数 f™ = f(t,w) 可 料 , 且 逐 点 收敛 于 f, 因为 f 左 连续 . 
设 K, = sup [fel 显然 , 过 程 K = (Ke Fe) 左 连续 , 局 部 有 界 , H |f?| « K. 


PE, 根据 性 质 (h), 
sup |(f X), - (F -Xu 2,0, 
以 及 所 要 求 的 断言 (19) 由 察觉 TOF. x) = f™. x 而 得 到 . 


85b. Doob-Meyer 分 解 . «MER. 二 次 变 差 
1. 在 离散 时 间 情 形 下 ,有 ELH,| < oo (n > 0) 的 (任意 0) 随机 序列 H = (Hn, Fn) 
的 “ 款 ” 分 析 的 重要 手段 是 Doob 分 解 
A, = Ho + Ant Mn, (1) 


其 中 4 = (An, Fn—1) 是 可 料 序列 , 而 M = (Mn, Fn) ER (参见 第 二 章 81b 中 的 公 
式 (1)-(5)). 

在 连续 时 间 情 形 下 (对 于 下 款 ) 恰好 起 着 相应 作用 的 是 Poob-Meyer 分 解 , ES 
随机 积分 概念 一 起 成 为 对 于 半 拷 的 随机 分 析 的 基础 . 

i H = (Hi, .Fi)iz0 FET R, 即 它 是 有 F,- AMAT AAA H: (t > 0) 的 随机 过 
fi, 并 且 它 有 cadlag ( 右 连 左 极 ) 轨 线 , 以 及 满足 下 款 性 质 : 


E(H;| Fs) 2H, (P-as.), s<t. (2) 
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我 们 将 说 , 任意 的 随机 过 程 Y = (YY)two 属于 Dirichlet 类 (D) 是 指 


supE(IYZI(Y-| 2 )) 0 c= o, (3) 


其 中 sup 对 所 有 有 限 Markov 时 刻 来 取 . 换 句 话说 , 随机 变量 族 
{ 玉 :7 是 有 限 Markov 时 刻 } 
是 一 致 可 积 的 . 
定理 1 (Doob-Meyer 分 解 ). 每 个 (D) KOI FR H 有 ( 且 仅 有 ) 分 解 
H, = Ho + Ai + Mai, (4) 
其 中 4= (A, Fi) XH EA <œ, t> 0, Ao — 0 的 可 料 递增 过 程 , 而 M = (Mi, Fa) 
是 一 致 可 积 款 . 


由 关系 式 (4) 可 见 , 每 个 (D) 2€ PRE, 并 且 有 这 样 的 性 质 : 过 程 4 属于 
类 Y (参见 85a 中 的 第 6 点 ), HETA. 

这 一 状况 是 在 半 著 X = (Xi, Fieve 的 类 中 区 分 出 一 个 特殊 半 著 子 类 的 基础 , 对 
于 这 一 子 类 , 存在 有 可 料 过 程 A = (Ar, Fe) 的 表示 式 (4). 

在 离散 时 间 情 形 下 , Doob 分 解 具 有 唯一 性 (参见 第 二 章 81b). 完全 一 样 , 如 果 
对 于 特殊 半 著 有 两 个 带 可 料 有 界 变 差 过 程 的 表示 式 (4), 那么 这 两 个 表示 式 重合 . 

有 益 的 是 还 要 察觉 到 , 其 实 , 每 个 特殊 半 靳 是 两 个 局 部 下 蒜 (或 者 与 此 相等 价 ， 
Jae ERR) 之 差 . 


ik 1. Doob-Meyer 分 解 是 “ 款 论 ”中 很 难 的 结果 . 这 里 不 引入 它 的 证 明 (参见 例 
如 , [103], [248], [303]), 而 只 停留 在 阐述 它 怎样 可 能 从 对 于 离散 时 间 的 Doob 分 解 出 
发 而 得 到 . 

X= (Xi, Fejzo 是 下 载 , X(^) = KM, FM iso 是 它 的 离散 A- 通 近 , H. 


Xf?) = = Xu AJA: go = S/AJA- 
根据 对 于 离散 时 间 的 Doob 分 解 ， 
XM) = Xo+ AU? + MOM, 


其 中 
[£/A] 
^ A) (A) (A) 
AY = Aaa = DEKE — Xi DA S0 A) 


i=l 
[t/AJA 
TUN xf E (X[s/AJA+A — X[s/aja | Fissaja) ds. 
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因此 , 自然 期 竺 在 Doob-Meyer 分 解 中 出 现 的 不 减 可 料 过 程 4 = (Az, Fejzo 能 
以 下 列 方 式 求 得 : ， 
Ar = lim = f E(X.4A — X. | F,)ds; 


如 果 这 样 的 过 程 确定 , 那么 余下 要 做 的 全 在 于 证 明 , 补偿 过 程 X-A = (Xt 一 Ai, F)ez0 
是 一 致 可 积 款 . 

由 上 所 说 也 就 变 得 很 清楚 , 为 什么 在 Doob-Meyer 分 解 中 , 过 程 A = (At, Fi):>0 
PKA FRR X 的 补偿 量 . 

2. 由 Doob-Meyer 分 解 可 导出 若干 有 益 的 推论 (参见 [250; 第 1 章 , 83b]), 其 中 
我 们 注意 到 如 下 一 些 : 

推论 1. 每 个 有 Xo = 0 的 有 界 变 差 可 料 局 部 闭 X = (Xi, Fijezo 随机 无 区 别 于 
零 . 

推论 2. 设 A = (At, Filipo 属于 Ao 类 , 即 它 是 局 部 可 积 过 程 . 那么 存在 ( 精 
确 到 随机 无 区 别 ) 唯一 的 称 为 4 的 补偿 量 的 可 料 过 程 A = (Ae Fejzo, 使 得 A 一 A 
AERE. 如 果 同 时 还 有 过 程 4 不 减 , 那么 补偿 量 4 也 将 不 减 . 

3. 我 们 转向 半 著 的 二 次 变 差 和 二 次 协 变 差 的 概念 , 它们 在 随机 分 析 中 起 着 重要 
作用 . (这 些 半 著 的 特征 例如 将 明显 出 现在 下 面 (85c) 导出 的 It6 公式 中 .) 

在 离散 时 间 情 形 下 , 款 的 二 次 协 变 差 已 经 在 第 二 章 的 8lb 中 引入 . 

在 连续 时 间 情 形 下 , 这 个 定义 可 如 下 推广 . 

定义 1. 对 于 两 个 半 款 X ALY, 如 下 定义 的 过 程 [X,Y] = (X, Y it, Fi)izo 称 为 
它们 的 二 次 协 变 差 : 


t t 
[X, Y], 2 XY, — | X, dY, — f Y, dX, — XoY). (5) 
0 0 


(我 们 察觉 , 在 (5) 中 出 现 的 随机 积分 有 定义 , 因为 左 连续 过 程 (X,_) 和 (Y) 是 局 
部 有 界 的 .) 
定义 2. WFR X, 如 下 定义 的 过 程 LX, X] = (X, Xh, Fejzo 称 为 它 的 二 次 
变 差 : ， 
[X, Xh = X? 一 2 | X, dX, — X2. (6) 
0 


对 于 LX, X] 也 使 用 记号 [X]; 比较 第 二 章 81b 中 的 (10). 
我 们 察觉 , 由 定义 (5) 和 (6) 立即 导出 “ 极 化 ”关系 式 : 


[X,Y] = (X +Y, X +Y] -|X - Y. X - YJ). (7) 


1 
4 
下 列 讨论 回答 了 为 什么 [X,Y] 和 [X, X] 称 为 二 次 协 变 差 和 二 次 变 差 . 
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HT”, n> 1, 是 Riemann 序列 (参见 §5a 中 的 第 8 点 ), 并 且 


gi” (X, Y) 一 》 (Kem qx m Xm mat (Y, GO(m-c1)^t 一 Yr (mat) 
n 一 oo, 


于 是 对 于 每 个 t 0, 
sup |SP (x, Y) — [X,¥]ul ^ 0, 
ust 
no OQ. 


sup|S(? (X, X) — [X, X],| Š 0, 
ust 


特别 是 ， 
为 证 明 (10) 上 只 需 注意 到 (参见 (6)) 
SX, X) = X2- x2 -2T™ (X_- X), 


以 及 根据 性 质 §5a 中 的 性 质 (19), 
TO(X .X)o(X.-X)h.- n X, dX, 
0 





(14) 


Brei (9) 由 (10) 和 “ 极 化 ”关系 式 (7) 来 得 到 . 
4. 由 (10) 可 见 , 过 程 [X,X] 不 减 . 由 于 这 是 càdlàg ( 右 连 左 极 ) 过 程 ， 故 
[X, X] e V+, 而 这 就 是 说 , (由 (7)) 过 程 [X, Y] e Y, 即 它 有 有 界 变 差 , 
后 一 事实 与 公式 (5) 一 起 可 证 明 下 列 结果 : 任意 两 个 半 蒜 的 乘积 也 是 半 蒜 . 
公式 (5) 可 改写 为 下 列 形式 
t t 
XX Xov | xao | Y ax. pov). (12) 
0 0 
其 中 过 程 [X,Y] 由 (7) REM, 它 可 看 作 采 用 直观 形式 的 对 于 半 款 的 分 部 积分 公式 ; 
(13) 


d(XY) = X dY +Y_dX +d[X,Y]. 


如 果 写 成 微分 形式 , 那么 它 变 为 : 
显然 , 这 个 公式 可 看 作 下 列 对 于 序列 瑟 = (Xn) ALY = (Yn) 的 经 典 关 系 式 的 半 


A(XnYn) = Xn-1AYn + Ya AX + AXpAYy. 
在 关于 X MY 的 不 同 假定 下 可 求 得 许多 二 次 协 变 差 和 二 次 变 差 的 性 质 , 例如 ， 


SEI: 


Ta (250; 第 1 Bt, 84e]. 


我 们 只 注意 其 中 的 有 关 Y e Y 的 某 些 性 质 : 
a) IRER: x x Y 之 一 连续 , 那么 [X,Y] = 0; 
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b) 如 果 x EFR, Y 是 有 界 变 差 可 料 过 程 , 那么 
[X,Y] = AY- X 以 及 KXY=Y-X+X_.-Y; 


c) WR Y 是 可 料 过 程 , X 是 局 部 加 , 那么 [X,Y] RRR, 
d) A[X, Y] = AX AY. 


5. 除了 所 引入 的 经 常 被 形象 地 称 为 “ 方 括号 ”的 过 程 [X,Y] 和 [X, X] 以 外 , 在 
随机 分 析 中 起 重要 作用 的 还 有 下 面 引 入 的 称 为 “ 角 括 号 ”的 过 程 (X,Y) 和 (X, X). 

设 M = (Mi, Fi)tz0 是 2€? 类 的 平方 可 积 款 . FE, 由 Doob 不 等 式 (参见 例 
如 , [303]; 对 于 布朗 运动 情形 参见 83b 中 的 (36))， 


Esup M? < 4supEM? < oo. (15) 
t t 


由 此 导出 , (根据 Jensen 不 等 式 ) 过 程 M? AT BR, HEF (D) 类 . 于 是 由 Doob-Meyer 
分 解 得 到 , 存在 不 减 的 可 料 可 积 过 程 , 记 为 (M, M) 或 者 (M), 使 得 差 M? — (M, M) 
是 一 致 可 积 园 . 
fr M e 562. 的 情形 下 , 对 应 的 局 部 化 使 得 我 们 可 断定 , 也 存在 不 减 可 料 过 程 ， 
再 记 为 (M, M) 或 者 (M), 使 得 M? — (M) 是 局 部 平方 可 积 款 . 
如 果 有 两 个 22, EHR M AN, 那么 它们 相互 间 的 “ 角 括 号 ”(M, N) 用 下 列 
公式 来 定义 : 


(M,N) = Ż((M +N, M + N) - (M - N,M - N). (16) 


HIRA W, (M, N) 是 有 界 变 差 的 可 料 过 程 , 并 且 MN — (M,N) 是 局 部 识 . 

由 公式 (5) 得 到 , MN — [M,N] 也 是 局 部 款 . 因此 , WRR M 和 N 属于 A, 
类 , 那么 [M,N] — (M, N) EARE. 

对 应 于 第 2 点 中 的 推论 2, 可 料 过 程 (M, N) 称 为 过 程 [M, N] 的 补偿 量 . 这 时 ， 
经 常 运 用 下 列 记号 : 

(M, N) = [M,N]. (17) 

ik 2. 在 离散 时 间 情 形 下 , 对 于 平方 可 积 款 M = (Mn, Fn) 和 NN = (Nn, Fn), 对 

应 的 序列 [M, N] 和 (M, N) 由 下 列 公 式 来 定义 


[M, N]n => AMAN; (18) 


k=1 
以 及 a 
(M,N)n = >) E(AM ANE | Fe-1), (19) 
k=1 


其 中 AM; = My — Mya, ANg = Nu — Ny a. (比较 第 二 章 81b.) 
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公式 (19) 暗示 , 在 连续 时 间 情 形 下 , 一 种 虽 是 形式 、 却 很 直观 的 二 次 协 变 差 的 
记 法 是 | 
(M, Ny = | EMAN, F.). (20) 
0 
(比较 第 1 点 最 后 的 注 1 中 的 对 于 A, HASSE.) 


6. 余下 的 是 要 对 于 半 著 定义 “ 角 插 号 ”以 及 它 与 “ 方 括号 ”的 联系 问题 . 

dX = (Xi, Fi)i>0 是 有 分 解 为 X= Xo+ M+ 4 的 半 拷 , 其 中 M Bae 
(M € Mo.) 以 及 A 是 有 界 变 差 过 程 (4 € Y). 

除了 上 面 已 经 用 过 的 局 部 款 M 的 表示 式 M = Mo + M’ + M” 以 外 ,其 中 
M" € Y n Moc, M' € He n Moc (参见 $5a 中 的 (11)), 每 个 局 部 著 M 可 (唯一 ) 
表示 为 下 列 形式 : 


M = Ms - M* +M’, (21) 
其 中 M° = (Mf, Fijipo ERRER, MI = (MP, Z)so Je PETRUM RE. (局 部 
Ph ox 称 为 纯 间 断 的 , 是 指 Xo = 0, 并 且 它 正 交 于 所 有 连续 款 Y, BU XY PRR, 
详情 参见 [250; 第 1 BE, §4b].) 
因此 , ETER x 可 表示 为 下 列 形式 : 
X — Xo 4- M* - M? 4- A. 


尤其 引 人 注 目的 是 , XI-F2ESR x Sepia E HA Me 唯一 确定 (这 是 Doob- 
Meyer 分 解 的 推论 ; 详情 参见 [250; 第 1 Bf, 4.18 和 4.27]), 这 就 说 明 为 什么 一 般 都 把 
tue xe. 

可 以 证 明 ([250; 第 1 39, 4.52]), 如 果 x fo gh, 那么 


LX, X], = (X5, X^. + > (AX)? (22) 


并 且 如 果 x 和 了 FEAF BR, 那么 (其 中 (X,Y): = (XY?) 


[X,Y]: = (X,Y): + 3 AX,AY,. (23) 
st 
ik 3. HRE M 来 说 , 对 于 每 个 上 > 0, 
》 (AM) «oo (Pas) (24) 
sxt 
并 且 过 程 
(M, M] € Aoc- (25) 


(参见 例如 , [250; 第 I 3€, 84b.) 
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由 于 对 于 有 界 变 差 过 程 A, 30. (AA? < oo (P-as.), t > 0, BOUT RETE RR 
X=Xo+M+A, 
> (AAS! «oo (Pas) t>0. (26) 


st 
因此 , 考虑 到 (24), 
S (AX. «oo (P-a.s.), t>0. 


sxt 


从 而 , (22) 和 (23) 的 右 端 有 定义 , HARE (P-a.s.). 
$5c. BRAY It6 公式 . 某 些 推广 
1. 定理 (tô Ask). 设 过 程 
X = (X!,.--,X4) 


Hd ER, F = F(z, ,za) 是 R? 上 的 0? 类 函数 . 
那么 过 程 F(X) tL FR, 且 


FOOD = F(Xo)+ DDiF CX) X 5 35 (Diy PA) (X+, x9) 





i<d $,4&d 
十 》 | F(X.) - ) - So DiF(X.-)AX} (1) 
sxt i<d 
OF OF 
其 中 DF = dn, Di; F = Did 


证 明 可 在 许多 随机 分 析 的 专 著 中 找到 (参见 例如 , [103], [248], [250]). 

2. 我 们 讨论 两 个 能 显示 It6 公式 在 各 种 随机 分 析 问 题 中 的 效率 的 例子 . 

fij 1 (Doléan 方 程 和 随机 指数 )， 设 X = (Xe, Foo 是 给 定 的 半 团 ， 考 察 在 
cadlag 过 程 ( 右 连 左 极 过 程 ) 类 中 求 下 列 Doléan 方程 的 解 Y = (Yi, Fijezo: 


Y, cie f v ax, (2) 
该 方程 也 可 写成 微分 形式 : 
dY =Y_dX, Y=1. (3) 
对 下 列 过 程 
X} = X,— X9 — 了 (Xe X?) 


= TI a+ ax.je 4%,  xi-L (4) 


O<sxt 
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VAR PRX F(ri 22) = ezl .za 应 用 Ito 公式 , 可 验证 , 过 程 


E(X) = F(X}, X?), t 20, 


即 过 程 
E(X) = (E(X)t, Ft)izo (5) 
有 
e) = ert Xo- 8 (XX Je I] (1 + AX,)e- A*s, (6) 
O<s<t 
是 
1) “FBR, 


2) 满足 Doléan 随机 方程 (2); 
尤其 是 , 在 有 cadlag 轨 线 的 过 程 类 中 , 称 为 (Doléan) 随机 指数 的 过 程 E(X) 是 方程 
(2) 的 (精确 到 随机 无 区 别 的 ) 唯一 解 . (对 于 复 值 半 著 情形 下 的 证 明和 推广 参见 [250; 
5B I BE, 84f].) 
例 2 (Lévy 定理 ; 83b). i X= (Xe F)t>0 是 有 OX) =t WE ey BR MA 
X 是 布朗 运动 . 
为 了 证 明 这 点 , 我 们 考察 函数 F(a) = er, 并 运用 It6 公式 (对 实 部 和 虚 部 分 别 
应 用 ). 于 是 我 们 求 得 
i 和 Xt __ ; ' iAX, E x ei^ Xs ds 
e -1+ f e dX, > | ds. (7) 


积分 fo e^ dX, ERBER. 令 Tn = infft: Xi 2 n], 并 设 E(; A) 为 对 集合 4 
的 平均 . 于 是 如 果 A € Fo, 那么 由 (7) 可 得 ， 


. 入 2 tatn . 
E Xin. A —1-— s*( 1AXs d i4) . 
(e )21 5 f e s (8) 
由 此 当 一 co 时 , 对 于 falt) = E(e***; A), t > 0, 我 们 得 到 关系 式 
2 t 
fa(t) 一 1 一 sf fA(s)ds, t20, (9) 
0 


并 且 很 明显 , |fa(t)| <1 以 及 f4(0) = P(A). 
满足 所 述 条 件 的 方程 (9) 的 唯一 解 是 


f(A) =e7*¥*P(A). (10) 


E(e?** | Fo) = e Ft. 





5. ERE 





类 似 地 可 指出 , 对 于 任何 s < 


E(N X-X) | F) = e- X (t-s), 


(11) 


因此 , 过 程 X = (Xn Fa)iso 有 独立 高 斯 增 量 , E(X,—X,) = 0, E(X,—-X,)? = t-s. 


联系 轨 线 的 连续 性 假定 , 由 此 得 到 , X (由 定义 ; 参见 81b) 是 布朗 运动 . 


3. Itó 公式 是 随机 分 析 的 重要 工具 , 它 在 各 个 方向 上 都 有 推广 : SEHE (参见 例 


如 [299]), 非 光滑 函数 F = F(X, Xa) 等 等 情形 . 


这 里 我 们 依照 [166], 对 于 d= 1, X 是 标准 布朗 运动 B = (Bizo 的 情形 引入 这 


一 方向 上 的 一 个 结果 . 


F(a) - F0) + f fdy; 
这 里 我 们 将 假定 (可 测 ) 函数 f = f(y) 属于 类 L2, (R1), B 


f (zjdz < oo 
lzls 天 
对 于 每 个 K > 0 成 立 . 


我 们 察觉 , 无 论 是 过 程 FLB) = (f(Bi)):>o， 
ABA ABR, 因而 形 为 (1) 的 1t6 公式 不 能 应 用 . 
然而 , 在 [166] 中 指出 , 下 列 公式 成 立 : 


P(B) = FO)+ /7(BJdB。+ 5B), Ble 
其 中 [f(B), B] 是 过 程 FLB) 和 B 的 二 次 协 变 差 , 其 定义 如 下 : 
[f(B), B], = P- Jim 5 (FBico(m i) A0 一 f (Broo (mat) 


x (Broo (mp1) at 一 Bend (my at) , 


还 是 过 程 F = (F(B)):>o 


(12) 


(13) 


, 一 般 来 说 


(14) 


(15) 


KATO = (10) (m), m > 1), n 2 1, 是 满足 85a 的 第 8 点 中 所 引 人 的 性 质 的 (确定 


性 ) 时 刻 t (m) 的 Riemann 序列 . 


重要 的 是 要 强调 , 由 于 过 程 1(B) 一 般 来 说 不 是 半 拷 , 故 在 (15) 中 的 ( 按 概 率 P) 
极限 存在 是 一 个 非 平 几 的 事实 . 著作 [166] 的 结果 之 一 就 在 于 证 明了 这 个 极限 的 存 


在 . 
推论 1. 设 函 数 F(z) e C2. 那么 


[/(B), Ble = f f'(B, ds, 
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H LAX (14) € X Tt6 AX. 
推论 2. 设 函 数 F(x) = ||. 那么 [f(B), B]; = 2L,(0), HP 


1 t 
= li 一 一 < 
£4(0) = lim z- f 1(8.| < oa (16) 


它 是 在 区 间 [0,t] 上 布朗 运动 在 零点 处 度 过 的 局 部 时 间 . 因此 , 由 (14) 得 到 Tanaka 
公式 : 


t 
iB, = f Sen B,dB, + L(0) (17) 
0 
(比较 第 二 章 81b 中 的 例子 和 §3e). 


我 们 察觉 , 过 程 |B| = (Bel, Ft)epo FE FRR, 随机 积分 是 蒜 , LAR (0) = (4(0), Fa) 
是 连续 的 (而 这 就 是 说 它 也 是 可 料 的 ) 不 减 过 程 . 

因此 , 公式 (17) REESE FRR |B| 的 Doob-Meyer 分 解 的 显 式 .@ 

另 一 方面 , 再 设 d = 1, X 是 有 Hurst 参数 H e (4,1) 的 分 形 布朗 运动 BH = 
(BH):>0; 参见 82c. 与 前 面 一 样 , 令 T™ = (10? (m),m 2 1), n 2 1, 是 (确定 ) 时 间 
t9 (m) 的 Riemann 序列 . 

由 于 EJABBP? = At (参见 82c 中 的 (6)), 故 





2 
, H H 
因而 , 对 于 H e (4,1, 我 们 有 
2 
P- im > (Bivona ~ Bim 四 | =0 (8) 


对 于 按 概率 收敛 的 极限 成 立 . 


ik. 如 果 H = 4, 那么 相应 的 极限 等 于 t, 而 对 于 H e (0,4), 它 是 +00. 通常 称 
有 性 质 (18) 的 过 程 为 零 能 (zero-energy) 过 程 (参见 第 四 章 83a 的 第 6 点 ; 也 可 参见 
例如 , [166]). 

ib F = F(x) 是 CBAR, f(x) = F'(a). 

对 于 布朗 运动 B = (Boso, 我 们 有 


dF (Bt) = F'(Bj)dB, + Z F"(B) (dB), (19) 
(约定 (dB,)? = dt, 详情 参见 83d,) "EA HL MANERA FI ZA 


dF(B,) = F'(BodB, + Z P" (B)dt. (20) 





© ri E SA SER BS AER Fre XC epo. 一 一 译 者 注 
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性 质 (18) 对 于 参数 满足 <H <1 的 分 形 布朗 运动 BY = (BE),>o 也 保持 , 其 
中 作出 下 列 约定 看 来 是 完全 自然 的 : 


(dB;')? = 0. (21) 


(比较 §3d 中 的 (12)-(14).) 
如 果 我 们 在 展开 式 (19) 中 用 BE 取代 B, 那么 考虑 到 (21), 我 们 (在 这 一 步 仅 
仅 是 形式 上 ) 达到 表示 式 (重申 f = F’) 


dF (B;') = f(BP)dBz, (22) 
根据 随机 分 析 的 标准 约定 , 它 必 须 解 释 为 积分 形式 : 对 于 任何 s < t, 我 们 有 
F(BB) — F(BE) = f ' f(B™)aB" (P-a.s.). (23) 


我 们 现在 将 证 明 这 个 公式 , 为 简单 起 见 , 我 们 只 限于 讨论 Foe C? 的 情形 , 并 顺 
便 说 明 怎 样 来 解释 (23) 中 的 “随机 积分 ”. 
由 带 积分 形式 余 项 的 Taylor 公式 ， 


FG) - PG) + fa +] f(z — uydu. 
因此 ,正如 在 [166] 和 [299] 中 所 处 理 的 那样 , 对 于 每 个 TCO-XIAY, n > 1, 我 们 得 到 
F(BE) — F(B}) 
=> [F (Bien) =P (Biren om) 
= 52S (Binty) (Binenta) ~ Binon) + RP, (24) 
其 中 
R= [; menm p) (BE uci — u) du. 


BO) (on) 


很 清楚 , P (am IP (BRI < x) —1, 再 考虑 到 (18), 有 


2 
H H P 
tat) (mal) 一 BÉ se (on) — 0. (25) 


IRM| <t sup |P (BOL |B 


2 o<u< 





(24) 的 左 端 独立 于 n, 并 且 R 5 0, 因而 , ( 按 测度 收敛 意义 下 ) 存在 


lim zr (Be tAL™) (m) ) (BE co ome) 加 BE stoem) ) ? (26) 
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我 们 把 它 记 为 | 
n f(B3)apB, (27) 


并 称 它 为 关于 分 形 布朗 运动 BE = (BE) 50 (HE (4,1), f € C!) 的 随机 积分 
与 此 同时 , 这 些 论证 也 证 明了 所 要 求 的 公式 (23), 它 可 看 作对 于 分 形 布朗 运动 
的 16 公式 的 类 似 . 


例 3. 如 果 F(x) = z2, 那么 (23) 指出 , 对 于 参数 满足 2 <H <1 的 分 形 布朗 运 
3j BY, RITA 
d( BE)? = 2BBqpB. (28) 
我 们 记得 , 对 于 布朗 运动 B = BU?, 
d(B,)? = 2B,dB, + dt. (29) 
Gil 4. 如 果 F(x) = e", 那么 
d(eP*) = eB qpB + som dt. (30) 
对 于 布朗 运动 B = B12, 我 们 有 
d(eP*) = eP*dB, + reheat. (31) 
我 们 的 讨论 还 可 推广 到 几 个 分 形 布朗 运动 的 情形 . 例如 , 假定 
(Xo, Xi, e. , Xa) = (BE BE, e. , BB), 


其 中 Ho = i (因而 Bw 是 标准 布朗 运动 ), mM $< Hi < H <- < Ha <1 如果 
F = F(t,29,%1,--- za) € Ch? *, 那么 (比较 83d 中 的 (11) 


OF OF 182p 
dF = dt E +5 DE =z (dXo) d D» 5. dX. (32) 
例 5. 我 们 考虑 过 程 , 
$,— eH- P)ttooBe+o1 By (33) 


其 中 B = B1/2 是 标准 布朗 运动 , 而 BY 是 分 形 布朗 运动 , 且 3 < <1. 于 是 
一 (Stizo 可 看 作 下 列 随 机 微分 方程 的 解 : 


dS, = S,(udt + ood By + oid B®), (34) 


其 中 So = 1. (比较 84b 中 的 (2) 和 (4).) 
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1. 经 验 数据 .描述 它们 的 概率 统计 模型 . “标记 ”的 统计 


§1a. 金融 数据 的 搜集 和 分 析 中 的 结构 变化 


i. 回顾 时 间 金 融 数据 经 验 分 析 的 变迁 , 可 以 发 现下 述 状 况 . 

1970 年 代 以 前 , 在 基本 运作 中 的 数据 , 都 是 固定 在 大 时 间 区 间 上 的 数据 : 年 , 季 ， 
A, 周 . 这 里 (对 于 金融 指数 的 对 数 增 量 ) 出 现 的 典型 概率 统计 模型 , 是 随机 游 走 (S 
见 第 一 章 $2a), 自 回归 , 移动 平均 以 及 它们 的 组 合 等 等 类 型 的 模型 , 甚至 至 今 仍然 如 
Jt. 强调 这 样 一 点 是 重要 的 : 所 有 被 考察 的 模型 照例 都 是 线性 模型 . 

到 了 1980 年 代 , 为 进行 日 数据 分 析 , 出 现 了 非 线 性 模型 , 其 中 最 著名 的 是 4 RCH, 
GARCH 模型 以 及 它们 的 众多 改进 . 

1990 年 代 起 , 有 可 能 进行 一 日 内 的 数据 分 析 , 与 此 相 联 系 的 首先 是 电子 计算 机 
的 进步 以 及 信息 技术 (与 数据 记录 和 处 理 的 “纸张 ” 技术 相 比 ) 的 飞速 发 展 , 大 大 提 
遍 了 统计 信息 的 搜集 、 记录 、 存储 和 分 析 的 效率 , 可 以 说 , 它们 是 以 几乎 连续 的 方式 
来 进行 的 . 

2. 除了 已 经 成 为 常规 的 甚至 通过 日 报 出 版 和 在 电视 屏幕 上 观察 (例如 , 关于 汇 
率 、 各 种 指数 值 “开盘 ” 和 “收盘 ” 价 等 等 的 信息 ) 以 外 , 许多 信息 代理 机 构 (这 里 只 
EJLA: 路 透 (Reuters), 德 励 (Telerate), 奈 特 瑞 德 (Knight Ridder), $213 (Bloomberg) 
等 等 ) 持续 为 客户 发 送 包 含 各 种 各 样 内 容 的 数 以 百 万 字 节 计 的 信息 , 例如 , 有 关 即 时 
的 外 汇 买卖 价 (bid and ask prices), 以 及 出 现 这 些 价格 的 银行 名 称 和 所 在 地 的 信息 . 

例如 , 路 透 社 发 布 的 外 汇 (与 美元 (USD) 的 比价 ) 信息 , 从 了 点 27 分 以 后 , 立即 
从 显示 屏 上 可 看 到 (参见 [204]): 





0727 DEM RABO RABOBANK UTR  1.6290/00 DEM 1.6365 1.6270 
0727 FRF BUEX UECIC PAR 5.5620/30 FRF 5.5835 5.5588 
0726 NLG RABO RABOBANK UTR 1.8233/38 NLG 1.8309 1.8220 


这 里 : 0727 和 0726 是 银行 自己 发 布 的 格林 威 治 时 间 (GMT, Greenwich Mean 
Time); DEM, FRF, NLG 是 外 汇 的 缩写 (德国 马克 , HEEB, 荷兰 盾 ); RABO 和 
BUEX 是 分 别 是 在 乌 得 勒 支 (Utrechet, UTR) 的 荷兰 合作 银行 (RABOBANK) 和 在 
巴黎 (PAR) 的 UECIC 银行 的 缩写 ; 1.6290 是 买 人 价 (bid price); 买 人 价 后 面 的 “00” 
意味 着 卖 出 价 (ask price) 是 1.6300; 1.6365 和 1.6270 是 过 去 一 天 直到 7 点 27 分 的 
最 高 价 和 最 低 价 . 第 三 行 中 的 “0726” 是 指 RABOBANK 在 7 xà 26 分 关于 蓓 兰 盾 
发 布 (或 表示 意向 ) 自己 的 报价 为 (1.8233/38), 至 少 在 一 分 钟 中 没有 一 个 银行 (包括 
RABOBANK) 发 布 新 的 报价 . 

如 果 取 时 刻 to = 7 点 27 分 为 时 间 起 点 , 那么 用 德国 马克 购买 一 美元 的 价格 (ask 
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price) S* = (DEM/USD)?, 


se- (PEM) tato 
USD /, 


将 如 同 图 28 中 所 画 出 的 那样 (比较 18 页 的 图 6). 


SF 





1.6310 m 

1.6300 

1.6290 一 一 一 一 

1.6280 -一 一 一 一 一 | 

1.6270 L 

十 一 上 一 二 

to Tı T2 T3 T4 t 
图 28 汇率 Se = (Zap), (t > to) 的 性 态 


换 句 话说 , (在 区 间 fto 71) 上 的 ) 某 个 时 间 , 价格 S? “停留 ”在 同一 个 水 平 上 , 即 
它 不 变 ; 然后 在 时 刻 发 生变 换 , 或 者 如 常 说 的 那样 , 产生 标记 (tick), 它 是 某 个 银 
行 在 时 刻 n 发 布 的 新 报价 S54 , 如 此 等 等 . 

这 里 立即 产生 两 个 问题 : 
(I) 标记 之 间 的 区 间 (riii — rx) 的 长 度 的 统计 量 是 怎样 的 ; 
an 价格 值 变化 (绝对 量变 化 Se,- Se 或 相对 量变 化 S"，,/S2 ) 的 统计 量 是 怎样 


Tk--1 Tk41 
的 . 


由 所 获得 的 数据 来 提取 这 些 信息 是 汇率 和 其 他 金融 指数 演变 统计 分 析 的 首要 问 
题 , 这 些 金融 指数 随时 间 的 动态 变化 在 许多 情形 , 正 是 带 有 如 上 图 所 示 那 样 的 特征 . 

当然 , 很 明显 , 这 样 的 统计 分 析 有 其 构造 卖 出 价 过 程 (S2), KAMAE (S2) 等 
等 的 概率 统计 模型 的 目的 , 以 及 重要 的 是 , 最 终 来 理解 金融 指数 的 演变 和 价格 形成 
的 机 制 , 以 及 建立 对 未 来 价格 运动 的 预测 . 

不 能 不 注意 到 , 统计 信息 的 搜集 、 记录 储存、 处理 , 以 至 制作 成 便于 高 速 提取 
的 形式 , 是 非常 费事 的 , 没有 高 技术 是 不 可 能 达到 的 . 但 是 , 同样 明显 的 是 , 享有 统计 
处 理 的 结果 并 有 可 能 运作 运用 它们 , 这 对 于 在 证 券 市 场 中 的 运营 : 构建 各 种 项 目 、 证 
券 等 等 的 有 效 组 合 , 合理 投资 , 有 着 不 可 估量 的 好 处 . 


3. 当前 的 几乎 不 间断 地 搜集 和 获取 统计 信息 的 技术 可 能 , 揭示 了 金融 指数 性 态 
的 极为 混乱 不 卉 地 随时 间 展开 的 高 频 特征 . 

这 种 高 频 特征 在 离散 化 时 (无 论 是 按时 间 , 还 是 按 相 变量 ) 消失 . 这 样 , 在 金融 数 
学 中 出 现 “ 高 频 ” 争 论 , 正 是 由 这 种 几乎 不 间断 获得 统计 信息 的 新 可 能 所 引起 的 , 并 
且 也 正 是 这 种 搜集 待 处 理 的 信息 的 现代 技术 与 随时 间 变 化 的 高 频 特 征 一 起 , 允许 揭 
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示 金 融 指数 动态 变化 中 的 一 系列 专 有 的 特点 , 其 中 我 们 注意 到 例如 有 (这 里 我 们 不 
追究 其 细节 D): 
金融 指数 值 形成 的 非 线性 特征 以 及 表现 为 许多 指数 、 价 格 等 等 “ 记 住 ” 
过 去 的 后 效 . 


4. 为 了 表达 高 频 性 , 也 就 是 , 如 同 在 上 图 中 所 描述 的 演变 的 外 汇 汇率 中 出 现 
标记 次 数 的 强度 , 同时 也 为 了 表达 统计 数据 的 海量 , 我 们 引用 在 本 页 脚注 中 提 到 的 
“Olsen & Associates” 研 究 所 的 数据 ; 参见 [91] 和 [204], 也 参见 [90]. 

在 1987.1.1—1993.12.31 期 间 , (根据 路 透 社 的 数据 ) DEM/USD 汇率 变化 (标记 ， 
ticks) F 

8 238 532 
次 . 其 中 1466946 次 标记 发 生 在 1992.10.1 到 1993.9.30 的 一 年 左右 . 同样 在 这 一 时 
期 , 对 于 汇率 JPY/USD 记录 了 570814 次 标记 . (也 参见 $1b 中 的 表 .) 

关于 这 些 数据 的 高 频 特 征 可 如 下 判断 :在 典型 的 交易 日 时 间 中 , 汇率 DEM/USD 
平均 发 生 4.5 千 次 标记 , 而 IPY/USD 的 标记 发 生 2 千 来 次 . 在 1994 年 7 月 的 某 天 ， 
DEM/USD 的 标记 量 为 o 千 次 左右 , 每 分 钟 发 生 15-20 次 标记 . (平常 一 天 的 每 分 钟 
平均 发 生 3-4 次 标记 .) 

一 般 来 说 ,值得 注意 的 是 ， 在 各 种 货币 中 ， 变 化 最 激烈 、 频 率 最 高 的 是 汇率 
DEM/USD. 有 益 的 是 还 要 考虑 到 , 各 个 代理 机 构 所 提出 的 报价 ( 即 买卖 价 ) 不 是 具 
体 交 易 时 真实 的 交易 价 (transaction prices)， 那 种 数据 , 以 至 交易 量 的 数据 , 就 我 们 
所 知 , 很 难 获得 . 


5. 其 实 , 许多 其 他 金融 指数 也 有 所 介绍 的 有 关外 汇 汇率 的 类 似 特征 . 在 [127; 第 
284 页 ] 中 的 叙述 可 作为 一 个 例子 , 其 中 引进 的 是 1992 年 3 月 2 日 在 法 兰 克 福 股 票 交 
易 所 (Frankfurt Stock Exchange) 中 从 开盘 时 刻 到 10 点 30 分 的 “西门 子 (Siemens)” 
公司 的 股票 价格 的 “一 日 内 ”的 性 态 图 像 . 性 态 特征 与 上 面 介 绍 的 图 像 一 样 , 即 价格 
在 某 个 时 刻 “ 停 留 ” 在 一 个 水 平 , 然后 , (在 一 个 随机 时 刻 ) 改变 自己 的 值 . 


6. 大 量 涉 及 股票 价格 “标记 ”信息 的 统计 资料 可 在 [217] 中 得 到 . 

有 关 各 种 证 券 (包括 股票 、 债 券 ) 指标 各 种 各 样 的 信息 例如 可 在 以 下 机 构 获 得 : 
ISSM - Institute for the Study of Securities Markets (证 券 市 场 研究 所 )， 
NYSE - New York Stock Exchange (纽约 股票 交易 所 ). 


DRAR [393|].“ 第 一 届 高 频 金 融 数据 国际 会 议 (The First International Conference - HFDF- 
D" FE FH "Olsen & Associates” 应 用 经 济 学 研究 所 (Research Institute for Applied Economics) 所 组 
织 的 (1995 年 3 月 29—31 日 于 瑞士 苏黎世 ). 在 这 次 会 议 上 , C. A. E. Goodhart 和 M. O'Hara 所 
作 的 导论 性 讲演 “金融 市 场 上 的 高 频数 据 : 成 果 和 应 用 (High Frequency Data in Financial Markets: 
Issues and Applications)” 以 其 对 新 效应 、\ 特点 s 结果 及 其 解释 以 及 可 能 的 研 究 方 向 的 描述 ， 给 出 了 
极为 精彩 的 介绍 . 
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Berkeley Options Data (伯克利 期 权 数据 ) 提供 期 权 的 买卖 价 数据 (ask and bid 
prices), 而 在 CBOE (Chicago Board of Options Exchange, 芝加哥 期 权 交 易 所 ) 则 提 
供 即 时 价 ; 在 Commodity Futures Trading Commission (CFTC, 商品 期 货 交 易 委 员 
会 ) 可 获得 美国 的 期 货 市 场 数据 . 美国 的 股市 瞬时 价 例如 可 在 M. T. T. ( 麻 省 理工 学 
院 ) 的 Artificial Intelligence Laboratory (人 工 智能 研究 所 ) 中 获得 


(http://www. stockmaster.com). 


$1b. 关于 汇率 统计 数据 的 “地 理 ” 特 点 


1. 不 同 二 比如 进行 股票 、 债券 、 期 货 合 约 交 易 的 仅仅 在 “工作 日 ”开盘 的 交易 

fr, 外 汇市 场 ， 或 者 
FX- 市 场 

(Foreign Exchange, 或 者 Forex) 有 许多 专 有 的 特点 (“周期 性 ”类 型 ), 对 此 我 们 将 适 
当 进 行 详尽 的 讨论 . 

首先 需要 注意 的 是 , FX- 市 场 按 其 实质 而 言 是 国际 市 场 . 它 不 是 地 方 化 的 , 没有 
专门 的 地 点 (如 同 NYSE, CBOE 等 等 那样 ), 而 是 由 广阔 的 遍布 于 全 世界 的 银行 、 兑 
换 点 的 网 络 分 支 所 组 成 , 它们 都 配备 有 良好 的 现代 通信 和 高 技术 手段 . 

FX- 市 场 在 时 间 上 是 连续 24 小 时 工作 的 . 在 每 星期 的 五 天 工作 日 中 较为 活 牙 ， 
而 在 其 余 日 子 以 及 某 些 节假日 (例如 , Easter Monday (复活 节 后 的 周一 )) 不 太 活 跃 . 


2. 通常 随 昼 夜 的 流逝 ( 按 格林 威 治 时 间 指 示 ), 考察 外 汇 交 易 的 下 列 三 个 地 理 活 
Ke: 

(1) 以 东京 为 中 心 的 东亚 带 , 21:00-7:00; 

(2) 以 伦敦 为 中 心 的 欧洲 带 , 7:00-13:00; 

(3) 以 纽约 为 中 心 的 美洲 带 , 13:00-20:00. 

根据 [90] 中 所 述 , 东亚 带 包 括 : 澳大利亚 , 中 国 香 港 , 印度 , 印度 尼 西 亚 , 马 来 西 
W, 新 西 兰 , 新 加 坡 , 韩国 , 日 本 . 

欧洲 带 包 括 : 奥地利 , 英国 , 巴林 , 比利时 , 德国 , 荷兰 , 希腊 , 丹麦 , 以 色 列 , AB, 
伊朗 , 西班牙 , 意大利 , 科威特 , 卢森堡 , 挪威 , BARC PS, 沙特 阿拉 伯 , 土耳其 , 芬兰 , 法 
国 , 瑞典 , 瑞士 , 南非 共和 国 . 

美洲 带 包 括 : 阿根廷 , 加 拿 大 , 墨西哥 , XB. 

有 了 时 除了 这 三 个 带 以 外 还 分 出 第 四 个 带 : 太平 洋 带 , 它 在 “三 带 ” 模 式 中 包括 在 
东亚 带 中 . 

除了 基本 中 心 : 东京 , 伦敦 和 纽约 以 外 , 需要 时 , 也 把 下 列 城市 看 作 中 心 : 悉尼 ， 
中 国 香港 , 新 加 坡 (东亚 带 ), 法 兰 克 福 , 苏黎世 (欧洲 带 ), 和 多 伦 多 (美洲 带 ). 

如 果 把 美元 (USD) 当 作 基本 货币 , 那么 根据 与 其 关系 的 密切 的 程度 , BATIK 
的 是 下 列 主要 货币 : DEM, JPY, GBP 和 CHF (根据 国际 标准 化 组 织 (International 
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Organization for Standardization) 所 采用 的 标准 缩写 (ISO, 4217 条 ): USD 是 美元 ， 
DEM 是 德国 马克 , JPY 是 日 元 , GBP 是 英镑 以 及 CHF 是 瑞士 法 郎 ,) 
这 些 主要 货币 与 美元 一 起 处 处 都 交易 . 其 他 货币 基本 上 都 只 在 本 地 理 带 交易 . 


3. 关于 汇率 的 活路 程度, 即 在 我 们 已 经 注意 到 的 作为 国际 市 场 的 FX- 市 场 上 出 
现 标记 的 频率 , 可 根据 下 列 引 自 [181] 的 汇率 DEM/USD 的 图 像 来 判断 其 活跃 性 . 图 
中 的 横 轴 , 在 图 29 中 , 每 隔 5 分 钟 记录 一 次 , 而 在 图 30 中 , 则 是 每 隔 20 分 钟 . 图 中 
的 纵 轴 , 记录 的 则 是 在 这 个 时 间 区 间 中 所 发 生 的 标记 变化 的 平均 数 . 
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图 29 从 周一 到 周 五 每 隔 5 分 钟 记录 的 汇率 DEM/USD 的 活跃 程度 特征 的 表示 
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图 30 与 图 29 一 样 , 但 每 隔 20 分 钟 记录 一 次 


在 这 些 图 中 清楚 地 看 到 昼夜 上 的 周期 性 特点 , 它 当 然 是 取决 于 地 球 的 自转 和 变 
化 次 数 (标记 ) 的 不 均匀 性 . 其 中 明显 地 可 分 出 三 个 活跃 峰 , 它们 与 三 个 不 同 的 地 理 
AP A 

看 来 , 在 欧洲 和 美洲 的 活跃 峰 大 致 是 一 样 的 . 在 欧洲 , 活 牙 峰 发 生 在 下 半日 的 前 
期 , 这 时 在 美洲 进入 早晨 , 开始 交易 日 . 最 不 活跃 的 恰好 发 生 在 东京 的 早餐 时 间 ， 这 
时 在 欧美 是 深夜 . 

对 图 29 和 30 还 可 加 上 来 自 [427] 的 根据 路 透 社 在 1992.10.5—1993.9.26 记录 的 
汇率 DEM/USD 的 一 日 内 活跃 程度 画 出 的 图 31. 

4. 外 汇市 场 是 金融 市 场 中 最 大 的 市 场 ， 根 据 国 际 结算 银行 (Bank for Interna- 
tional Settlements, 瑞士 , 1993 年 ) 的 数据 , 这 个 市 场 在 1992 年 的 日 换 手 率 达 到 8320 
万 亿 (832 . 109) 美元 ! 
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图 31 汇率 DEM/USD 在 一 个 交易 日 (24 小 时 ) 内 的 平均 “标记 ” 数 . 点 “0” 对 应 格林 威 治 时 间 
0:00 


就 我 们 所 知 , 最 著名 的 FX- 市 场 的 数据 库 之 一 属于 “Olsen & Associates”( 参 见 
81a 第 4 点 的 脚注 ). 根据 这 个 数据 库 , (1987.1.1—1993.12.31 期 间 ) FX 市 场 上 的 活 
路 程度 的 表达 可 由 下 页 表格 得 到 . 















































汇率 在 数据 库 中 | 一 午夜 的 平均 标记 数 (一 
的 总 标记 数 | 年 52 周 , 一 周 5 个 交易 日 ) 

| DEM/USD | 8238532 4500 

JPY/USD 4230041 2300 
[Sansn | 3469421 1900 

CHF/USD 3.452 559 1900 

FRF/USD | 2098679 1150 
| JPY/DEM 190 967 630 

FRF/DEM 132 089 440 

ITL/DEM 118114 390 
| GBP/DEM 96 537 320 

NLG/DEM | 20355 70 一 





5. 汇率 动态 变化 的 上 述 描 述 中 只 涉及 其 “时 间 ” 图 景 , 即 频 率 , 随时 间 变 化 的 
强度 . 根据 在 Sla 第 2 点 中 的 分 类 , 这 样 的 描述 有 关 关 于 标记 间 区 间 的 统计 量 的 问 
题 (D). 然而 , 暂时 还 没有 提 到 在 标记 瞬间 发 生 的 价格 值 上 的 变化 特征 . 关于 这 个 问 
题 (I), 我 们 将 在 81a 中 讨论 . 下 一 节 将 针对 以 自然 的 方式 与 图 28 中 所 表示 的 价格 
(S?) 的 轨 线 性 态 相 联系 的 概率 统计 模型 . 


81c. 作为 有 离散 干预 机 会 的 随机 过 程 的 金融 指数 演化 的 描述 
1. 根据 上 面 给 出 的 比如 由 路 透 社 发 布 的 有 关 FX- 市 场 状况 的 监视 数据 的 描述 ， 
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在 每 个 时 刻 t 都 已 知 比如 一 美元 (USD) 值 多 少 德国 马克 (DEM) 的 两 个 报价 , 卖 出 
fft (ask price) Se 和 买 人 价 (bid price) 57. 

价格 的 差别 Sg — SP 称 为 价差 ， 它 是 市 场 状 况 的 重要 特征 . 如 所 周知 , 价差 与 价 
格 的 波动 率 (这 里 就 理解 为 通常 的 标准 差 ) 正 相关 . 从 而 , 波动 率 的 增加 , 意味 着 与 对 
价格 运动 的 预测 精度 减 小 相 联系 的 风险 增加 ， 它 导致 交易 者 增 大 价差 , 以 作为 补偿 
大 风险 的 手段. 


2. 我 们 把 价格 S? 和 S? 表示 为 下 列 形式 : 


S? = Seet, gh = gheMe (1) 
并 令 | 
H: = (Hf + Hi), (2) 
S, = Soe™, So = Jj Sg - Sb. (3) 
这 样 一 来 ， 


H,=1n,/se-S? . (4) 
Se = / S2 - Sb. (8) 


在 分 析 汇 率 的 演变 , 由 实际 存在 的 价格 (52) 和 (59) 引入 一 个 价格 (5,) 时 , 通 
常 正 是 在 这 样 的 价格 S = (S) 及 其 对 数 H = (Hi) 的 定义 下 进行 运作 的 . 这 时 ， 
S = (Si)iso A H = (Hi)zo (Hi = In =) 的 演变 (参见 §1a 中 的 图 28) 自然 用 带 离 
散 干 预 情形 的 随机 过 程 来 描述 为 : 


是 几何 平均 的 对 数 , 并 且 


S, = Sot M su Hrs < t) (6) 


k21 


= hn Tn < t), (7) 


k21 
其 中 0= 7 <n<7<… 是 获得 标记 的 时 刻 序列 , 即 价格 变化 时 刻 的 序列 , 而 
sn =AS,, WR hn = AH, 


是 多 -可 测 随机 变量 (AS, = Sr, — Sm- = Sn 一 8, 1 而 AH,, 类 似 定义 ). 


很 明显 ， 
Sr, u AS, 
ha = AH, = ln 下 一 In ( 十 $m ) - In (1 + x) . 
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形 为 (6) 和 (7) 的 过 程 已 经 在 第 二 章 81f 中 引入 . 现在 我 们 重 提 与 这 些 过 程 相 
联系 的 某 些 概念 , 它们 对 后 面 在 考察 汇率 以 及 其 他 金融 指数 的 演变 的 情形 下 的 应 用 
来 说 很 重要 . 

为 简单 起 见 , 记 

Ek m Sr, = AS. 


WHE S = (S:)t>0 的 概率 分 布 记 为 Law(S), Lawl Se t > 0), 它 完全 由 下 列 序列 的 
联合 概率 分 布 Law(r, £) 来 确定 : 


(T, E) = (Tk, &e)e>1, 


后 者 由 标记 时 刻 六 和 对 应 它 的 “ 标 值 ” 或 BREE? En 所 构成 . 这 样 的 序列 常 称 为 标 
值 点 过 程 或 者 多 元 点 过 程 , 参见 例如 , [250; 第 TIT 章 , §1c]. 
术语 点 过 程 本 身 通常 只 与 序列 7 = (7%) 有 关 (参见 第 二 章 81f, 详情 参见 (250; 
第 二 章 83c]), 在 所 考察 的 情形 下 , 它 是 价格 跳跃 时 刻 序列 , m 二 0 < ni «mc. 
如 果 令 
N: = Dy I(r X t), (8) 
kl 
那么 
Tk = inf{t: Ni = k}. (9) 
( 当 inf{t: N; = k} = Ø Hf, 照例 令 六 = 00.) 
过 程 N = (Ni)szo 称 为 计数 过 程 , 并 且 很 明显 , N 与 r 之 间 通 过 公式 (8) 和 (9) 
来 定义 一 一 对 应 , N —o r. 通常 从 分 布 的 视角 来 看 , 分 布 律 Law(7,é) 完全 由 下 列 条 








件 分 布 来 确定 : 
Law|Tea| ^ 77 0 
(na Pom) (10) 
和 
L TO,*** , Tk, Tk4-1 11 
ow (en 60 SR ) an 
其 中 r — 0, £o = So. 


3. 至 今 , 还 没有 明确 说 起 六 和 & 是 定义 在 哪个 概率 空间 上 的 随机 变量 . 现在 
略为 详细 地 讨论 这 个 问题 是 适宜 的 
为 了 在 分 析 包括 多 元 点 过 程 在 内 的 随机 过 程 时 有 可 能 运用 成 熟 的 随机 分 析 工 具 ， 
也 为 了 考虑 陈述 价格 形成 机 理 的 “信息 ” 流 , 我 们 假定 -一 开始 就 给 定 某 个 渗透 概率 
空间 (随机 基底 ) 
(L, F, (o; P). 
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这 里 (Fep 是 由 o- 代 数 多 组 成 的 (渗透 ) 流 , 它 是 “在 时 间 区 间 0,0) 上 所 接受 
的 市 场 信息 的 载体 ”. 

一 旦 给 定 这 个 渗透 慨 率 空间 , 时 刻 六 自然 被 被 认为 是 随机 变量 六 = rlw), € 
是 关于 (F) 的 Markov 时 刻 : 


{r<theF, t>0 (12) 


(参见 第 二 章 81f 中 的 定义 1). FIFE, & 也 将 被 认为 是 随机 变量 & = Erw), CE 
多 ;,,- 可 测 的 , 其 中 .多 是 在 [0, re] 中 观察 到 的 事件 的 o- 代 数 , 即 由 所 有 这 样 的 事件 
Ac. 所 组 成 的 o- 代 数 : 对 于 每 个 上 > 0， 


Ann S t) € F. (13) 


$1d. 关于 “标记 ”的 统计 
1. 我 们 讨论 关于 无 条 件 概 率 分 布 Law(ni,72,…) 什么 是 已 知 的 问题 . 
对 于 有 > 1 d 


Ak = Tk — Tk—1; 


FS 79 = 0. 显然 , OR Law(Ai, Ac,---) 的 值 , 等 价 于 求 Law(n,75,---). 因此 , 可 以 
只 对 标记 之 间 的 间隔 的 分 布 来 运作 . 

如 果 由 假设 随机 变量 Ai,Az,… 独立 同 分 布 出 发 (这 个 假定 使 得 人 们 有 可 能 依 
靠 大 数 定律 , 构成 通常 的 建立 参数 、 分 布 等 等 估计 量 的 统计 程序 ), 那么 其 概率 分 布 
特征 的 直观 表示 , 可 根据 由 所 掌握 的 统计 数据 所 构造 的 直方 图 (经 验 密度 ) p(A) 来 
获得 . 

在 著作 [145] 中 介绍 了 对 于 汇率 DEM/USD 的 1472241 次 标记 之 闻 的 间隔 作 
这 样 的 分 析 的 下 列 结果 (根据 "Olsen & Associates” 的 数据 ; [221]). 

精确 到 差 一 常数 , 经 验 密度 





ATOA) 93 BP SA < 3 SP, 


1 
ATUA) 3 分 <A<3 小 时 ， (1) 


P(A) ~ | 
其 中 
20.13 以 及 Xz 0.61. (2) 
(这 个 结果 基于 把 In p(A) 作为 mA 的 函数 , 由 最 小 二 乘法 估计 和 1 和 Xz 而 得 到 .) 
与 关系 式 (1) HRA, 重 提 下 列 这 点 是 有 益 的 : 在 数理 统计 中 众所周知 的 是 , 密 
度 有 舌 递 减 特征 的 分 布 就 是 Pareto 分 布 , 其 密度 为 (a > 0, b > 0) 


o Tb 
Joo(zZ) = 4 uot}? au (3) 
0, z «b. 
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(参见 第 三 章 Sia 中 的 表 6.) 

注意 , 特别 是 金融 文献 中 , 人们 经 常 把 在 无 限 处 以 寡 函 数 方式 递减 的 概率 分 布 
(诸如 有 0 < a < 2 的 a- 稳 定 分 布 律 ; 参见 第 三 章 81a 中 的 (7) 和 (8)) 称 为 Pareto 
型 分 布 , 甚至 干脆 就 是 Pareto PA. 如 果 遵 照 这 样 的 术语 , 那么 可 以 说 , 关系 式 (1) 
说 明 , 在 区 间 [23 秒 , 3 分 ) 上 “作用 ”的 是 指数 a = 和 1 的 Pareto 分 布 ， 而 在 区 间 [3 
分 , 3 小 时 ) 上 是 有 另 一 个 参数 a = A2 的 Pareto 分 布 . 

应 该 注意 到 , 在 描述 某 个 指数 的 概率 性 质 时 , 很 难 指望 (正如 进行 上 述 类 型 的 统 
计 分 析 所 经 常 表 明 的 那样 ) 这 样 的 描述 可 通过 某 个 由 少量 未 知 参数 来 确定 的 “标准 ” 
分 布 来 得 到 ， 而 这 很 可 能 这 样 来 解释 : 在 市 场 上 运作 的 “活动 者 ” 有 不 同 的 目标 设 
置 、 不 同 的 约束 条 件 以 及 对 “风险 ”大 小 的 不 同 态度 . 


2. 一 般 说 来 , 没有 任何 先 验 基础 认为 量 Ai,A>,…: 之 间 是 独立 的 . 尤其 是 , 经 
验 分 析 表 明 , 下 一 个 标记 出 现 的 时 刻本 质 上 依赖 于 过 去 标记 出 现 的 强度 和 频率 . 这 
就 提出 了 “准确 ”描述 条 件 分 布 Law(AklAl,…… , Ak-_1) 的 问题 . 

遵照 [143], 与 此 相 联系 , 我 们 引入 一 个 有 趣 的 模型 来 进行 这 样 的 描述 ; 这 一 模 
型 称 为 4CD 模型 (Autoregressive Conditional Duration Model, 自 回归 条 件 持续 模 
HO, CIRE FARCH 型 模型 . 

假设 存在 (充分 ) 统计 量 Yk = (Aa , Ak_1), 使 得 


P(Ax € z| Ay, , Aki) = P(Ag & x | vx). (4j 
Ax 在 条 件 办 下 的 最 简单 的 、 自 然而 然 的 条 件 分 布 是 指数 分 布 , 其 密度 为 
1 -a 
p(Al de) = Vat x, A20, (5) 
其 中 的 (随机 ) 参数 (be) 用 下 列 递 推 方式 来 确定 : 
Vk = ag + ay Ak i Bia, (6) 


而 ^o = 0, yo = 0, œo > 0, a, 20 EL B 2 0. 

很 明显 ，(4)-(6) 完全 确定 了 条 件 分 布 Law(Ak|Al , Ak_1)， 这 时 , 量 A, 
Asa, 一 般 来 说 , 相互 间 是 不 独立 的 . 

我 们 察觉 , 在 所 考察 的 模型 中 , 条 件 均 值 


ECAk|Ai, Aoi) = Ve (7) 


同样 明显 的 是 , 一 阶 自 回 归 模 型 (6) 允许 有 显然 的 高 阶 模型 推广 (参见 第 二 章 81d 
和 [143]). 


中 英 文 版 称 为 4RDM. — Feu 
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2. 一 维 分 布 的 统计 


82a. 统计 数据 的 离散 化 


1. 对 于 标记 出 现 的 强度 和 频率 特征 有 了 某 种 表示 以 后 (至 少 例如 对 于 外 汇 汇率 
有 这 种 表示 ), 同时 也 对 间隔 (re — a) 的 一 维 分 布 有 了 某 种 表示 ; 现在 自然 就 转向 
价格 变化 性 态 的 统计 , 即 序列 (S,, — Sna) 或 者 与 此 相 联系 的 另 一 个 量 ,比如 , 
hz, = n S 的 序列 的 统计 


Tk—1 


由 此 立即 应 该 注意 到 , “日 数据 ” 、“ 周 数据 * 、“ 月 数据 ”等 等 与 “日 内 数据 ”之 
间 的 差别 首先 考察 通过 等 距 有 规则 的 时 间 间 隔 A 来 获得 数据 ， 比 如 , A 可 取 为 

日 ”"，“ 一 周 ” 等 等 ， 当 转向 一 日 内 的 统计 时 ,就 会 发 生 数 据 获得 的 不 规则 性 , È 
们 是 在 偶然 不 均匀 的 时 刻 71, 72,--- ,以 不 同 的 间隔 Ai, Ao,--- 来 获得 数据 的 , 其 中 
Ak = Tk — Tr~1- 

这 种 不 规则 性 对 于 应 用 已 有 的 数据 统计 分 析 方 法 来 说 带 来 一 定 的 困难 . 因此 , 照 
例 , 统计 数据 先 要 经 过 某 种 预 处 理 (离散 化 , 剔除 异常 观察 值 , 平滑 化 , 分 离 出 倾向 成 
分 等 等 ). 

我 们 只 详细 讨论 离散 化 方法 . 

国定 某 个 “自然 的 ”( 实 际 物理 ) 时 间 间 隔 A. 这 个 间隔 不 应 该 太 “ 小 ”. 就 汇率 
统计 问题 而 言 , 必须 使 得 这 个 间隔 在 下 列 意义 下 有 代表 性 : 其 中 必须 落 入 显著 的 标 
记 个 数 , 或 者 , 换 句 话说 , A 显著 大 于 两 个 标记 之 间 的 平均 时 间 . 否则 , 所 形成 的 离 
Bub, 统计 “序列 ” 将 包含 太 多 的 “空白 ”数据 . 

在 主要 货币 的 汇率 情形 下 , 著作 [204] 推荐 取 A > 10 分 钟 , 使 得 (除了 所 要 求 的 
有 代表 性 以 外 ) 这 样 做 也 可 避免 当 A 的 小 值 与 价差 尺度 和 买卖 价格 的 变化 范围 变 得 
可 比较 时 所 发 生 的 不 确定 性 . 

离散 化 的 最 简单 的 方法 在 于 , 选取 A (比如 , 10 分 钟 , 20 分 钟 , 24 小 时 等 等 ) 以 
Ja, 取代 有 连续 时 间 t > 0 的 按 段 常数 过 程 S = (S54):zo, 而 考察 有 离散 时 间 te = kA, 
k= 0,1,.… 的 新 序列 S^ = (Sin). 

另 一 种 广泛 流传 的 离散 化 方法 在 于 先 把 按 段 常数 的 过 程 





S, = So + S &I (rx < t) (1) 


k>1 


改变 为 它 的 连续 修正 S = (5,), 后 者 是 通过 在 值 (5,,) 之 间 进 行 下 列 线性 插值 得 到 
的 : 


Sg Th -+t t—7k 
t — OTK Tk+1 , 
Tk+1 — Tk Tk+1— Tk 





Tk < 0 S Tk. (2) 
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J+ 


T3 T4 


图 32 按 段 常数 过 程 (5:) 及 其 连续 修正 (S1) 


然后 , 再 把 这 个 修正 S = (S) 用 上 述 的 最 简单 的 方法 进行 离散 化 , 即 在 点 te = 
kA (k = 0,1,---) 上 形成 序列 S^ = (S), 其 中 参数 A 由 投资 者 、 交 易 者 等 所 感 兴 
趣 的 时 间 间 隔 (月 , 周 , 日 , 20 分 , 5 分 等 等 ) 来 确定 . 


2. 除了 按时 间 离 散 化 以 外 , 统计 数据 也 可 量子 化 , 或 者 说 得 更 明白 些 , 也 可 按 相 
变量 来 取 整 . 通常 如 下 进行 . 
EREA y > 0, 并 取代 原来 的 过 程 S = (Seo, 引入 新 过 程 S(y) = (hzo, 
其 值 为 
Sy) = v I (3) 


这 样 , 如 果 y = 1 以 及 S, = 10.54, 那么 S,(1) = 10; 如 果 y = 3, 那么 S,(3) = 9; A 
此 , 很 明显 , 定义 (3) 对 应 以 取 整 误差 7 来 取 整 的 程序 . 

如 果 先 进行 7 量子 化 , 然后 再 A- 离 散 化 , 那么 由 (9) 我 们 得 到 新 的 序列 S^(y) 
或 者 S^ (y). 

HF yO S,(y) 一 Su 这 就 发 生 一 个 重要 问题 : 应 该 用 怎样 的 协调 方式 来 
选取 A 和 y, 使 得 (Su (y) 在 时 刻 ta = kA (k =0,1,---) 的 值 包含 “与 (5,) 几乎 同 
样 的 信息 ”. 作为 回答 这 一 问题 的 第 一 种 方法 (正如 G. Zhakod 所 提出 ) 自然 是 要 先 
IER, 在 怎样 的 A 一 0 和 7 一 0 的 收敛 速度 条 件 下 , 使 得 对 应 的 过 程 S^ (y), S^ (y) 
的 有 限 维 分 布 收敛 于 极限 过 程 S. 


$2b. 相对 价格 变化 的 对 数 的 一 维 分 布 . I. 与 高 斯 性 质 的 偏差 . 经 验 密度 
的 «e FEE? 
1. 我 们 考察 某 种 汇率 (比如 , DEM/USD) 


S= (St )e>0, 


其 中 Sı = V58. 58. 记 5 = (Shoo 为 用 线性 插值 的 方法 所 得 到 的 9 = (Si)izo 的 
连续 修正 . 
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又 设 S^ = (S, kso WS = (S1)iso 对 于 如 = kA 的 A- 离 散 化 . 
正如 在 上 面 不 止 一 次 地 注意 到 (参见 例如 第 一 章 82a 中 的 第 4 点 ), 在 考察 价格 
变化 时 , 有 现实 经 济 价值 的 并 不 是 价格 变化 量 AS, = Si, Su, RA, 而 是 相对 变 





Af Su i, 与 此 相 联系 的 是 , 通常 有 意义 的 不 是 量 (5) 的 分 布 , 而 是 量 
tk—1 tk—ı 
(He) 的 分 布 ， 其 中 Hi, 一 jn ($). 
0 
我 们 将 记 


一 (人 ~ ~ ~ 
hi ) = AH, (= Hy, 一 Hy 4), (1) 


其 中 ty = kA, k 2 0, Ho = 0. 
考虑 到 由 s 得 到 S^ 的 方法 , 同时 引入 82a 中 所 用 的 记号 (w = AM, He = 
In 2), 我 们 求 得 
B= Do intip (2) 
(i: tx i «TiKtk) 
其 中 被 加 项 HA 由 “最 终 效应 ”来 确定 , 并 可 称 为 “ 余 项 ”, 因为 它 与 求 和 式 所 表示 
的 量 相 比 很 小 . 

其 实 , 例如 , A = 1 小 时 , 那么 根据 §1b 第 4 点 中 给 出 的 表 , DEM/USD 的 平均 
标记 数 将 大 致 等 于 187 (= 4500 : 24). 这 样 一 来 , 在 (2) 中 的 求 和 由 187 个 hny 的 值 
来 确定 . 同时 , 绝对 值 FA 显然 小 于 或 等 于 四 个 nu, 的 值 的 绝对 值 之 和 , 这 四 个 值 
AMON te. 和 th 以 及 它们 的 直接 前 后 两 个 标记 时 刻 的 相应 值 . 

重要 的 是 要 强调 : 在 (2) 中 所 组 成 的 和 是 随机 个 数 个 随机 变量 之 和 , 其 分 布 可 能 
相当 复杂 , 即使 其 分 离 的 构成 变量 以 及 项 的 随机 个 数 都 有 比较 简单 的 分 布 . 这 一 情况 
可 看 作 (正如 以 后 将 指出 的 ) 量 ALS) 的 分 布 不 可 能 被 认为 是 高 斯 分 布 的 某 种 形式 解 
TE. WOR, 我 们 将 看 到 , 当 A 增加 引起 (2) 中 的 求 和 的 项 数 增加 时 , 假设 量 AY) 正 
态 分 布 就 更 为 可 信 : 它 开 始 “ 呈 现 ” 大 量 被 加 项 求 和 时 的 中 心 极限 定理 成 立 的 现象. 


ik. 记号 AU? qni EUR, 尽管 它 还 “说 出 ”了 这 些 量 的 形成 方式 . 以 后 为 了 简化 
记号 , 这 些 量 将 也 记 为 n (同时 指出 它们 的 形成 方式 和 所 选择 的 值 A). 


2. 这 样 , 我 们 将 认为 值 A > 0. 在 研究 值 序列 Ta, hz 的 联合 分 布 Law(ja， 
hj) 时 , 自然 先 致力 于 它们 的 一 维 分 布 , 并 认为 这 些 量 有 同样 的 分 布 以 及 它们 的 
分 布 密度 都 是 单 峰 的 ，( 在 一 阶 台 近 中 , 这 一 均匀 性 假设 被 许多 金融 指数 的 统计 分 析 
很 好 地 证 实 , 至 少 对 于 不 太 大 的 时 间 间 隔 是 那样 . 也 参见 后 面 的 §3c, 其 中 联系 考虑 
层 夜 循环 的 “地 理 ” 效 应 的 另 一 种 值 n; 的 形成 方式 .) 

正如 上 面 已 经 注意 到 ， 根 据 “Olsen & Associates" 的 数据 ， 在 1987.01.01— 
1993.12.31 期 间 共 记 录 了 汇率 DEM/USD 的 8238532 次 标记 . 关于 根据 这 些 统计 
数据 所 估计 的 量 hi = AO) 的 一 维 分 布 的 特征 值 可 由 下 列 来 自 [204] 的 表 推断 : 
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_ 14e 1 ~ = a m 
hy = gho fuc glu an Sw = 5) 
i=l 


FES (skewness) 的 经 验 系 数 , 以 及 


Ma 
Ay = (Ma)? 


EFÈ (kurtosis) 的 经 验 系 数 . 

对 于 正 态 分 布 来 说 , 理论 斜 度 系 数 Sy SFE. 经 验 斜 度 系数 Sy 的 正 性 意味 
着 经 验 的 、 以 至 也 可 能 是 真实 的 分 布 密度 , 其 不 对 称 性 体现 在 左边 比 右边 更 陡峭 

由 该 表 还 可 看 出 , 均值 ( 按 其 绝对 值 ) 显著 小 于 标准 差 (方差 的 平方 根 ), 因而 , Sc 
际 上 可 认为 它 为 零 . 

不 利于 “ 正 态 性 ”假设 的 最 有 力 的 论据 当然 是 过 大 的 峰 度 系 数值 , 正如 我 们 所 看 
到 , 它 随 着 A 的 减 小 而 增 大 . 由 于 峰 度 系数 是 通过 四 阶 矩 来 定义 的 , 故 这 一 状况 也 带 
来 这 样 的 意义 : 量 hr — AUD A UB Fe, 它 全 在 于 可 理解 为 对 应 的 分 布 密 度 p (ar) 
(与 正 态 密度 相 比 ) 当 |z| 一 oo 时 , 减 小 较 慢 . 

3. E hy 对 正 态 性 (高 斯 性 ) 的 偏离 不 仅 可 在 外 汇 汇 率 上 观察 到 , 并 且 也 可 对 于 
其 他 金融 指数 (例如 股价 ) 观察 到 ; 这 点 不 仪 可 被 经 验 密度 ( 自 方 图 ) 的 形状 来 证 实 ， 
并 且 也 可 用 披露 正 态 性 偏离 的 标准 统计 方法 来 证 实 . 这 样 的 方法 例如 有 

(1) 分 位 数 法 ， 

(2) x2 .检验 

(3) 秩 检验 . 


我 们 回顾 一 下 这 些 方 法 的 实质 . 

分 位 数 法 最 为 简单 , 它 可 用 Q@- 图 像 (参见 图 33) 来 说 明 , 其 中 在 横 轴 上 和 团 以 对 
AESI N (n.o?) 的 分 位 数 , 其 中 参数 上/ 和 o? 根据 统计 数据 来 估计 , 而 在 纵 轴 
上 则 置 以 量 h, 的 经 验 分 布 的 分 位 数 . (根据 定义 , 随机 变量 € 的 分 布 的 p (0 < p « 1) 
阶 分 位 数 Qp 是 使 得 P(E < x) >p 和 PE>Z)>1-2 的 值 z.) 
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在 经 验 分 布 与 理论 分 布 “ 高 度 " 拟 合 的 情形 下 , 点 (8。G@,) 的 集合 必定 集中 在 
对 角 线 附近 . 然而 , (关于 汇率 , 股价 等 等 的 ) 统计 数据 表明 并 非 如 同 图 33 上 所 描绘 
的 (Qp, Qp) 图 像 那样 , 而 是 理论 GES) 密度 与 经 验 密度 有 图 34 上 所 表示 的 形状 . 


Q, 
5.0 


3.0 








| + + 一 一 
-4.0 —2.0 0.0 2.0 4.0 


图 33 间隔 A = 20 分 钟 的 汇率 DEM/USD 的 8@- 分 位 数 分 析 (根据 路 透 社 1992.10.5—1993.9.26 
的 数据 ; [427]). 纵 轴 上 置 以 hy, = WO? (tk = kA, k = 1,2,---) 的 经 验 分 布 的 分 位 数 Qr 横 轴 上 置 
以 正 态 分 布 的 分 位 数 Qp 


0.61 
o.s} 
0.44 





一 3 一 2 -1 0 1 2 3 


图 34 (Bh, = Al), k= 1,2,--- 的 ) 经 验 密度 和 对 应 的 理论 (TEAS) 密度 的 典型 图 像 
A. 作为 拟 合 判 别 准则 的 K. Pearson 的 x?- 检 验 的 应 用 基于 构造 统计 量 


k 2 
a2 (vi — npi) 
X m 5 Np; ? 


i=1 


其 中 xx 是 落 在 1, PARAL, Ù I, = RO, 这 些 区 间 起 着 对 数据 “分 组 "的 
作用 QE b = n), 而 p; 是 对 应 所 蛤 证 的 理论 分 布 的 落 在 这 些 集合 中 的 概率 . 





OJEGCH “Ë =R. — 译 者 注 
i=l 
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对 应 于 K. Pearson 拟 合 判别 准则 , 假设 
Hy: 经 验 分 布 符合 理论 模型 


以 置信 水 平 a 被 拒绝 , 是 指 不 等 式 X? x? WE, 其 中 xpa BA K-18 
由 度 的 分 布 x? 的 Qi1-o- 分 位 数 (1 - o 阶 的 分 位 数 ). 
我 们 记得 , 有 自由 度 为 m 的 x?- 分 布 就 是 下 列 随 机 变量 的 分 布 : 


Xm = + 


其 中 &,…. ,ém 是 独立 标准 正 态 分 布 (0,1) 随机 变量 . 这 样 的 分 布 的 密度 fin (x) 
由 下 列 公式 给 出 : 


_ 1 m/2—1 ,—2/2 
ft) = | Tm > a 


0, z «O0. 


在 著作 [127] 中 引入 了 对 于 十 家 德国 大 公司 和 银行 (BASF (巴斯夫 公司 ), BMW 
(8&3), Daimler Benz ( 戴 姆 勒 - 奔 驰 )，Deutsche Bank (德意志 银行 ), Dresdner Bank 
( 德 累 斯 顿 银行 ), Hóchest ( 赫 斯 特 公司 ), Preussag (普罗 伊 萨 格 公司 )，Siemens (西门 
FAA), Thyssen ( 带 森 公司 ), VW (大 众 汽车 公司 )) 股票 的 三 年 数据 (1989.10.2— 
1992.09.30) 以 置信 水 平 a = 1% 验证 假设 2% 的 统计 人 处理 结果 . X? A x; aui 
(k = 22, 观察 数 m = 745) 的 计算 表明 , 假设 266 对 于 这 十 家 公司 都 无 一 例外 地 必 
须 否 定 . 例如 , 对 于 BASF 和 Deutsche Bank 所 得 到 的 x? (p; = 1/k, k = 22) 值 为 
104.02 和 88.02, 而 对 于 = 22 和 o = 0.01 的 临界 值 2_11_。 = 38.93. 因此 , 2? © 
EKF xà acus 从 而 根据 :2- 判 别 准则 , 假设 26e 被 否定 . 


§2c. 相对 价格 变化 的 对 数 的 一 维 分 布 . II.“ 厚 尾 ” 及 其 统计 


i. 经 验 密度 偏离 正 态 性 并 具有 “ 厚 尾 ”导致 一 种 共同 的 想法 : 对 于 “ 右 尾 ”, 即 
4 g 一 +00 AY, 


PRS > z) ~ z-?L(z), (1) 
其 中 “尾部 指数 ”a — a(A) > 0, L= L(z) 是 缓 减 函数 : 对 于 任何 y > 0, 4 z +00 
时 ， D — iL 类似 的 结论 也 可 对 于 “ 左 尾 ”作出 . 


我 们 注意 到 , 在 金融 文献 中 对 厚 尾 和 峰 度 的 各 种 讨论 可 在 [46], [361], [419] PER 
到 , 也 可 在 1960 年 代 的 研究 中 找到 (参见 例如 , [150], [317]). 
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在 这 些 研究 中 注意 到 , 例如 , ARCH, GARCH 模型 (参见 第 二 章 83c 第 6 点 ) 
中 考察 正 态 分 布 的 混合 时 , 就 可 产生 分 布 密度 的 峰 度 和 厚 尾 . (与 此 相 联 系 的 问题 可 
参见 第 三 章 的 81d, 其 中 例如 说 明了 双 曲 分 布 可 通过 有 不 同方 差 的 正 态 分 布 的 混合 
来 得 到 .) 
在 一 系列 对 于 量 KA 的 分 布 的 研究 中 (参见 例如 , [46] 和 [390]), 使 用 了 Student 
t- 分 布 , 其 密度 为 
z? 
(1 + =) ， (2) 


其 中 整数 参数 n 称 为 “自由 度数 ". 由 (2) 可 见 , 这 个 分 布 属于 有 厚 尾 的 Pareto 型 
分 布 . 


2. 在 B. Mandelbrot 的 著作 (参见 例如 , [318], [319], [321], [322], [324]) A E. 
Fama 的 著作 (参见 [150]) 以 后 , 金融 文献 中 广泛 流行 获得 基于 稳定 分 布 的 金融 指数 
模型 (详情 参见 第 三 章 中 的 81a). 这 些 分 布 有 自己 的 在 区 间 (0, 2] 中 取 值 的 “稳定 指 
数 ”a. 在 a = 2 的 情形 下 , 稳定 分 布 就 是 正 态 分 布 ; 当 0 < a < 2 时 , 对 应 的 分 布 是 
Pareto 型 分 布 (1), 其 中 “尾部 指数 ” a 恰好 就 是 “稳定 指数 ”. 

这 样 一 来 , 假设 有 0 < a < 2 的 稳定 分 布 用 来 描述 hr = hU? 是 自然 的 , 因为 这 
些 分 布 也 有 在 统计 数据 中 所 观察 到 的 厚 尾 和 峰 度 . 除 此 以 外 , 转向 稳定 分 布 还 可 用 
这 种 分 布 的 下 列 自 相 似 特征 性 质 (第 三 章 §2b) 来 辨 明 : 如 果 随 机 变量 X n Y 相互 
独立 , 并 有 稳定 指数 为 a 的 稳定 分 布 , 那么 其 和 也 是 有 同样 指数 的 稳定 分 布 , 或 者 说 
和 和 了 的 分 布 的 卷 积 也 是 这 种 类 型 的 分 布 . 

从 经 济 学 的 视角 来 看 , 要 求 数据 在 时 间 汇 总 (time aggregation) 时 保持 分 布 特征 
是 完全 自然 的 , 而 稳定 分 布 具 有 这 一 性 质 使 得 它们 的 应 用 更 加 合理 . 

然而 , 在 对 稳定 分 布 进行 运作 时 , 由 于 下 列 原因 会 引起 一 系列 本 质 的 困难 . 

TR OX 是 指数 满足 0 < a < 2 的 稳定 分 布 , 那么 E|X| < oo 仅 当 a > 1 时 成 立 . 
一 般 情 况 下 , E|X|? < oo 当 且 仅 当 p <a. 

这 样 , 对 于 尾部 有 点 “ 厚 ” 的 指数 满足 0 < a < 2 的 稳定 分 布 来 说 , 其 二 阶 矩 无 
限 . 这 一 状况 为 理论 特征 带 来 相当 大 的 困难 (例如 , 在 分 析 各 种 基于 运用 方差 的 估计 
量 和 检验 的 质量 时 ), 并 且 在 另 一 方面 , 它 还 难以 给 出 经 济 解释 , 而 实际 的 验证 照例 只 
能 对 于 有 限 个 数据 来 进行 . 

由 于 后 一 状况 , 我 们 注意 到 , “尾部 指数 ”a 真实 值 的 估计 一 般 来 说 , 是 一 件 相 当 
微妙 的 事 . 

与 此 相 联系 的 是 , 一 方面 , a 的 “良好 ”估计 需要 有 足够 多 的 观察 值 , 以 便 在 其 
中 挑 出 相当 数量 的 极端 值 , 而 只 有 根据 这 些 值 才 能 估计 “尾部 效应 ”和 “尾部 指数 ”. 
而 另 一 方面 , 具有 大 量 “ 非 极端 ”观察 值 , 将 遗憾 地 为 估计 真实 的 a 值 的 估计 带 来 


混杂 . 
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3. 由 稳定 分 布 的 性 质 得 到 , 如 果 用 它们 来 描述 金融 指数 的 分 布 , 那么 不 能 立即 
同时 达到 三 个 要 求 : 卷 积 时 保持 分 布 类 型 , 具有 指数 满足 0 co < 2 的 厚 尾 以 及 具有 
ARONNE, 而 这 就 是 说 , 具有 有 限 方差， 

显然 , 方差 有 限 对 于 “尾部 指数 ” a > 3 的 Pareto 型 分 布 成 立 . 即使 这 样 的 分 布 
不 具有 关于 卷 积 的 封闭 性 质 , 它们 仍然 具有 在 作 卷 积 时 保持 分 布 密度 的 递减 特征 这 
一 重要 性 质 : 如 果 X AY 有 同样 的 带 “ 尾 部 指数 ”a 的 Pareto 型 分 布 , 并 且 相 互 独 
立 , 那么 其 和 x Y 也 有 带 同 样 的 “尾部 指数 ”a 的 Pareto 分 布 . 从 这 一 视角 来 看 ， 
Pareto 型 分 布 可 以 认为 满足 所 希望 的 卷 积 时 保持 “尾部 指数 a 的 稳定 性 ”. 

即使 仅 由 上 述 的 情况 也 已 清楚 地 说 明 , 为 什么 决定 量 RU? 的 分 布 在 无 限 处 的 性 
态 特征 的 指数 a 使 人 那么 关注 . 这 种 对 指数 a 的 兴趣 还 可 给 出 经 济 一 金融 解释 . 事 
实在 于 ,“ 厚 尾 指数 ”特别 是 表明 , 在 市 场 上 有 投机 利益 的 局 中 人 相当 积极 . 如 果 “ 尾 
部 指数 ”a 很 大 , 那么 这 就 是 说 , 市 场 上 很 少 出 现价 格 值 的 反常 ,市场 趋向 于 “平滑 "， 
价格 值 上 没有 大 的 振荡 . 在 这 样 的 意义 下 , 有 大 a 值 的 市 场 可 看 作 有 效 运营 的 市 场 ， 
以 至 指数 a 的 值 是 这 种 有 效 性 的 某 种 度量 . (有 关 这 方面 的 讨论 参见 例如 [204]). 


4. 我 们 转向 对 于 稳定 分 布 估计 “稳定 指数 ”的 问题 , 并 且 以 更 一 般 的 方式 转向 
对 于 Pareto 型 分 布 的 “尾部 指数 ”估计 问题 . 

应 该 立即 注意 到 , 在 金融 文献 中 , 对 于 所 有 这 样 那样 的 汇率 、 股 票 和 其 他 金融 指 
标的 “尾部 指数 ”a 的 真实 值 应 该 是 怎样 的 , 并 无 一 致 的 看 法 . 正如 已 经 注意 到 , 这 
说 明了 构造 参数 a 的 有 效 估计 量 ân (N 是 观察 值 个 数 ) 的 困难 所 在 . 提出 对 这 个 参 
数 进行 估计 的 问题 本 身 , 就 要 求 对 获得 统计 “原材料 ” (2 、 正 确 选 取 A 的 值 等 等 
的 所 有 先决 条 件 , 有 精确 的 陈述 . 

在 金融 文献 中 , 对 于 “稳定 指数 ”a 的 估计 经 常 运用 在 著作 [152] 和 [153] 中 所 
提出 的 由 下 列 形 式 确定 的 (有 效 ) 估计 量 âx: 


ân = 0827-1 — Sis 

Qo.72 — Qo.28 
其 中 @y 是 在 观察 值 服 从 对 称 稳 定 分 布 的 假定 下 根据 总 量 为 N 的 样本 所 构造 的 f 
阶 分 位 数 . 

在 分 布 律 Law(hi) (he = rn) 属于 (稳定 指数 为 o 的 ) 稳定 分 布 假设 合理 的 情 
JÉ F, 自然 可 能 随 着 观察 次 数 N 的 增长 , On 的 计算 越 来 越 稳定 (并 且 amv 收敛 于 某 
个 值 a < 2). 

然而 , 正如 已 经 注意 到 , 这 里 并 没有 共识 . 有 一 系列 著作 断言 对 于 某 些 金融 指数 
所 构造 的 估计 量 稳定 化 “良好 ”, 参见 例如 [88] 和 [474]. 另 一 方面 , 在 许多 著作 中 所 
导出 的 统计 分 析 结 果 表 明 ，Ew 不 仅 有 增长 倾向 , 并 且 甚 至 趋向 于 等 于 或 大 于 2 的 
值 , 参见 例如 , 有 关 美 国 股市 的 [27] 和 [207] 以 及 有 关 德 国 的 大 公司 和 银行 的 股票 的 
[127]. 这 就 不 利于 认真 对 待 稳定 性 假设 , 尽管 它 自 然 并 不 与 用 Pareto 型 分 布 所 描述 


, 0.95 < f < 0.97, (3) 
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5. 按照 [204], 我 们 引入 在 假定 hy, = AO 遵循 Pareto 型 分 布 (1) 的 假定 下 , 有 
关 货 币 汇率 的 “尾部 指数 ”ca 的 值 的 结果 . 
根据 [204] 中 的 数据 , 所 得 到 的 “尾部 指数 ”a = a(A) 的 值 在 下 面 的 表 中 列 出 . 





10 分 钟 1 小 时 6 小 时 
DEM/USD | 3.11 +0.33 | 3.35 +0.29 | 3.50 +0.57 | 4.48 + 1.64 
JPY/USD | 3.53 +0.21 | 3.55 +0.47 | 3.62 +0.46 | 3.86 +1.81 
GBP/USD | 3.44 +0.22 | 3.52 +0.46 | 4.01 + 1.09 
CHF/USD | 3.64 +0.41 | 3.74 +0.82 | 3.84 + 0.77 


FRF/USD | 3.34 +0.22 | 3.29 + 0.47 | 3.40 +0.69 | 4.61 +1.21 
FRF/DEM | 3.11 +0.41 | 2.55 + 0.23 | 2.43 +0.23 | 3.54 + 1.42 























NLG/DEM | 3.05 +0.27 | 2.44 + 0.08 
GBP/DEM | 3.68 +0.35 | 3.63 +0.42 | 4.18 + 1.67 | 3.22 + 0.79 
JPY/DEM | 3.69 +0.41 | 4.18 +0.90 | 4.13 +1.05 | 4.71 1.61 











对 这 个 表 我 们 作 些 评论 . 

在 下 面 的 第 6 点 中 将 叙述 参数 o 的 估计 量 人 的 构造 , 它们 是 基于 “Olsen & 
Associates” 的 数据 (§1b) 列 出 的 . 在 A = 6 小 时 的 情形 下 , 估计 精度 降低 , 这 点 与 样 
本 量 不 够 有 关 . 

对 这 个 表 ( 它 是 在 大 量 数据 的 基础 上 形成 的 , 因而 其 表示 是 可 靠 的 ) 的 数值 进行 
分 析 可 以 作出 的 重要 结论 在 于 , FX- 市 场 中 的 主要 货币 关于 美元 (USD) 的 汇率 (对 
F A = 10 分 钟 ) 有 带 “ 尾 部 指数 ”a ~ 3.5 的 Pareto 型 分 布 , 并 且 指 数 随 着 区 间 A 
的 增 大 而 增 大 . 尤其 是 , E hr = AO 的 方差 有 限 (极为 期 待 的 性 质 !) 变 得 相当 真实 ， 
尽管 对 用 来 确定 分 布 在 中 心 值 附近 的 峰 度 的 四 阶 矩 并 不 能 说 同样 的 话 . 

在 “Olsen & Associates” 的 另 一 篇 著作 [91] "P, 也 引进 了 比率 XAU/USD 和 
XAG/USD 的 数据 (XAU 是 黄金 , XAG 是 白银 ). 对 于 A = 10 分 钟 , 相应 的 a 的 估 
计 为 4.32 土 0.56 和 4.04 1.71; 对 于 A = 30 分 钟 , 这 些 估计 值 分 别 为 3.88 土 1.04 和 
3.92 + 0.73. 


e. 在 这 一 点 中 , 将 只 叙述 构造 “尾部 指数 ”a 的 估计 量 & 的 思路 , 它 来 自 [204], 
并 在 提出 上 述 表 时 被 运用 , 其 中 在 确定 估计 量 的 偏差 和 标准 差 时 应 用 了 自助 法 (boot- 
strap) 和 刀 切 法 (jackknife) 技巧 . 
我 们 考察 其 密度 如 下 的 Pareto 分 布 : 
Js = St, eB, (4 


其 中 fas = 0 HF x < b 成立, 
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4 zb, 
In foo(z) = lng + onb — (o 1)Inz. (5) 
由 此 求 得 , 按照 N 个 独立 观察 (X, Xu) 的 极 大 似 然 估 计量 Gn 由 下 述 条 件 来 
刻画 : 
N N 
max JI fo = I sso. (6) 


k=1 k=1 


而 估计 量 Gy 由 下 列 关系 式 确 定 : 


|= 


m 
之 | 


N 


N . 
1 > (3) (7) 
由 于 对 于 a>0 和 6>0 有 
a (ane tas = p° ( 十 ing) ; 


故 X ud 1 
全 pp FN plati) gp 一 二 
Eln ab | (m ;) T dx a 


i 1 
e(a) =E 

Hl, & 1/&w 是 1/a 的 无 偏 估计 , 以 至 所 求 得 的 参数 a AMAT ax 具有 极 好 的 性 
E, 当然 , 这 是 在 假定 真实 分 布 (恰好 ) HEU EUR" b 的 情况 下 得 到 的 , 而 不 是 在 
假定 对 于 “起 点 ”5 干脆 不 确定 的 Pareto 型 分 布 的 情况 下 得 到 的 . 

尽管 如 此 , 仍然 产生 了 运用 公式 (7) 来 估计 Pareto 型 分 布 中 的 参数 o 的 自然 
想法 (参见 [223], 其 中 以 某 种 适当 的 估计 量 来 取代 未 知 的 “起 点 ”4b. 

例如 可 这 样 处 理 . 选取 某 个 充分 大 (但 与 N 比较 不 太 大 ) 的 数 M, 我 们 把 b 取 
代为 M 来 构造 参数 a 的 估计 量 的 公式 (7) 的 修正 , 其 中 关于 i < N 的 求 和 替换 为 
对 满足 X: > M KY i RA. 

为 此 , 我 们 定义 


这 样 ， 


~ L ig M ic In 43 
FN,M = eT) (8) 
GEN: Xi 2M) RM 
其 中 
1, 422M, 
Í = 
m (7) 当 z<M 
如 果 记 
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那么 3?w,xw 可 改写 为 下 列 形式 : 


~ 1 Xi 
InmM=—— M. b5, (9) 
UNM Gen: Xi>M} M 


而 作为 参数 a 的 估计 量 自然 取 作 满足 下 式 的 值 Cw,w: 


1 


去 一 一 一个 w,M. (10) 
ON,M 


也 可 用 另 一 种 方式 来 处 理 . 把 样本 (X1, Xo, Xy) 排序 为 样本 
(X*,X3,---,X4), 使 得 XT 2 X2 2-2 Xy. 再 固定 某 个 数 M «KN 作为 “起点” 
b, 并 令 





1 xX; 
YN,M = 57 5 In Xt (11) 
1Ki« M M 


于 是 作为 参数 a 的 估计 量 可 取 满 足下 式 的 值 ou 
—— = hae (12) 


* 
ON.M 


这 样 得 到 的 估计 量 ay,w 是 B. M. Hill 在 [223] 中 提出 的 , 通常 也 称 它 为 Hill 估计 量 . 

显然 , 这 个 估计 量 的 “好 ”性 质 取决 于 正确 选取 数 M ，, 即 形成 统计 量 oh m 的 
最 大 统计 阶 数 . 然而 , 同样 明显 的 是 , 不 难 对 于 一 大 类 缓 减 函数 L = La) 来 计算 某 
个 普 适 的 样本 数 M, 其 中 L= La) 比如 是 由 右 “ 尾 部 ”的 性 态 如 下 确定 的 : 


P(X, > Z) ~ x “7(z)， (13) 


通常 上 面 所 考察 的 估计 量 ox a 和 Gn. 的 性 质 仅 限于 对 函数 L= L(x) 的 某 
个 子 类 来 研究 . 例如 , 可 假定 , L= L(x) 属于 子 类 


Ly = {L = L(x): L(x) 2 1-- ez 7 十 olz ?), c» 0), 


其 中 Y 0. 在 这 样 的 假定 下 , [223] 中 指出 , 如 果 当 N 一 co 时 , & M — oo, 但 





— 0, 


Nos 
那么 
Law (VM (ah, m — a)) 一 N (0, a’), 


即 估 计量 (ok m) 的 渐 近 正 态 性 成 立 . 
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82d. 相对 价格 变化 的 对 数 的 一 维 分 布 . III. 分 布 中 心 部 分 的 结构 


1. 说 到 底 , 考虑 分 布 Law(h,) 的 特征 , 是 要 问 在 中 心 值 附 近 的 密度 的 峰 度 和 有 
“尾部 指数 ”a > 2 的 厚 尾 相 结合 是 怎样 的 (正如 在 货币 汇率 情形 下 那样 )? 

看 来 , 很 难 指望 这 点 可 借助 于 某 个 单一 标准 分 布 来 做 到 ， 考虑 到 在 市 场 上 具有 
带 各 种 利益 、 各 种 时 间 视 野 的 交易 者 、 投 资 者 以 及 其 他 代理 , 下 列 视角 更 有 吸引 力 : 
应 该 在 hx 可 取 值 z 的 各 个 “ 自 有 ”区 域 上 引入 多 种 标准 分 布 . 

许多 作者 , 其 中 首先 是 B. Mandelbrot, 坚持 不 懈 地 主张 运用 稳定 分 布 (以 及 在 
其 基础 上 所 构建 的 某 些 修正 ) 的 思想 , 因为 它 在 值 r 的 中 心 部 分 相当 合适 . 参见 例 
如 专著 [352], 其 中 有 丰富 的 统计 资料 、 稳定 分 布 理 论 及 其 推广 , 以 及 统计 分 析 结 果 . 

下 面 我 们 将 详细 讨论 著作 [330] 中 的 关于 运用 稳定 分 布 律 来 描述 指数 S&P500 
在 中 心 带 的 性 态 的 结果 . (为 了 描述 “尾部 ”, [330] 的 作者 建议 运用 正 态 分 布 , 特别 是 
由 这 样 的 事实 出 发 : 由 于 统计 原材料 的 局 限 , 不 可 能 作出 所 企 求 的 关于 “尾部 ” 性 态 
的 结论 ; 也 参见 [464].) 

至 于 其 他 金融 指数 的 讨论 则 可 参考 著作 [127], 其 中 引进 了 十 家 德国 的 大 公司 和 
银行 的 金融 指数 的 详尽 的 统计 分 析 , 结论 是 双 曲 分 布 在 中 心 部 分 拟 合 得 出 奇 地 好 . 

在 第 三 章 Sid 中 , 我 们 给 出 了 这 种 双 曲 分 布 类 的 详细 描述 , 它 与 稳定 分 布 类 一 
起 为 理论 分 布 提供 了 一 个 足够 丰富 的 武 库 . 由 于 无 论 是 双 曲 分 布 还 是 稳定 分 布 , 都 
是 用 四 个 参数 来 描述 的 , 故 可 期 待 这 些 参数 的 适当 改变 能 使 理论 与 试验 完好 地 达到 


2. 我 们 转向 在 著作 [330] 中 所 介绍 的 按照 S&P500 指数 的 数据 所 进行 的 统计 分 
析 的 结果 . 

考察 这 一 指数 在 纽约 交易 所 NYSE (New York Stock Exchange) 的 六 年 (1984 年 
1 月 到 1989 年 10 A) 中 的 演变 . 一 共 记 录 了 1447514 次 标记 (芝加哥 商品 交易 所 
(Chicago Mercantile Exchange) 的 数据 ). 平均 来 说 , 在 1984 一 1985 年 间 , 通常 每 分 钟 
发 生 一 次 标记 , 而 在 1986—1987 年 间 , 每 50 秒 发 生 一 次 . 

由 于 交易 所 日 常 只 在 “开盘 ”和 “收盘 ” 间 的 时 间 工 作 , 故 为 了 获得 描述 S&P500 
指数 的 过 程 , 对 “交易 时 间 (trading time)" t 要 注意 “昨天 的 收盘 价 ”与 “今天 的 开 
盘 价 ”之 间 的 衔接 . 

dx S = (S) 是 用 所 描述 的 方式 得 到 的 过 程 . 我 们 将 考察 这 个 过 程 在 某 个 时 间 间 
隔 A 中 的 变化 : 

AS, = Sty ~ Stra» (1) 
其 中 如 = kA, 间隔 A PURA 1 分 钟 到 10° 分 钟 的 一 系列 值 . (在 著作 [330] 中 A 取 


下 列 值 : A = 1,3, 10,32, 100,316, 1000 分 钟 ; 对 应 间隔 A = 1 的 标记 量 等 于 493 545， 
而 当 A = 1000 分 钟 , 这 个 数 等 于 562.) 
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如 果 运 用 82a 中 的 记号 , 那么 可 以 察觉 , 由 于 Su ~ S,,, 而 增 量 AS, = Sep 一 

Sena 4B, 
Si, © Stp E MP & Stra (l +n), 

由 此 得 到 AS, ~ Sin A. 

这 一 (近似) 关系 式 表明 , 在 增 量 (S,, — S...) 独立 的 情形 下 分 布 PAD < x) 
和 条 件 分 布 P(AS, < | Sen = y) 的 特征 照例 是 一 样 的 . 

对 量 AS), (tk = kA, 这 里 假定 它们 同 分 布 ) 的 经 验 密度 pO (x) 进行 运作 , [330] 
的 作者 导出 logy) pO (z) 的 图 像 , 其 性 态 大 致 如 同 图 35 PATEH. 


logio go (z) 


0 T 
图 35 对 两 个 不 同 A 值 的 logio 6) (x) 的 性 态 大 致 图 像 


即使 对 于 [330] 中 关于 许多 A 值 所 引信 的 图 像 log1o BL (2) 进行 简单 的 外 观 分 
Br, 也 能 指出 , 分 布 密度 足够 对 称 , 并 且 随 着 A 的 增长 而 舒展 , 随 着 x 一 too 而 递 
减 , 但 不 如 高 斯 分 布下 降 得 那么 快 . 

这 里 可 观察 到 的 单 峰 性 、 对 称 性 以 及 经 验 密 度 的 递减 特征 使 人 合理 地 转向 对 称 
稳定 分 布 . 我 们 记得 , 有 对 称 分 布 的 稳定 随机 变量 的 特征 函数 (0) = Ee'* 有 下 列 
形式 (参见 第 三 章 81a 中 的 (14)): 

plo) 2e "WP, (2) 
其 中 oz0 以 及 0 < as2. 这样 一 来 , 如 果 采 用 “稳定 性 ”假设 , 那么 首先 应 该 估计 
参数 a 的 值 . 
稳定 分 布 是 Pareto 型 分 布 . 在 对 于 0 < a < 2 的 对 称 情形 下 (参见 第 三 章 81a 
中 的 (7) 和 (8)), 
P(|X| > z) ~ cr ?, z oo, 
Et oe 是 某 个 常数 , 而 为 了 确定 o 的 值 , 可 运用 在 上 面 82c 中 所 叙述 的 估计 技巧 . 
然而 , [330] 的 作者 正确 地 注意 到 , 观察 数量 不 够 会 使 得 参数 a 的 这 种 估计 方法 
并 不 完全 可 靠 , 因为 它 要 求 大 量 的 极端 值 . 因此 , 取代 这 一 方法 , 作者 所 运用 的 方法 
与 此 相反 , 它 只 对 观察 值 的 中 心 部 分 进行 运作 . 
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这 一 方法 的 实质 如 下 . 
设 特征 消 数 
q^? (0) — Eet ASi 
有 下 列 形式 
PCA)(0) = e-?YAlbI (3) 


于 是 分 布 P(AS,。 < z) 的 密度 p(A)(z) 按照 逆转 公式 可 表示 为 下 列 形式 : 


1 f? a 
p(x) = if e TAI" cos Ozd0. 
0 


当 z = 0 时， 


p (0) = = f “e780 dg = a: (4) 


从 而 ， 

p(^^(0) = nap) 0). (5) 
当然 , 这 个 结果 也 可 不 利用 逆转 公式 (3) 来 得 到 , 而 只 需 利 用 稳定 分 布 律 定义 的 本 
E, 根据 这 一 定义 ， 


Law(AS;, + AS, +-+ AS:,,) = Law(Cn (Se, — St )), to = 0, (6) 

以 及 已 知 下 列 结果 : 
C4, = nile 
(参见 第 三 章 81a). 
事实 上 ， 由 于 AS:, + AS, + ttt 十 AS, 一 St, 一 So, 故 
Law(S,, — So) = Law(n!/*(S,, — So)). 
因此 ， 
DU (a) 一 n7 A) (gy V). (7) 


以 至 当 x = 0 时 导出 公式 (5). 

关系 式 (5) 使 得 有 可 能 根据 有 A = 1 分 钟 和 n = 1, 3,10,32,100,316, 1000 的 经 
验 密度 p22 (0), 再 转换 为 对 数 和 应 用 最 小 二 乘法 , 来 得 到 “稳定 指数 ” a 的 估计 量 o. 
(EME n = 1,3,10,--- 的 选择 联系 着 其 对 数 logion 几乎 互相 等 差 : loglo 3 = 0.477, 
log;o 10 = 1, logo 32 = 1.505, ---.) 

在 [330] 中 用 这 样 的 方法 得 到 的 a 的 估计 量 如 下 : 


& = 1.40 + 0.05. (8) 
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我 们 立即 可 注意 到 , 这 个 结果 并 不 能 看 作 与 在 82c 的 第 5 点 中 得 到 的 对 于 “尾部 指 
XX o" 的 估计 à ~ 3.5 相 了 矛盾 . 事实 在 于 这 些 估 计 的 得 到 是 在 对 于 分 布 特征 的 不 同 
假设 下 得 到 的 . 在 一 种 情形 下 , 这 个 假设 是 分 布 属于 “稳定 ”型 假设 , 而 在 另 一 种 情 
EF, 假设 分 布 (对 于 “尾部 ” 值 ) 属于 Pareto 型 . 此 外 , 并 非 无 关 紧要 的 是 , 在 第 一 
种 情形 下 , 研究 对 象 是 汇率 , 而 在 第 二 种 情形 下 则 是 S&P500 指数 . 而 一 般 来 说 , 没 
有 任何 扎实 的 基础 来 认为 它们 的 分 布 的 性 态 特 征 是 一 样 的 , 因为 它们 受到 不 同 的 经 
济 环境 的 约束 (在 汇率 情形 下 , 它 是 国际 经 济 状况 , 而 在 S&P500 指数 的 ; 情形 下 , 它 
是 美国 的 国内 经 济 状 况 ). 

我 们 察觉 , 上 述 关 于 汇率 和 S&P500, Dow 等 等 的 金融 指数 的 不 同性 态 特 征 的 观 
点 被 后 面 在 $4b 中 叙述 的 及/5- 分 析 的 结果 所 证 实 . 

还 要 注意 到 , 估计 量 (8) 是 按 “ 中 心 ” 值 计算 的 , 而 值 & = 3.5 是 按 “尾部 ”计算 
的 . 因此 , 估计 值 的 不 相符 只 是 在 上 面 所 说 的 意义 下 得 到 证 实 : 金融 指数 在 不 同 区 域 
的 值 要 用 不 同 的 标准 分 布 来 描述 , 而 看 来 很 难 用 同一 个 普 适 分 布 来 描述 . 


3. 经 验 密度 pe’) (x) 的 中 心 部 分 能 很 好 地 用 对 称 稳定 密度 pt"A)(z) 所 逼近 这 
一 事实 , 也 被 下 列 基于 自 相似 性 质 的 讨论 所 证 实 ， 
我 们 考察 样本 量 为 大 的 样本 
(AS, 377135 AS) im — Du 一 mA， 
其 中 时 间 步 长 为 nA, A = 1 分 钟 . 如 果 把 这 些 样本 转换 为 样本 
(n^ /eAS,m, n7 AS), 
那么 这 些 新 样本 必定 有 与 下 列 样本 有 同样 的 分 布 : 
(AS, , AS), ti — ti—1 = A. 


因此 , REER n7 AS, c 和 AS, 估计 (同一 分 布 的 ) 一 维 密度 , 依照 
(7), 必定 是 “ 强 相似 的 ”. 

[330] 中 引入 把 参数 值 A 等 于 1, 3, 10, 32, 100, 316, 1000 (分 钟 ) 的 经 验 密度 转 
He “提升 ” 得 到 的 图 像 (关于 这 一 方法 参见 第 三 章 $2c 中 的 第 6 点 ); 它们 令 人 充分 
信服 地 见证 了 (参数 a = 1.40 ET) 稳定 分 布 假设 的 益处 . 

(3) 中 的 系数 y 可 由 (4) 根据 经 验 密度 pO (0) 和 估计 值 @ = 1.40 来 估计 . 所 得 
到 的 y 的 估计 值 y 等 于 0.003 75. 


3. 价格 中 的 波动 率 、 相 关 依赖 性 和 后 效 的 统计 


$3a. 波动 率 . 定义 和 例子 
1. 在 金融 数学 中 , 没有 一 个 概念 像 波 动 率 概念 那样 引起 众说 纷 终 , 争论 不 休 , 真 
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令 人 遗憾 . 作为 变化 率 的 同义词 D, 波动 率 可 用 多 种 不 同方 式 来 定义 , 而 术语 本 身 用 
来 作为 各 种 可 变性 程度 度量 的 正式 名 称 . 
如 果 S, = Soe#™, Ho = 0, JEH. AH, = cen, n 2 1, HF (en) 是 高 斯 白 噪声 ， 
En ~ N (0, 1), 那么 波动 率 被 理解 为 这 里 的 不 确定 性 和 变化 性 的 度量 : 标准 差 o. 
我 们 记得 , 如 果 随 机 变量 & ~ N (u, 07), 那么 


P(I£ ~ u| < o) z 0.68 (1) 
以 及 
P(E — ul] € 1.650) = 0.90. (2) 


这 样 一 来 , 照例 有 90% 的 情形 可 期 待 对 & 的 观察 结果 与 均值 e 的 偏差 不 超过 1.650. 
EER “Sn = Snie” HE n, 通常 很 小 , 以 至 


Sn © Sn1 (1 + ha). 


因此 , 如 果 hn = oen, 那么 可 以 断定 , 当 “ 今 天 ”的 价格 值 为 5,_1 时 , 它 “ 明 天 ”的 
f& Sn 在 90% 的 情形 下 将 落 在 区 间 [Snl 一 1.650), S,_1(1 十 1.650)] H, 而 这 就 是 
说 , 照例 只 有 在 5% 的 情形 下 S, 将 超过 5,,_1(1 + 1.650) 以 及 在 5% 的 情形 下 将 低 
F S,-1(1 - 1.650). 


Ea. 上面 的 叙述 说 明 , 为 什么 在 某 些 金融 业主 管 那里 (参见 例如 , [404]) UE 
v = 1.650 取代 标准 差 o 来 作为 波动 率 的 度量 . 


2. 所 考察 的 高 斯 模型 “h,, — oe, n 2 1", 正如 我 们 以 前 所 看 到 , 它 离 现 实 很 远 . 
更 为 现实 的 是 型 为 “h,, = onen, n 之 1? 的 条 件 高 斯 模型 , 其 中 序列 o = (cn)n>l 是 
随机 序列 , 并 且 on 为 Fn- JW, 而 sn 为 多 -可 测 , 其 中 (Fn) 是 “信息 ” 流 (BI 
如 , 关于 价格 值 的 信息 流 ; 详情 参见 第 一 章 中 的 §2a). 


遵循 已 有 的 传统 , 序列 o = (on) noi 照例 也 称 为 (所 考察 的 模型 中 的 ) 波动 率 序 
列 , 其 随机 特征 可 表达 为 “波动 率 自身 在 波动 ”. 
我 们 察觉 ， 
E(hn|Fn—1) = On, (3) 


而 取 值 为 五 一 hi Tee + hn (E|h,l? «o0o,n2 1) 的 序列 H= (An, Fn)nz1 是 平方 
BY ARR, 其 平方 特征 为 


(H)n = SUE Fr) n>1. (4) 

k=1 
1) “ 蓝 顿 韦伯 斯 特 简明 辞典 (Random House Webster’s concise dictionary)” 对 术语 wolatile 作出 这 
样 的 注解 : “L 快速 挥发 的 (evaporating rapidly). 2. 易 爆 发 或 有 爆发 危险 的 ; 爆炸 性 的 (tending or 


threatening to erupt in violence; explosive). 3. 可 变 的 ; 不 稳定 的 (changeable; unstable).” 
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根据 (3), 


因而 平方 特征 


自然 称 为 序 州 H 的 波动 率 . 


很 明显 ， 
EH? = E(H)n. (6) 
3. EARCH (p) 模型 的 情形 下 ， 
p 
c2 二 Qo 十 > aih? i (7) 
i=l 


(参见 第 二 章 中 的 83a). 

因此 , 对 于 这 样 的 模型 来 说 , 波动 率 en 的 估计 问题 归结 为 系数 ao,al，…… ,ap 
的 参数 估计 问题 . 

还 存在 另 一 些 波 动 率 估计 方法 , 例如 非 参数 方法 . 这 样 , 如 果 hn = us + onen， 
n > 1, 其 中 以 = (us) fH o = (on) 是 平稳 序列 , 那么 对 于 on 的 自然 估计 是 标准 估计 
量 





n 1 一 
On E n—1 2/0 — RJ (8) 
其 中 元 = 2 ha 

值得 注意 的 是 , 经 验 波 动 率 5 = (Cr) 也 可 看 作 某 个 金融 统计 指数 , 因而 对 它 
进行 分 析 , 也 可 应 用 与 研究 价格 S = (Sn) noi 本 身 时 一 样 的 方法 论 和 技巧 . 

出 于 这 一 目的 , 我 们 引入 量 


i Ms 


P =m,  n22. (9) 
On—1 





多 项 观察 和 出 版 物 (例如 , [386; 第 10 章 ]) 指出 , 对 数 收益 量 P = (Fa) noe 快速 变 
化 自己 的 值 , 表明 值 车 , Al Fay. (n > 2) 之 间 呈 负 相 关 . 如 果 取 S&P500 指数 为 例 , 并 
对 相应 的 量 他 = (a)na 应 用 有 R/5- 分 析 (参见 第 三 章 82a 以 及 本 章 的 第 4 节 ), 那么 
负 相 关 效 应 将 被 完全 证 实 . 这 里 量 F= (a) 的 一 阶 逼 近 可 认为 是 高 斯 的 , 因而 其 负 
相关 性 (与 所 观察 到 的 自 相 似 性 一 起 ) 可 看 作 有 利于 这 样 的 论点 : 这 一 序列 是 Hurst 
参数 H < 1/2 WARA. (根据 [386], 对 于 指数 S&P500, 参数 H ~ 0.31.) 


4. 认 清 波动 率 概念 的 重要 性 在 很 大 程度 上 归功 于 F. Black 和 M. Scholes 1973 
年 的 著名 论文 [44], 其 中 给 出 了 标准 买 人 期 权 的 公平 (合理 ) 价格 Cr 的 公式 (参见 
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第 一 章 中 的 81b). 根据 这 一 公式 , E Cr 不 依赖 于 u (一 眼看 来 令 人 惊讶 的 事实 !), 但 
依赖 于 波动 率 o 的 值 , 它们 都 在 确定 股票 价格 S = (54);>o 演变 的 公式 中 : 
2 
Sp = Soe™, — Hy = oW, + (^ - T) t, (10) 
其 中 W = (Wi)izo 是 标准 维 纳 过程 . 
当然 , 在 模型 (10) 中 的 波动 率 o 首先 假定 为 常数 , 其 次 假定 为 已 知 常 数 , 这 都 
不 太 现实 . 因此 , 越 来 越 清 楚 的 是 , 在 实际 中 应 用 Black 和 Scholes 的 公式 时 , 至 少 要 
求 波动 率 可 能 值 的 某 种 近似 表示 ， 而 这 不 仅 对 于 确定 期 权 的 公平 价格 , 并 且 对 于 确 
定 对 价格 决定 采用 第 一 章 81b 中 的 公式 (9) 和 (10) 的 模型 所 带 来 的 风险 程度 , 都 是 
必要 的 . 
在 这 一 联系 中 , 应 该 讨论 的 还 有 一 个 通 向 波动 率 概念 的 (经 验 ) 通道 , 其 定义 运 
FH T Black-Scholes AÑ, 以 及 在 证 券 市 场 上 的 期 权 的 现实 价格 . 
为 了 给 出 对 应 的 定义 , 记 Ce = Clo T) 为 在 时 刻 t < T 购买 在 到 期 时 刻 T A 
fr = (Sr — K)* 的 标准 欧式 买 人 期 权 的 价格 的 (理论 ) (EL. 
价格 C, 是 理论 价格 . 在 实践 中 , 它 也 是 时 刻 上 的 价格 C. 的 实际 解释 , 它 可 以 用 
来 求 下 列 方程 的 根 : 
C, = Ci(o;T). (11) 


这 样 求 得 的 值 o 记 作 5,, 称 为 隐 含 (implied) 波动 率 , 并 认为 它 是 真实 波动 率 的 好 信 
计量 . 

应 该 注意 到 , 就 其 自身 的 性 态 特征 而 言 , 隐 含 波动 率 类 似 于 用 (在 连续 时 间 情 形 
下 ) 类 型 (8) 的 公式 来 确定 的 经 验 波动 率 . 这 时 其 负 相关 性 和 分 形 结构 极为 清晰 可 见 
(参见 例如 , [386; 第 10 章 ]). 


5. 我 们 讨论 男 一 个 通 向 波动 率 定义 的 途径 , 它 基 于 考察 过 程 H = (Hiio HE 
差 特 征 , 后 者 是 由 价格 S = (5S4)i>o 来 确定 的 , S, = Soe. 许多 统计 观察 以 及 经 济 论 
证 都 有 利于 说 , 过 程 H = (Hi)izo 具有 自 相 似 性 , 它 特别 是 意味 着 , 量 Haa 一 Hi 的 
分 布 律 对 于 不 同 的 A > 0 来 说 具有 某 种 相似 性 (参见 第 三 章 中 的 第 二 节 ). 

我 们 记得 , WR H = By 是 分 形 布朗 运动 , 那么 对 于 每 个 A > 0 和 t>0, 有 


2 
EH, a — Hi| = "ER (12) 


以 及 
E|Aiia 一 H,|? 一 AH (13) 


对 于 参数 满足 0 < a < 2 的 严格 -稳定 Lévy 运动 来 说 


EļH a — Hi| = E|HA| = AV*E|H,|. (14) 
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因此 , id H = 1/o, 我 们 求 得 
El] Aisa — Hi| = AP E|H;|, (15) 


它 类 似 于 对 于 分 形 布朗 运动 的 公式 (12). 

所 引入 的 公式 和 基于 大 数 定律 的 考虑 表明 引 人 变 差 特 征 很 自然 , 并 且 还 表明 ， 
在 此 基础 上 可 自然 地 进行 下 列 问 题 的 统计 检验 : 参与 价格 S = (Sipo 形成 的 过 程 

= (Hi)izo 是 否 是 分 形 布 朗 运 动 类 型 或 a- 稳 定 Lévy 运动 类 型 的 自 相 似 过 程 . 

这 时 , 应 该 强调 , 从 统计 分 析 的 视角 来 看 , 不 同 的 投资 者 群 可 能 对 不 同 的 时 间 闻 
隔 和 时 间 祝 野 感 兴 趣 . 

这 样 , 对 于 短期 投资 者 来 说 , 有 价值 的 是 对 于 短 时 间 间 隔 A > 0 ( 几 分钟 甚 至 几 
秒 钟 ) 在 时 刻 tk = kA (k > 0) 的 价格 值 S = (Shoo 的 数据 ， 对 于 长 期 投资 者 来 
说 , 他 们 对 类 似 的 信息 不 感 兴趣 , 而 对 于 他 们 来 说 , 有 价值 的 是 有 关 价 格 在 长 时 间 间 
隔 (月 , 甚至 年 ) 中 的 变化 数据 , 具有 (无 论 是 周期 性 的 , 还 是 非 周期 性 的 ) 循环 及 其 
持续 的 信息 , 以 及 关于 倾向 现象 的 信息 等 等 . 

考虑 到 这 一 点 , 我 们 将 在 以 后 明确 指出 可 选择 的 时 间 间 隔 A 以 及 区 间 (a,b); 前 
者 的 选取 是 用 来 作为 刻画 投资 者 时 间 尺 度 的 度量 单位 , 后 者 的 选取 则 是 因为 我 们 对 
所 考察 的 金融 指数 在 这 一 区 间 上 的 演变 和 变化 特征 有 兴趣 . 

6. 关于 在 时 间 区 间 (a, b] LA BSR H = (Hi):>o 的 变化 可 通过 下 列 
A- 变 差 来 刻画 : 

Varqa, (H; A) = >》 Hn — Ha i|. (16) 
其 中 求 和 对 于 所 有 这 样 的 来 进行 : 对 于 它们 来 说 , a < th_1 < te <b, 并且 所 有 tk 
ÉH kA. 
最 然 ,对 五 = (HiJacico “足够 正则 ”的 函数 (实现 ) 和 小 A > 0, 量 Vara alH; A) 
迫近 于 
b 
Var (a,b) (H) =f Ia H.|, (17) 
它 按 定 义 为 
sup 》 |Ha, — Hu al, (18) 
其 中 sup 对 区 间 (a,b) 的 所 有 使 得 e = to < ti < & € o < th < b WARDE 
(to, ,tn) 来 取 . 

在 对 过 程 H = (Hio 进行 统计 分 析 时 , 假定 有 均匀 的 增 量 , 有 价值 的 不 是 对 
A- 变 差 进行 运作 , 而 是 对 下 列 规 范 量 进行 运作 : 

Var (a,b (H; A) 


ee) 


Va p (H; A) = (19) 


它 将 被 称 为 是 在 (a,b) 上 的 (经 验 ) A- 波 动 率 . 
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同时 考察 下 列 阶 为 6 > 0 的 A- 波 动 率 经 常 是 有 益 的 : 


Var\?),, (H; A) 





vy (HH; A) = Ean (20) 
其 中 
Var, T; A) 一 5 |H, 一 Hy, I°, (21) 
.而 求 和 与 (16) 中 所 进行 的 一 样 . 
注意 , 对 于 分 形 布朗 运动 H = By Kik, 当 A 一 0 时 ， 
oo, 0«H «1, 
Vary (H; A) 5 (b-a) H=35, (22) 
0, i«H«l, 
Hop «E> 意味 着 按 概率 收敛 . 
如 果 H 是 严格 a- 稳 定 Lévy 运动 , 0 < a < 2, 那么 当 A 一 0 时 ， 
Var(2, (H; A) 5 0. (23) 


注 2. 具有 性 质 (23) 的 随机 过 程 H = (Hipo 自然 称 为 零 能 量 过 程 (参见 例 
如 , (166). Mmi, 由 (22) 和 (23) 导出 , 满足 1/2 < H « 1 的 分 形 布朗 运动 和 有 
H = 1/o > 1/2 的 严格 w- 稳 定 Lévy 过 程 都 是 零 能 量 过 程 . 


7, 借助 于 后 面 叙述 的 R/S-a UT (参见 第 4 节 ) 对 波动 率 进行 统计 研究 , 可 用 来 
解释 一 系列 引 人 注 目 和 出 人 意料 的 性 质 , 使 得 人 们 有 可 能 检验 关于 H = (Hizo (在 
连续 时 间 情 形 下 ) 和 H = (五 ,)wzo (在 离散 时 间 情 形 下 ) 的 时 空 结 构 的 这 样 那样 的 
假设 . 例如 , 对 于 许多 金融 指数 来 说 , 相当 肯定 的 是 应 该 验证 形成 序列 H = (Hn) n>0 
的 量 hn (n > 1) 的 独立 性 假设 . (在 连续 时 间 情 形 下 , 这 对 应 假设 H = (Heiho 是 否 
是 独立 增 量 过 程 .) 

同时 , A- 波 动 率 分 析 和 R/S- 统 计 分 析 都 有 利于 说 , Bt hn (n > 1) 其 实 有 足够 的 
强 后 效 性 质 , 它 为 期 待 对 未 来 价格 运动 作出 “ 非 平凡 ”预测 提供 了 基础 . 

对 于 许多 金融 指数 (股票 , 债券 , Dow 型 指数 , S&P500 指数 等 等 ) 来 说 都 显露 出 
波动 率 的 分 形 结构 . 这 时 , 最 为 突出 的 是 货币 汇率 , 对 此 我 们 将 在 下 一 节 中 提 及 . 


§3b. 汇率 波动 率 的 预测 和 分 形 结构 
1. 在 81b 中 曾经 引进 在 一 昼夜 中 和 在 一 周 中 获得 的 标记 数 的 数据 (参见 图 29 
和 30). 这 些 数据 清楚 地 表明 具有 
一 慢 夜 内 的 不 均匀 性 
和 
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RAR (周期 性 ). 
如 果 把 过 程 H = (Hipo 表示 为 下 列 形式 (比较 81e 中 的 公式 (7)): 


Hi = So hr, I (te < t), (1) 


其 中 H; = n2. 那么 可 以 说 , 图 29 和 30 描述 的 仅仅 是 由 什么 来 确定 过 程 H 的 
“时 间 ” 成 分 , 即 出 现 标记 (re) 的 时 刻 , 而 不 是 要 给 出 “ 相 ” 成 分 序列 (uu) BE (Bx) 
(hy =A) 的 性 态 的 表示 (参见 32b 中 的 记号 )， 

上 面 所 引入 的 基于 转化 为 人- 变 差 Varga a (H; A) 的 A- 波 动 率 概念 可 用 来 获得 
过 程 H 和 A 既 按 时 间 、 又 按 相 变量 的 变化 “活跃 程度 ”的 直观 表示 . 

为 了 这 一 日 的 , 我 们 考察 A- 波 动 率 vo (H5 A). 

我 们 立即 注意 到 , WE a = (k — 1)A, b = kA, 那么 


V((k—1)A,kA] (H;A) = [Hxa 一 Hal = [re | (2) 
(参见 82b 中 的 记号 ). 
我 们 选取 汇率 DEM/USD 作为 研究 对 象 , 使 得 S, = (DEM/USD),, Hi = In a 
我 们 将 令 A = 1 小 时 , HEH ERO 分 析 ( 按 每 周 的 格林 威 治 时 间 的 0:00 
开始 计算 时 间 ) 时 取 
t=1,2,---,24 (小 时 ) 
以 及 在 进行 “ 周 ” 分 析 时 取 
t=1,2,---,168 (小 时 ). 


我 们 察觉 , 168 = 24 x 7; 从 而 , 值 t = 168 是 指 一 周末 . 

“Olsen & Associates” 的 内 容 丰 富 的 数据 库 使 得 有 可 能 对 星期 的 每 一 天 获得 对 
FE ves aA (HE A) = |hx| 完全 可 靠 的 估计 . 

出 于 这 一 目的 , 我 们 将 对 数据 库 中 的 第 一 个 周一 的 格林 威 治 时 间 0:00 开始 考虑 
时 间 ， 如果 A = 1 小 时 , 那么 令 k = 1,2,--- ,24, 我 们 得 到 区 间 (0,1], (1,2],…， 
(23, 24], 它 对 应 时 人 间 区 间 ( 按 格林 威 治 时 间 ) 

(0:00, 1:00], (1:00, 2:00],--- , (23:00, 24:00]. 
对 整个 周一 按 编号 指数 ; 对 AQ — AD 1。| 取 算 术 平均 值 作为 


DP (e—-1)d,kA] (; A). 


用 类 似 的 方式 我 们 获得 对 周二 (k= 25,… 48), …, HÆ H (k = 145,--- , 168) 
的 估计 量 V 1) A, kA] (H; A). 
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来 自 [427] 的 下 面 的 图 像 (图 36 和 37) 直观 地 图 示 了 在 一 周 内 A- 波 动 率 
vk-1)a,ka] (H; A] = [hx] 
在 时 间 区 间 ((k — 1)A, KA] (k =1,2,---) 上 的 看 夜 内 的 不 均匀 性 MERAM (08 
环 性 ). 


0 6 12 18 24 


图 36 根据 路 透 社 数据 获得 的 汇率 DEM/USD 的 A- 波 动 率 的 一 尽 夜 内 的 图 像 (1992.10.05— 
1993.09.26) 


0.0020 





144 168 


图 37 汇率 DEM/USD 的 A- 波 动 率 的 一 周 内 的 图 像 (A = 1 小 时 ). 区 间 (0, 1],--- , (167, 168] 对 应 按 ` 
格林 威 治 时 间 的 时 间 区 间 (0:00,1:00],.… , (23:00,24:00]. 数据 来 自 路 透 社 (1992.10.05—1993.09.26) 

在 考察 相关 性 质 时 , 所 注意 到 的 A- 波 动 率 性 态 上 的 昼夜 周期 性 (循环 性 ) 效应 
也 能 观察 到 . 下 一 节 正 是 讨论 这 个 问题 , 同时 也 要 讨论 由 A- 波 动 率 的 统计 分 析 所 得 
到 的 实际 推荐 结果 . 

2. 我 们 转向 A- 波动 率 n(A) = wod(E;A) 在 固定 t 时 作为 A 的 函数 的 性 质 ， 
其 中 以 VA) 表示 它 的 估计 量 V(o,t) (H; A). 

我 们 取 充 分 大 的 忆 EAN t = T, 其 中 T= 145, 并且 对 于 不 同 的 A 值 求 出 D(A). 
不 久 以 前 (参见 例如 , [204], [362], [386], [427]), 揭示 了 FX- 市 场 以 至 某 些 其 他 市 场所 


www.55188.com 最 好 的 股票 论坛 理想 在 线 证 券 网 欢迎 您 | 
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固有 的 相当 独特 的 性 质 , 即 A- 波 动 率 在 下 列 意 义 下 是 高 度 正则 的 : 
Dr(A) z Cr AB, (3) 


其 中 Cr 为 依赖 于 所 考察 的 汇率 的 常数 , 而 对 于 主要 货币 H =~ 0.585. 

为 了 使 关系 式 (3) 有 更 确定 的 意义 , 我 们 考察 In Pr(A) 作为 nA 的 函数 的 统 
计数 据 , 其 中 A 的 值 在 一 个 很 广 的 区 间 中 取 : 从 10 分 钟 =600 秒 一 直到 2 个 月 
= 2 x 30x24x60x60 秒 = 5184000 秒 . 








图 38 A- 波 动 率 ora) 的 分 形 结构 的 解释 . 纵 轴 上 置 以 InPr( 人 A) 的 作为 mA 的 函数 的 值 


图 38 上 的 直线 是 由 最 小 二 乘法 引入 的 , 它 表明 , 经 验 数据 很 好 地 聚集 在 斜率 为 
H = 0.585 的 直线 上 . 尤其 是 , 由 (3) 可 断定 , 对 于 大 t, 波动 率 w(A) 作为 A 的 函数 
有 Hurst 指数 H = 0.585 的 分 形 结构 . 

正如 我 们 在 上 面 的 83a 中 看 到 , 对 于 布朗 运动 , E|Ha| = V27TA1/2, 对 于 有 指数 
为 H 的 分 形 布 朗 运 动 , EIHa| = V/A", 而 对 于 a > 1 的 严格 a 稳定 Lévy 过 程 ， 
E|HA| = EJH |A", IEP H= 1/a « 1. 

这 样 一 来 , 用 试验 途径 求 得 的 值 H = 0.585 > 1/2 有 利于 假设 过 程 H = (Hi) 可 
令 人 十 分 满意 地 或 者 用 分 形 布朗 运动 , 或 者 用 参数 a = g^ ~ — ~ 1.7 的 a 稳定 
Lévy 过 程 来 描述 . 


ik. 关于 分 形 布朗 运动 的 参数 H 的 估计 参见 第 三 章 §2c 的 第 6 点 . 


3. 我 们 回 到 图 36. 在 这 一 图 上 , 极为 清晰 可 见 活动 程度 的 最 小 值 和 最 大 值 的 位 
置 . 格林 威 治 时 间 4:00 (活动 程度 的 最 小 值 ) 对 应 东京 、 悉 尼 、 新 加 坡 、 香港 的 午餐 
时 间 , 这 时 FX 市场 中 的 “生活 ”完全 停 灌 ，( 在 欧洲 和 美洲 这 时 是 深夜 .) 上 面 也 已 经 
注意 到 , 活动 程度 的 最 大 值 (= 15:00) 对 应 欧洲 的 早 下 半日 和 美洲 的 交易 日 的 开始 . 
在 一 周 的 五 个 工作 日 中 (周一 到 周 五 ) (FE HER) 活动 程度 相当 类 似 . 这 一 活动 
程度 本 质 上 在 周末 降 到 最 低 : 在 周 六 和 周 日 的 大 部 分 时 间 , 活动 程度 实际 上 可 认为 
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是 零 . 到 了 周 日 的 最 后 , 当 东 亚 市 场 的 交易 日 开始 时 , 活动 程度 开始 提升 . 


§3c. 相关 性 质 


1. 我 们 再 来 考察 汇率 DEM/USD, 正如 上 面 所 注意 到 (81a, 第 4 点 ), 它 以 非常 
活跃 地 出 现 标 记 为 特征 (平时 每 分 钟 平均 3-4 个 标记 , 而 在 高 活跃 日 , 每 分 钟 15-20 
个 标记 , 正如 1994 年 7 月 曾经 出 现 过 的 那样 ). 

上 面 描述 的 对 出 现 标记 和 对 A- 波 动 率 的 周期 性 (循环 性 ) 效应 也 在 对 绝对 变化 
JAH] 进行 相关 分 析 时 明确 . 相应 的 结果 将 在 下 面 的 第 3 点 中 引入 . 我 们 从 量 AH 
本 身 的 相关 分 析 的 叙述 开始 . 


2. 设 S, — (DEM/USD), 和 H, = mt. REIA S, Al H; = n (53 82b 中 相 
0 


对 应 ) 表示 所 得 到 的 线性 插值 . 
选取 某 个 时 间 区 间 A, 并 记 


hy 一 Hi, 一 Hi 4, 


FEP th = kA. (在 82b 中 这 个 量 也 记 为 由; 根据 83b, 绝对 值 Ar| = varita (H; A).) 
4 N= 1 分 钟 以 及 天 = 12,… ,60. 于 是 增 量 序列 hi, h2,- ,heo 对 应 一 小 时 内 
的 量 H ( 按 每 分 钟 ) 的 增 量 序列 . 在 这 一 (小 时 ) 区 间 中 , 可 以 认为 序列 hi, Ra, , heo 
是 平稳 (均匀 ) 的 . 
平稳 序列 六 = (hi, ho,---) 的 相关 依赖 性 的 传统 度量 为 它们 的 相关 函数 


o(k) = Elaine — Eh Ehe 
V Dh, Dhnik 


它 在 随机 过 程 理论 中 通常 称 为 自 相 关 函 数 . 

Hj “Olsen & Associates” 所 进行 的 相应 的 统计 分 析 (参见 [204]) 给 出 下 列 (经 
验 ) 自 相 关 函 数 p(k) 图 像 , 它 是 根据 (很 有 代表 性 的 ) 1987.01.05—1993.01.05 期 间 的 
数据 来 求 得 的 . 

在 图 39 中 清楚 地 可 看 到 在 4 分 钟 等 级 的 区 间 中 的 负 相 关 性 (A(1) < 0, p2) < 0, 
A3) < 0, A(4) < 0). 这 时 , 24 4 < k < 60 时 , Ak) 的 值 的 大 多 数 小 于 零 . 

在 这 一 意义 下 , 可 以 认为 , 值 hn A hm 当 jn 一 m| > 4 分 钟 时 , 实际 上 是 不 相关 
的 . 

我 们 注意 到 , 在 小 区 间 (m -m| 么 4 分 钟 ) 中 的 负 相 关 效 应 在 [189], [191] PH 
A, 并 且 许 多 金融 指数 也 有 这 样 的 表现 (参见 例如 , [145] 和 [192]). 

在 文献 中 可 找到 对 增 量 AGE 在 小 时 间 区 间 上 的 负 相 关 效 应 的 各 种 解释 . 例如 ， 
在 [204] 中 所 引进 的 这 个 效应 的 解释 归结 为 , 在 FX- 市 场 中 的 交易 者 远 不 是 同 质 的 ， 
他 们 的 兴趣 可 能 “ 往 各 个 方向 走 ” 他 们 可 能 对 获得 的 信息 作 不 同 的 解释 . 当 交 易 者 


(1) 
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图 39 汇率 DEM/USD 的 增 量 序列 hn = He, — Hi, Gn = nA, A = 1 分 钟 ) 的 经 验 自 相关 函数 
Plk) 


得 到 指令 说 市 场 “失衡 ” 时 , 他 们 经 常 在 某 个 “方向 ”上 避免 价差 变化 . 此 外 , 许多 银 
行 系统 颁布 有 过 大 价差 的 买卖 价格 ; 与 此 相 联系 可 参见 著作 [199]. 

Cov (hin, Fink) = Ebnbinge — EhaEha za 对 于 不 大 的 值 的 负 性 效应 的 可 能 的 
“数学 ”解释 例如 可 如 下 作出 (比较 [481]). 

设 Hy, = hy eee + În, 其 中 hn = Un + OnEn; On 为 J£, 1- 可 测 ， 而 序列 (En) 为 
独立 正 态 分 布 随机 变量 序列 . 量 uu, 也 可 被 认为 2,_1- 可 测 . 根据 许多 统计 数据 , 均 
值 pn 显著 小 于 on (参见 例如 $2b 的 第 2 点 中 的 表 ), 而 实际 上 可 认为 它 等 于 零 

ft A, 就 是 m2, 其 实 并 非 总 是 确切 已 知 ; 更 现实 的 假定 是 , 开始 已 知 的 不 是 
Än 而 是 Hy = Hy + bn, 其 中 (6n) 是 某 个 白 噪声 , 它 刻 画 了 由 于 所 获得 的 价格 值 不 
是 价格 的 真实 状况 、 而 带 有 不 精确 性 所 决定 的 噪声 成 分 . 

我 们 将 假定 , (On) 是 有 Ed, = 0, E62 = C > 0 的 独立 随机 变量 序列 . 

于 是 对 于 取 值 为 hn = AA, = hn + (ôn — 04 2) 的 序列 元 = (hn), 我 们 求 得 

E =0, Eh? =Eo2 +20 
以 及 


m 
ze 
3 
zu 
3 
二 

ll 
Im 
cn 
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cn 
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‘L 
* 
3 
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| 
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| 
a 


ER, i = 0， k 2 1. 
这 样 一 来 , 协 方差 函数 
Cov(In, fink) = Ehnlinte — Ehn - Eat 
(假定 Eo? = Eo?, n 2 1) 由 下 列 公 式 给 出 


on Eo? +2C, k=O, 
Cov(h,, hni) = 4 —C, k — 1, 
0, k 1. 
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3. 为 了 借助 于 相关 分 析 方 法 来 说 明 波动 率 的 周期 性 (循环 性 ) 效应 , 我 们 采用 
下 列 方式 . 

固定 区 间 A = 20 分 钟 . 设 to = 0 对 应 周 日 的 格林 威 治 时 间 0:00, ti = A = 20 
分 钟 , ta = 2A = 40 49b, ts = 3^ = 1 小时, … tsoa = 504^ = 1 BM, --- ,tz016 = 
2016A = 4 星期 (= 1 A). 

iG hn = Hi, HV _,, 并 设 


Ellis] 一 Elhal - EļAn+r] 


R(k) = = = 
V D|A^;| ` D|hn+kl 





(2) 


是 序列 [hj = (i, hoh) 的 自 相关 函数 . 











一 一 一 +— + —- 
0 504 1008 1512 2016 


图 40 对 于 汇率 DEM/USD 的 序列 [hel = Ain — Hi, | 的 经 验 自 相关 函数 Rk) (根据 路 透 社 
1992.10.5—1993.9.26 的 数据 ; [90], [204]). {È k = 504 对 应 1 星期 ,上 = 2016 对 应 4 星期 


在 图 40 中 所 描 出 的 图 像 对 应 对 于 = 0,1,--- ,2016 ( 即 四 周 ) HZR AHX K 
数 R(k). 这 一 图 形 清楚 地 表明 , 在 有 fn] = | 名 ,一 后 ,| (A = 如 一 如 -1) 的 A- 波 
动 率 [h] = (|h|);z1 的 自 相 关 函 数 有 周期 成 分 . 

已 知 , 相关 方法 的 威力 完全 在 于 当 所 考察 的 序列 是 平稳 序列 的 时 候 . 然而 , 正如 
我 们 所 看 到 的 , A- 波 动 率 不 具有 这 种 性 质 , 以 全 自然 就 产生 这 样 的 问题 : 怎样 去 “ 揉 
$ C, BB, 把 它 转换 为 平稳 均匀 序列 . 

波动 性 的 “ 揉 平 ” 程序 称 为 去 波动 化 . 在 下 一 节 中 我 们 将 基于 随机 过 程 理论 中 
所 熟知 的 时 间 替 换 的 概念 以 及 “Olsecn & Associates” 在 分 析 FX- 市 场 数 据 时 系统 运 
用 的 “9- 时 间 ” 观 念 来 讨论 这 一 问题 (参见 [90], [204], [362]). 


$3d.“ 去 波动 化 ”. 运作 时 间 
1. 我 们 从 下 列 充分 说 明 去 波动 化 ( 即 揉 平 波动 性 ) 程序 的 基本 步 又 的 例子 开始 . 
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dH = fs c(u)dB,, 其 中 B = (Boso 为 标准 布朗 运动 , 而 o = (o(t))iso 是 某 
个 刻画 在 值 A, 的 陈述 中 附加 在 dB, (u < t) 上 的 “强度 " “活跃 程度 ”的 确定 性 函 
BC. 我 们 察觉 , 对 于 每 个 nl, 


三 一 = . giu u a OnEn 
hn = Hn — Hn 1 I. (u)dB. En, (1) 
其 中 en (0,1), o2 = fo (udu, 而 全 表示 分 布 相 重合 的 随机 变量 . 
这 样 一 来 , 当 过 程 五 = (Hio 的 值 只 可 能 在 离散 时 间 时 刻 n = 1,2,… 记录 
时 , 值 hn = Hn — Hn 的 观察 序列 具有 带 零 均 值 、 但 一 般 来 说 有 不 均匀 的 方差 ( 波 
动 率 ) o2 的 独立 高 斯 随机 变量 序列 (Onenna 的 十 分 简单 的 结构 . 
下 面 的 讨论 给 出 一 种 把 这 些 “ 不 均匀 ”的 o2 (n > 1) 揉 平 的 数据 变换 方法 . 
记 
T(t) = f c? (u)du (2) 
以 及 « 
T" (0) = inf fi: f o*(u)du = o} (= inf(t: T(t) =0}), (3) 


HH o > 0. 

我 们 将 假定 , olt) > 0 对 于 每 个 上 > 0 成 立 , fo e? (u)du < oo (在 这 一 假定 下 , X 
于 布朗 运动 B = (Bu)uso 的 随机 积分 I c(u)dB, 有 定义 ; 参见 第 三 章 中 的 830), 并 
设 当 上 一 co Hf, IM c? (u)du 1 oo. 

除了 物理 时 间 t > 0 以 外 , 我 们 还 考察 新 的 运作 “6- 时 间 ”, 它 由 下 列 公式 ( 按 t) 
来 定义 : 


0 = T(t). (4) 
运作 “9- 时 间 ” 向 物理 时 间 的 转换 由 下 列 逆 变换 来 定义 : 
t = 7"(0). (5) 
我 们 察觉 , 由 (3)， »" 
f c? (u)du = 6, (6) 


BD r(7*(0)) = 0, 而 这 就 是 说 ，7*(90) = 7-18), r*(r(0) = t. 
我 们 考察 实现 物理 时 间 向 运作 时 间 变 换 的 函数 0 = r(t). 
由 于 a 
b2 — 01 = f o? (u)du, (7) 


”故我 们 看 到 , 活跃 程度 o? (u) 越 低 , 物理 时 间 所 变换 的 运作 时 间 就 越 短 , 越 被 压缩 (如 
图 41). 
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图 41 (长 ) 时 期 ex, to] SP “AR” TROBE "FRA" 为 9- 时 间 的 ( 短 ) 区 间 [01,02] 的 图 示 


但 是 如 果 活 路 程度 o?(w) 很 高 , 那么 所 发 生 的 就 相反 : 物理 时 间 的 短 区 间 (t, t2) 
(参见 图 42) 对 应 运作 时 间 的 长 区 间 (61,62), 使 得 时 间 “ 延 长 ”. 


0 





图 42 ( 短 ) 时 期 [t to] 对 于 “高 ”活跃 程度 “延长 ”为 9- 时 间 的 (长 ) 区 间 [01,02] 的 图 示 
现在 我 们 构成 新 过 程 
Hj = H,+), (8) 


它 是 在 新 的 运作 时 间 下 进行 的 . 这 时 很 明显 , 从 新 过 程 H* 回归 老 过 程 是 由 下 列 公 
式 来 实现 的 : 


Hi; — H7, (9) 


因为 7" (r(£)) = t. 
我 们 察觉 ， 对 于 01 < 85, 


T" (02) 
Hg, — Hs, 一 Hr*(0,) 一 Hire) 一 f (61) a(u)dB,, 
T*(04 


一 [ I(T*(061) < u S 7*(02)) o(u)dB,,. 
0 
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由 此 看 出 , H* 是 有 独立 增 量 的 过 程 , A Hé =0, EH? = 0; 同时 , 根据 随机 积分 的 性 
质 (参见 第 三 章 中 的 8$3c)， 


ELH, - Hg, = f 100) < u < n (02))o?(u)du 
0 


T“ (05 


) 
- f o?(u)du = b2 — 6; (10) 
T*(01) 


(后 一 等 式 由 (6) 得 到 ). 
由 于 过 程 H* 也 是 高 斯 过 程 , 故 作为 有 独立 增 量 、 零 均值 、 性 质 (10) 和 连续 加 
线 的 过 程 , 这 无 非 就 是 标准 布朗 运动 , 以 至 


6 
m= f o* (u)dH;, (11) 
0 


其 中 o*(u) = 1. 

与 表示 式 H = foo(u)dB, 相 比 较 , 其 中 一 般 来 说 , olu) #1, 这 表明 , 向 运作 
时 间 的 转换 “ 揉 平 ” 了 活跃 程度 的 特征 o = olu), 使 得 在 新 的 “时 间 ” 下 变 得 均匀 
(c* (u) = 1). 

我 们 在 上 面 假定 , o(w) 是 非 随机 的 . 其 实 , 过 程 H3 = Hrg 也 将 是 维 纳 过 程 , 而 
在 以 o(u) = o(u;w) 的 公式 (3) 所 定义 的 随机 时 间 替 换 下 , 仅仅 有 以 概率 1 24 t 5 oo 
时 , 有 h c? (u;w)du < oo 和 h c? (u;w)du 1 oo. 然而 , EARRA o = c(u) 和 随 
机 的 o = c(u;w) 之 间 有 本 质 区 别 : 在 第 一 种 情形 下 , 所 导入 的 时 间 替 换 t ~ 0 = r(t) 
可 事先 计算 , 其 中 也 包括 对 于 “未 来 的 ”时 刻 ; 而 在 第 二 种 情形 下 , 这 点 做 不 到 , 因为 
“随机 ”时 间 替 换 对 于 不 同 的 实现 o = o(u;w) (u > 0) 是 不 同 的 . 

2. 现在 转向 某 个 序列 h= (Rn )n>1) hn = On€En, PHA 5] 08 CREE On; 
n> 1. 这 时 我 们 将 把 n 看 作物 理 (“ 老 ”) 时 间 . 

我 们 定义 时 刻 序列 

T*(0) = min [m >i: Y > 7 ; 
k=1 
其 中 6 取 值 为 1,2,….， 并 旦 将 被 看 作 运 作 (“新 ”) 时 间 . 
叉 设 对 于 9 = 1,2,:…， 
hg = > hy, 
r*(0—1)«k&T*(08) 
其 中 7*(0) = 0. 
我 们 察觉 , Eh = 0 以 及 方差 


o=o) D m= X en 
T"(0—1)«k&r*(0) T*(0—1)«kxr* (8) 
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因为 通常 量 o2 足够 小 (参见 82b 第 2 点 的 表 ). 

这 样 , 就 可 以 说 , 对 新 “9- 时 间 ” 的 转换 使 不 均匀 的 序列 h = (hn) no 转变 为 UL 
E) 均匀 的 序列 h* = (h5)ezi. 

在 on 是 随机 的 (o, = on(w)) 情形 下 , 也 要 追求 对 于 所 有 时 刻 (也 包括 对 于 未 
来 ) 先 验 计 算 时 间 替 换 这 一 目标 ; 这 时 可 以 运用 上 述 “ 去 波动 化 ”的 思路 , 把 o2(w) 
取代 为 它 的 均值 Eo2(w), 或 者 在 具体 的 统计 实践 中 , 取代 为 这 一 均值 的 估计 量 . 

由 表示 式 hn = onen PIL, 在 on 为 2%_1- 可 测 的 假定 下 , 数学 期 望 Eh2 = Ec2， 
而 这 就 是 说 , 作为 Eo2 的 估计 值 , 其 中 时 刻 n 对 应 比如 周一 的 格林 威 治 时 间 的 时 间 
区 间 ((n — 1)A, nA), 可 取 为 根据 数据 库 中 可 找到 的 对 所 有 在 这 一 时 间 段 的 周一 统计 
数据 来 计算 的 12 的 算术 平均 值 . 

在 所 引入 的 时 间 蔡 换 (2) 中 , 所 运用 的 是 量 olu) 的 平方 , 当然 , 这 不 是 获得 时 间 
TRA t0 = 7(t) 的 唯一 方式 . 例如 , 也 可 运用 [o(u)| 来 代替 0? (u). 


3. 在 “Olsen & Associates" 的 著作 [90], [360]-[362 中 , 正 是 运用 了 这 样 的 时 间 
替换 , 并 有 断言, 这 种 “去 波动 化 ”方法 允许 更 好 地 “把 握 ” 周期 性 质 , 以 及 给 出 对 于 
汇率 DEM/USD 的 序列 |h*| 的 “去 波动 化 ”的 值 的 自 相 关 函 数 的 性 态 的 更 “光滑 ” 
的 图 景 . 

在 著作 [90] 中 可 找到 细节 , 我 们 现在 只 介绍 他 们 关于 序列 | 的 值 的 自 相关 函 
数 的 性 质 的 统计 研究 结果 . 

正如 在 §3c 的 第 3 点 上 , 我 们 将 假定 , A = 20 分 钟 , hin = Ay, — Ha, i tn — nA. 
在 §3c 的 图 40 中 , 给 出 了 如 下 定义 的 自 相 关 函 数 的 经 验 估 计量 R) 的 性 态 图 


像 : ol 
Elfin ||P] — Elia]: Elfin +e 


V Dh ` D|hn+zl 


由 此 可 清楚 地 看 出 这 一 函数 的 周期 结构 . 

在 著作 [90] 中 , 经 过 去 波动 化 程序 和 转换 为 新 的 运作 “4- 时 间 ” 以 后 , 就 能 得 到 
对 于 分 析 来 说 非常 有 意思 的 序列 |h*| = (Aoz 的 经 验 相关 函数 R*(0) (9 > 0) 的 图 
像 (参见 图 43). 同时 也 给 出 实现 把 运作 时 间 9 转换 为 物理 时 间 t 的 函数 7* (0): 6 ~ 
的 图 像 (在 所 考察 的 汇率 DEM/USD 的 情形 下 , 参见 图 44; 这 时 新 时 间 被 这 样 规 范 
化 : 物理 时 间 的 一 周 对 应 运作 时 间 的 一 周 ). 

由 图 44 nf UU, 在 每 周 的 五 个 交易 日 里 , t= 7*(9) 的 依赖 关系 照例 是 线性 的 . 到 
了 周末 , FX- 市 场 的 运营 活 牙 程度 停滞 , (周末 ) 物理 时 间 的 大 区 间 对 应 运作 时 间 的 小 
区 间 , 它 尤 其 是 对 于 交易 业务 有 其 意义 . 

4， 应 该 注意 到 , 在 FX- 市 场 分 析 中 , 为 了 “降低 ”周期 成 分 上 面 所 运用 的 去 
波动 化 方法 远 不 是 唯一 可 应 用 的 . 例如, 我 们 指出 , 在 著作 [7], [13], [306] 中 应 用 了 
各 种 各 样 的 技巧 : 线性 与 非 线性 回归 分 析 , 基于 Fourier 变换 的 方法 , 运用 计算 机 程 


R(k) = (12) 
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图 43 对 于 汇率 DEM/USD 的 以 运作 “6- 时 间 ” 来 刻画 的 去 波动 化 值 的 序列 |h*| = (AZ Doo. 的 经 
验 自 相关 函数 R (0), 区 间 Ao = 20 分 钟 ; [90] 





24 48 72 96 120 144 168 0 


图 44 运作 时 间 变 为 物理 时 间 的 变换 上 = 7*(9) 的 图 像 . 横 轴 是 运作 9- 时 间 (单位 是 小 时 ; 168 小 时 
对 应 1 周 ). 纵 轴 是 物理 时 间 ; [90] 


FF (神经 网 络 ; neural networking) 在 金融 数据 的 时 间 序 列 中 求 出 过 去 的 类 似 的 片断 . 
I. L. Legostaev 与 本 作者 的 著作 [297] 也 与 这 类 问题 有 关 ; 这 一 研究 起 因 于 A. N. 
Kolmogorov, 其 中 (与 描述 太阳 活动 的 Wolf 数 的 研究 相 联系 ) 为 分 析 包 含 在 带 附加 
“EIRE” m 的 过 程 & (&(w) = f(t) + m(w)) 中 的 “趋向 ”成 分 f(t), 应 用 了 极 小 极 
大 方法 , 使 得 它 与 通常 的 回归 分 析 相 比 , 可 大 大 扩充 所 考察 的 趋向 f(t) 的 种 类 . 这 
种 方法 的 进一步 研究 参见 [45], [338], [416], 以 及 这 些 著 作 的 作者 的 其 他 研究 . 


5. 作为 结束 , 我 们 介绍 用 去 波动 化 方法 分 离 出 来 的 汇率 CHF/USD 中 的 “活跃 
程度 ”的 周期 成 分 (参见 §3b) 的 图 像 (参见 [00]; 也 比较 $3b 中 的 图 37). 


www.55188.G0r git Eid BSEC a 


由 所 画 出 的 图 45 中 , 可 清楚 地 看 出 (PRERE) 周期 成 分 的 “地 理 ” 结 构 ， 
它 刻 画 了 三 个 不 同 的 FX- 市 场 (东亚 市 场 , 欧洲 市 场 和 美洲 市 场 ) 的 活跃 程度 的 不 同 
交易 时 间 . 在 [90] 中 , 又 给 出 了 这 一 成 分 的 有 意义 的 对 应 这 三 个 市 场 的 三 个 周期 分 
量 的 分 解 , 它 可 用 来 在 预测 汇率 的 未 来 运动 时 更 准确 地 考虑 所 具有 的 周期 性 因素 . 





图 45 标 出 的 曲线 是 汇率 CHF/USD 中 的 “活跃 程度 "的 周期 成 分 (168 小 时 对 应 1 周 ) 


83e. 价格 中 的 “聚集 ”现象 和 后 效 
1. 在 我 们 出 发 的 模式 中 , 假定 汇率 、 价 格 S = (Sio 及 其 对 数 H = (Hy)eso 
(s = 3) 用 带 离散 干涉 机 会 的 随机 过 程 来 描述 : 


S, = So + V s, I(Tn < t) 


n21 


Hy Y hte, <2). 
n21 

然后 我 们 把 它 转换 为 它 的 连续 修正 S = (Soo H = (Aoo, 而 最 后 取 值 in = 
Hy, — H,, ,, Eh t, tni = A. 正 是 对 于 这 些 有 间隔 A = 1 分 钟 的 量 亏 ,我 们 曾 
经 讨论 过 对 于 不 大 的 值 k= 1,2,3,4 (分 钟 ) 的 自 相关 成 四 = Eh haa — Eh ER, ie 
的 负 性 . 对 于 大 值 , 自 相关 接近 于 零 , 因而 , 对 于 这 样 的 k, 量 hn 和 Ange 可 认为 
(实际 上 ) 是 不 相关 的 . 

当然 , 这 远 不 是 意味 着 它们 相互 独立 , 而 不 相互 独立 被 83c 中 的 对 经 验 自 相关 函 
数 Rik) 的 分 析 所 证 实 (全 都 是 为 考察 汇率 DEM/USD 的 性 态 而 引入 的 )， 


www.55188.com 最 好 的 股票 论坛 理想 在 线 证 券 网 欢迎 您 | 
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下 一 步 (去 波动 化 程序 ) 借助 于 转换 为 新 的 运作 时 间 , 使 得 “活跃 程度 ”被 揉 平 ， 
而 这 种 转换 是 通过 考虑 过 程 HA = (H..so 的 值 的 变化 “活跃 程度 ”的 各 个 时 期 来 形 
成 的 . 

正如 由 序列 (||)%y1 的 统计 分 析 所 看 到 , 所 考察 的 对 于 新 的 运作 “0- 时 间 ” 的 
自 相关 函数 R* (0), 


1) 对 0 的 小 值 充分 大 ; 
2) 随 着 9 的 增长 充分 慢 地 递减 . 
在 著作 [00] 中 断定 , 在 以 月 计 的 时 间 区 间 上 , R* (0) 能 足够 好 地 用 因 关 系 来 “把 
Hz”: 
R*(0)~k0-°, | 0 oo, (3) 


而 不 是 可 能 期 待 的 指数 关系 : 
R*(0) ~ kexp(—0"),  0— oœ, (4) 


后 者 在 金融 数学 中 对 于 许多 模型 (PMN, ARCH, GARCH; 详情 参见 [193] 和 [202]) 
成 立 . 

经 验 自 相关 函数 R^ (0). 足够 缓慢 地 递减 的 事实 有 重要 的 实际 推论 . 它 意味 着 , 在 
价格 中 实际 上 是 有 强 后 效 的 , 或 者 再 次 形象 地 说 “价格 记得 过 去 ”. 尤其 是 , 它 对 于 预 
测 价格 的 未 来 运动 的 可 能 性 带 来 一 定 的 希望 ; 为 此 , 当然 需要 建立 序列 h = (hi,)n>1 
的 模型 , 其 中 至 少 相 关 性 质 是 与 实际 中 所 观察 到 的 相似 . 参见 与 此 有 关 的 [89], [360] 
和 第 二 章 §3b. 


2.“ 自 相关 对 小 9 值 充 分 大 ”这 一 状况 , 可 作为 所 观察 到 的 用 波动 率 An] 来 度 
量 的 “活跃 程度 ”的 聚集 ( 结 队 ) 效应 的 一 种 令 人 信服 的 解释 . 

ALE 1963 年 发 表 的 B. Mandelbrot 著作 [322] 中 已 知 的 这 种 效应 的 实质 在 于 ， 
照例 , 等 待 在 波动 率 大 值 后 面 的 还 是 大 值 , 而 小 值 后 面 的 还 是 小 值 . 

换 句 话说, 如 果 变 化 值 Iu] = LH, — Hau | 较 大 , 那么 (以 充分 大 的 概率 ) 跟随 
的 值 [usua | 也 将 较 大 . 如 果 [hu] BED, 那么 (以 充分 大 的 概率 ) 跟随 的 值 也 将 较 小 . 
直观 上 这 一 性 质 在 图 46 上 和 对 于 许多 金融 指数 的 实际 观察 清晰 可 见 . 

我 们 注意 到 , 聚集 性 现象 也 被 在 下 一 节 所 考察 的 及 /S- 分 析 很 好 “把 握 ”. 


4. 统计 有 R/S- 分 析 


$4a. 卫 /S- 分 析 的 来 源 和 方法 论 


1. 在 前 一 章 的 §2a 中 已 描述 过 G. Hurst ([236]; 1951 Æ) 发 现 的 尼罗河 逐年 流 
量 的 统计 数据 中 的 长 记忆 和 自 相 似 现象 , 而 因此 促使 Hurst 创建 了 所 谓 R/S- 分 析 . 





4. 统计 也 /5S- 分 析 - 329 . 








0.010 


0.005 


0.000 


—0.005 





—0.010 二 — 一 -一 + 
504 1008 1512 2016 


图 46 汇率 DEM/USD 的 量 A, = 有 A) 中 的 聚集 现象 (根据 路 透 社 1992.10.5—1992.11.2 的 数据 ; 


[427]). 时 间 区 间 A = 20 分 钟 ; 值 504 对 应 一 周 ; 2016 对 应 四 周 . 量 [A] 的 “大 小 " 值 的 “聚集” 呈 
现 清晰 


这 种 研究 方法 在 统计 实践 中 并 不 广为人知 , 尽管 它 无 疑 令 人 瞩目 . 这 是 因为 相 
当 稳 健 的 Hurst 方法 可 用 来 揭示 统计 数据 中 请 如 序列 值 的 聚集 性 , 追随 趋向 方向 的 
趋向 (倾向 持续 性 ,persistencej， 强 后 效 性 ， 强 记忆 性 ,快速 交替 性 ( 反 持 续 性 ，an- 
tipersistence), 分 形 性 , 具有 周期 和 非 周 期 的 循环 , 噪声 的 “随机 本 性 ”和 “混沌 本 性 ” 
的 区 分 特征 等 等 性 质 . 

除了 G. Hurst 的 葛 基 著作 [236] 以 外 , YE 尺 /S- 分 析 理 论 发 展 上 , B. Mandelbrot 
及 其 合作 者 的 著作 ([314], [316]-[319], [321]-[325], [327]-[329]) 以 及 E. Peters 的 著作 
及 其 两 本 专著 [385], [386], 都 对 其 方法 论 及 其 应 用 起 着 卓著 的 作用 , 其 中 包含 大 量 
(照例 是 描述 性 的 ) 有 关 叉 /5- 分 析 对 金融 市 场 的 应 用 的 资料 . 


2. ES = (Sp)nso 是 某 个 金融 指数 , hy, = ln = -> 
R/S5- 分 析 应 用 于 序列 h = (hw)wz1 性 质 研 究 的 实质 在 于 如 下 . 
我 们 形成 量 Hn = hi 十 … 十 hn, n 2 1, 并 假定 (比较 第 三 章 82a) 





k 
Rn = max (a. — =m) — min (m. 一 EH.) . (1) 
k< n k< n 


量 Rn = Aa 是 由 样本 (hi, ha, - tU , hn) 所 构造 的 经 验 均值 ， 因而 ， Hy = Ey = 
X0. —.) 是 Hy 与 经 验 均值 Eg, 的 偏差 量 ， 量 及 。 本 身 刻 画 的 是 这 些 偏差 
H, — Zm, (k < n) 08 "IRE". 

又 设 


了 


2 
1< 1 Le P 
S= hh (Edom) = 2 Diller — Fin)? (2) 
k=1 天 一 1 


k=1 
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是 经 验方 差 以 及 R 
Qn = S. (3) 

是 积聚 和 Helk < n) 的 规范 幅度 , 或 者 调整 幅度 (根据 [157] 中 的 术语 ; 其 英文 版 本 
是 “积聚 和 Hr (k < n) 的 调整 范围 (the adjusted range of the cumulative sums Hy, 
k € n)"). 

由 公式 (1)-(3) 我 们 看 到 , E Qn 具有 关于 变换 hy 一 c(hx +m) (k 2 1) 不 变 的 
重要 性 质 ; 这 种 很 有 价值 的 品质 使 它 的 统计 量 成 为 非 参 数 的 (至 少 从 与 量 hy (k > 1) 
的 分 布 的 前 两 阶 矩 的 值 无 关 的 视角 来 看 是 这 样 ). 


3. 在 hi,hz,… 是 有 Eh, = 0, DA, = 1 的 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 的 情形 
F, V. Feller [157] 对 于 大 n 建立 了 





ER ~ VS (= 1.2533--- x n'/?) (4) 
以 及 
n? m 
DR, Em z) n (=0.07414--- x n). (5) 


这 个 结果 首先 可 理解 为 ， 如 果 运 用 Donsker-Prohorov 不 变性 原理 (参见 例如 ， 
[39], [250]), 从 而 根据 它 可 得 渐 近 分 布 R/Vn 重合 于 布朗 桥 B? = (BP) 的 幅度 


* 一 p? 2.4 0 
R sup Bi inf B; (6) 


的 分 布 , 这 里 布朗 桥 B? = (Bb)isl 可 定义 为 
B? = Bi — tB, (7) 


其 中 B = (B4):zo 是 标准 布朗 运动 (参见 第 三 章 中 的 83a). 

其 实 , 我 们 考察 量 
Rn _ He kHn| | fe 6 An 

EE CIC TA] me eal: ®) 
对 应 不 变性 ( 换 句 话说 , 与 量 h, 的 具体 分 布 形 式 的 无 关 性 ) 观念 本 身 ， 在 求 

n 一 oo 时 的 Ra//n 的 极限 分 布 时 , 可 假定 he 有 标准 正 态 分 布 N (0,1). FÆ, 如 

果 OB = (Biho 是 标准 布朗 运动 , 那么 样本 (Hy / Vn, k = 1 … ,n}) 的 概率 分 布 和 

{Bryn k = 1, tt n] 的 概率 分 布 相 重合 ， 也 就 是 说 ， 


max | ([B,—tBi| 一 


min 
n (t: t=2,--,754,1} {t: tiia) 


[Bi — tB,| 





d . 
= max B? - min B$, (9) 
li s. mol 1) (t: tet... met 1} 

jooo BSH, tape HA, 
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Hop “2” 表示 随机 变量 按 分 布 相等 . 

由 此 变 得 很 明显 , 当 ”一 ce Bf, Ra/ vn 的 概率 分 布 ( 弱 ) 收敛 于 统计 量 R* 的 
分 布 . (我 们 注意 到 , 函数 (max — min)(.) 在 右 连续 和 有 左 极限 的 函数 空间 上 连续 . SE 
于 这 点 和 关于 在 这 样 的 函数 空间 上 的 测度 的 弱 收 敛 , 参见 例如 , [39], [250; 第 VI Bs, 
[304; 第 6 章 ].) 

对 于 分 布 函数 Ft(z) = P(R* < r), 已 知 其 密度 f*(z) 有 如 下 显 式 (参见 [157] 
中 的 (4.3)): 


f'(z) = xe” (x) 十 > {2k(k — 1)[le'((k— 1)z) — e'(kz)] 
k—2 
+ (k — D?ze" ((k — 1)2) + kae” (ka) ), (10) 


其 中 e(z) = e727. (也 可 比较 第 三 章 82c 第 4 点 中 对 于 Ra 的 分 布 .) 
运用 这 个 公式 , 不 难 求 得 


T 7? m 
ern*=,/", Dpm-(L-E). 
a R eC ) (11) 


sup |B| WHARA. 


4. 如 果 假 定量 hi ha, 独立 同 分 布 , H Eh; = 0, Dh; = 1, BAY n — oo 时 ， 
以 概率 1 有 S2 — 1 (强大 数 定律 ) 因此 , 当 — oo 时 , 极限 分 布 Q。/\ 万 也 将 与 R" 
的 分 布 重 合 . 

Qn 的 分 布 与 量 hy (k « n) 的 均值 和 方差 无 关 . 这 一 “ 非 参数 ”性 质 导 致 下 列 允 
YF (以 某 种 置信 和 度 ) 回答 下 列 假设 (C266). 的 判别 准则 : 所 考察 的 价格 服从 随机 游 走 模 
R, 它 是 有 效 运作 市 场 经 典 概念 的 基础 (参见 第 一 章 中 的 §§2a, 20). 

这 一 基于 了 R/5- 统 计 的 判别 准则 在 思路 上 的 实质 在 于 如 下 (G. Hurst, [236]; [329], 
[386]). 

如 果 假设 266 成 立 , 那么 对 于 充分 大 的 n, Ry [Sq 必定 "接近 " ES ~ yf En, 
由 此 求 得 ” 


A emn einn (12) 

(当然 , 这 个 表达 式 正 如 下 面 引 入 的 关系 式 (13) 和 (14) 那样 , 必须 和 可 能 赋 以 运用 

极限 定理 陈述 的 精确 的 概率 含义 . 我 们 不 将 在 这 里 阐述 这 点 , 而 只 停留 在 经 常 在 统 
计 实 践 中 采用 的 “自然 ”理解 的 层次 .) 

这 样 , 在 值 ( 按 其 自己 的 轴 ) 的 对 数 尺度 下 hm ”必定 (在 假设 269 成 立 的 情形 


F) 沿 着 直线 a 十 二 inn“ 分组”, 其 中 a = in 7/2 pem 47). 
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图 47 m/S-AYPTÉRURE (假设 oto 成 立 的 情形 ) 


这 一 图 解 清楚 地 阐明 了 及 /S- 分 析 方 法 ， 根 据 统 计数 据 ( 按 对 数 尺度 ) 列 出 点 
(inn, In Ta), 再 按 最 小 二 乘法 导出 直线 公信 ln s. AIRES B, 以 “显著 方式 


不 同 于 1/2, 那么 假设 46 应 该 被 拒绝 . (对 应 日 常 的 统计 分 析 方 法 , 自然 必须 在 假设 
26s 正确 的 情形 下 , 能 够 计算 在 多 大 程度 上 bn 显著 偏离 1/2. 应 该 注意 到 , 这 不 是 一 
个 简单 的 问题 , 因为 很 难 对 于 有 限 的 n 求 出 统计 量 Rw/S。 的 分 布 ; 关于 这 一 点 的 某 
些 情况 将 在 下 面 的 第 6 点 说 到 .) 
G. Hurst 的 研究 的 主要 价值 在 于 , 他 (用 有 R/S- 分析 方法 ) 发 现 , 取代 (对 于 尼 罗 
河和 其 他 河流 ) 所 期 待 的 性 质 
ZE m cnL/2， (13) 


< ~ end, (14) 
其 中 H 显著 大 于 1/2. 


5. 如 果 试 验 研究 导致 性 质 (14) (有 点 出 人 意料 地 ) 满足 , 那么 就 会 提出 这 样 的 
问题 : 对 于 序列 h = (hn) 的 怎样 的 模型 才 有 可 能 使 这 样 的 性 质 成 立 . 

与 此 同时 , 必定 也 要 对 这 样 的 事实 给 出 相应 的 解释 : 在 许多 情形 下 , 参数 值 HH > 
1/2. (下 面 我 们 看 到 , 解释 之 一 在 于 h= (ha)s2i 是 有 长 记忆 和 正 相 关 的 系统 .) 

关于 这 方面 , 我 们 将 基于 著作 [316], [319], 介绍 一 系列 基本 观察 , 同时 也 介绍 计 
算 机 的 数值 计算 以 及 一 系列 有 关 R/S- 分 析 的 结果 . 

照例 , 对 于 有 “ 弱 依 赖 性 ”( Markov W, 自 回归 型 等 等 ) 的 序列 h = (hn) noi 来 
Bi, Hurst 参数 H 接近 于 1/2. 在 这 一 情形 下 , 通常 说 , 系统 h = (Anp A AR 
R/S- 记 忆 ”. 

如 果 hn = = Baln) - Bun(n — 1), n > 1, 其 中 By = (Eu(t)iso 是 分 形 布朗 运动 
(=H §2b), 那么 s g 原来 渐 近 地 有 非 平凡 (n 一 oo) 极限 分 布 , 它 在 某 种 含糊 的 
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解释 下 , 记 作 关 系 式 (14) 的 形式 . 尤其 是 , 如 果 统 计 研究 给 出 0< 王 <1 和 王 关 1/2， 
那么 可 用 来 作为 解释 类 似 现象 的 备 选 对 象 之 一 是 分 形 高 斯 噪声 . 

我 们 记得 (参见 第 三 章 中 的 82c), 对 于 这 样 的 噪声 , 当 H > 1/2 时 , 相关 是 正 的 ， 
而 当 H « 1/2 时 , 相关 是 负 的 . 这 一 情况 说 明 , 为 什么 在 前 一 种 情形 下 , 可 说 具有 保 
持 运动 趋向 (“持续 性 (persistence)”; 如 果 在 系统 中 产生 增长 , 那么 有 很 大 的 机 会 使 
得 这 一 增长 继续 ),“ 强 记忆 ”,“ 强 后 效 ”. 

在 著作 [386] 中 强调 , 在 文献 中 流传 在 金融 时 间 序 列 中 只 能 观察 到 > 1/2 的 
情形 的 见解 并 不 符合 实际 . 情形 H < 1/2 也 成 立 , 并 且 它 可 在 波动 率 的 增益 量 的 性 
态 中 观察 到 (参见 第 三 章 82a 中 的 第 5 点 和 84b 中 的 第 3 点 ), 它 由 序列 h = (hn)n>1 
的 值 中 的 强 交 蔡 性 (“ 反 持 续 性 (antipersistence)”) 来 刻画 


6. 正如 上 面 已 经 注意 到 , 在 运用 R/S, 为 了 在 假设 关系 式 (14) 中 确定 
SHH, 当然 必定 要 确定 , 在 多 大 程度 上 关于 值 再 所 作 的 结论 与 模型 相 拟 合 . 

换 句 话说 , 这 里 产生 通常 的 统计 推断 的 可 靠 性 问题 , 与 此 相 联系 的 是 它 也 转向 
数理 统计 中 的 “ 拟 合 检验 ", “显著 性 检验 ” 等 等 

与 此 相 联系 的 是 应 该 注意 到 ， 统计 量 二 Ren 的 复杂 性 使 得 甚至 在 “ 零 ， 假设 HG 
假定 成 立时 , 都 不 可 能 对 于 各 种 不 同 的 n 值 玉 得 其 概率 分 布 的 令 人 满意 的 公 xXx. ( 然 
而 , 在 著作 [8] 中 考察 了 均值 Eo Rn ~ 的 性 态 问题 ， 其 中 求 均 值 Eo 是 符合 假设 A 成 
立 的 假定 的 .) 

在 尺 /S- 分 析 中 广泛 运用 Monte-Carlo 方法 (参见 例如 , [317], [329], [385], [386]), 
特别 是 为 了 确定 这 种 分 析 在 多 大 程度 上 能 给 出 未 知 值 HL 的 令 人 满意 的 估计 时 更 是 
如 此 , 它们 都 说 明了 所 注意 到 的 复杂 性 . 


7. 在 用 理论 模型 预测 实际 统计 数据 时 , 自然 要 从 容易 进行 分 析 研 究 的 简单 模式 
JF. 在 这 方面 , 当 描 述 序 列 h = (he) nor 的 概率 结构 时 会 非常 自然 地 假定 , 这 是 有 
参数 满足 0 < H < 1 的 分 形 高 斯 噪声 . TE H = 1/2 的 情形 下 , 我 们 就 得 到 通常 的 布 
朗 运动 ; 它 是 构造 许多 模型 的 基础 , 无 论 模 型 是 线性 的 (AR, MA, ARMA), 还 是 非 线 
性 的 (ARCH, GARCH). 

R/S- 分 析 在 序列 h = (hn)wz1 是 分 形 高 斯 噪声 序列 的 模型 中 给 出 了 很 好 的 结果 
(参见 [317], [329], [385], [386]). 在 把 这 一 方法 用 到 其 他 模型 时 , 有 价值 的 是 除了 考察 
WR, = = 以 外 , 还 要 引入 统计 量 

Vn = = (15) 
XE (ER 4 0 LS TRS Tt PIA AA SEE. 

基于 在 这 种 思想 的 分 析 , 在 白 噪声 的 情形 下 (H= 1/2), 24 n 很 大 时 , 统计 量 必 

定 越 来 越 稳定 (Y, 一 c 其 中 c 是 某 个 常数 , 而 收敛 性 是 在 某 个 适当 的 概率 意义 下 ). 
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AUR h = (hn)n>1 是 有 再 > 1/2 的 分 形 高 斯 噪声 , 那么 值 Vn 必定 ( 随 着 n 的 增 
长 而 ) 增长 ; 而 相反 , 4H < 1/2 时 , v, 必定 减 小 . 
为 此 , 我 们 转向 最 简单 的 模型 : 一 阶 自 回归 模型 (A R(1)) 


hn = ao + Q&ihn-1 + En, n21, (16) 


其 性 态 完全 由 “噪声 ” 量 en 和 初 值 ho 来 确定 . 

如 果 对 于 这 个 模型 (根据 值 h = (ha)szi) ERE V = (Va)nz1, 那么 可 以 察觉 ， 
CME n 的 增长 而 增长 . 但 是 这 完全 不 是 说 我 们 有 一 个 有 H > 1/2 的 分 形 高 斯 噪声 
型 的 模型 ; 简单 的 理由 在 于 , 这 种 增长 在 原理 上 可 能 并 非 因 为 序列 © = (ss)jn>o 具有 
分 形 性 , 而 是 因为 在 (16) 中 具有 线性 依赖 关系 . 

因此 , 在 阐释 序列 © = (en)n>i 的 “随机 ”本 性 时 , 自然 不 对 量 h = (hn)noi 来 
运作 , 而 是 对 线性 化 的 量 如 = (AQ) nor 来 运作 , 其 中 A9 = hn — (ao + aihn), M ao 
利 ay 一 般 来 说 是 未 知 的 参数 Qo 和 Ql 的 某 种 估计 量 . 

如 果 比 方 说 , 对 量 h= (hn) n> 根据 (16) 以 高 斯 白 品 声 © = (en) noi 来 建 模 , 那 
么 我 们 求 得 按 Re = (h2) no 构造 的 新 量 Ve = Valhe), 其 性 态 正 如 有 H= 1/2 的 分 
形 高 斯 噪声 所 应 该 呈现 的 那样 . 下 列 图 形 定性 地 说 明 所 描述 的 现象 : 


1.4 
人 


^ (sx) 
1.2 S. n 
~N O o 
10 VE = Yan(h?) 
0.8 十 一 -一 一 一 一 
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 30 Inn 





图 48 对 于 模型 4R(1) 的 统计 量 (站 ,Vs = V«(h?). 数学 期 望 Eo (= 





=) 在 假设 o6 下 计算 


如 果 考 察 线性 模型 M4(1), A4RMA(1,1), 那么 在 定性 关系 中 仍 保持 图 48 中 所 画 
出 的 图 景 (参见 [386; 第 5 章 ]). 

在 非 线性 模型 4RCH GARCH 的 情形 下 , 观察 到 的 是 实现 V, (h) 和 Vi(h°) 与 
Eo = (n > 1) 的 关系 的 另 一 种 性 态 (参见 图 49). 首先 , Valh) 和 Valhe) 的 性 
dH e i 它 可 解释 为 量 hn 之 门 缺乏 线性 依赖 关系 其 次 , 对 于 不 大 的 n, Valh) 
和 Va(h°) 的 图 像 会 稍稍 走 到 Eo Eri) (n > 1) 的 曲线 的 上 面 去 , “Te Be wl ks 
on (ha)uzi 的 形成 中 表现 "m “不 强 的 持续 性 ”. 第 三 , 随 着 ”的 增长 , 开始 呈 

BL “ 反 持续 性 ”效应 . 

ib. 这 些 术 语 (“持续 性 ”, “ 反 持续 性 ”等 等 ) 确切 地 反映 了 在 分 形 高 斯 噪声 型 模 
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(x) 
"| fw 
ve = V«(h?) 


图 49 对 于 模型 4RCH(1) 的 统计 量 Vn(h) Al ve = v. (h9) 








型 中 的 实质 . 然而 , ARCH, GARCH 及 其 派生 的 非 线性 模型 (第 二 章 883a, 3b) BEX 
是 分 形 模型 , 也 不 是 自 相似 的 .从 而 , 为 了 说 明 这 些 模型 中 的 所 发 现 的 “ 反 持 续 性 ” 
类 型 的 效应 , 要 求 更 精细 的 分 析 . 尤为 重要 的 是 , 在 分 析 金 融 时 间 序 列 时 , 无 论 是 用 
线性 模型 描述 还 是 用 非 线性 模型 描述 , 都 是 非常 流行 的 , 并 且 必 须 了 解 , 实际 数据 中 
有 怎样 的 局 部 和 整体 时 间 性 质 可 用 这 些 模型 来 “把 握 ”. 


8. 在 第 一 章 82a 中 曾 说 起 过 , M. Kendall [269] 在 分 析 股 票 价格 和 交易 时 的 原 
始 想法 是 期 望 揭示 其 中 的 周期 性 和 具有 趋向 的 性 态 . 

市 场 分 析 , 特别 是 “技术 分 析 ” 代 表 人 物 所 提出 的 市 场 分 析 (第 一 章 82e), 其 出 
发 点 首先 是 市 场 上 应 该 有 一 定 的 周期 性 , 应 该 有 趋向 , 市 场 的 动态 变化 带 有 节奏 特 
征 . 

这 些 状况 说 明 , 为 什么 在 分 析 金 融 序列 时 , 如 此 关注 在 实现 中 寻求 相似 、 类 同 片 
断 , 以 求 运用 在 其 性 态 上 所 发 现 的 类 似 来 预测 未 来 的 价格 运动 . 

统计 R/S- 分 析 不 仅 是 描述 上 述 “ 后 效 ”、“ 强 记忆 ”、“ 持 续 性 ”和 “ 反 持续 性 ”等 
效应 的 十 分 有 效 的 方法 , 并 且 也 是 发 现 周 期 循环 和 非 周期 循环 的 好 方法 . (参见 例如 ， 
[317], [319], [329], [385], [386].) 

有 完全 清晰 可 多 的 非 周期 循环 性 的 系统 的 经 典 例子 是 太阳 活动 . 

如 所 周知 , 这 种 活动 的 适当 指标 是 Wolf 数 , 它 是 由 分 布 在 太阳 表面 的 “黑子 " 数 
所 组 成 . 根据 大 致 150 年 的 月 数据 以 及 简单 的 直观 分 析 , 明显 地 显示 出 具有 11 年 的 
循环 . 

Wolf 数 的 尺 /S- 分 析 的 结果 ([385; 第 78 页 ]) 在 图 50 中 示意 表示 . 

参数 HW 的 估计 量 EISE HE 0.54, 它 证 实 了 保持 活动 的 某 种 趋向 (“ 持 续 性 ")、 ay 
图 50 也 清楚 地 可 见 , 在 11 年 附近 , In (=) 的 性 态 图 景 很 少 改变 , 由 此 使 得 值 Ke 
稳定 化 , 它 可 以 解释 太阳 活动 具有 (11 年 ) 循环 . 其 实 ， 在 具有 周期 或 非 周期 循环 时 ， 
第 二 次 、 第 三 次 等 等 循环 中 幅度 量 与 第 一 次 循环 中 得 到 的 幅度 量 相 比 , 不 可 能 有 大 
幅 增长 . 同样 准确 的 是 经 验方 差 照 例 是 平稳 化 的 ， 所 有 这 些 都 说 明 , 为 什么 尺 /S- 分 
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图 50 Wolf 数 的 及 /S- 分 析 (n = 1 H, 2.12 = logyg(12-11), hn = tn — 241, tn 是 每 月 的 Wolf 数 ) 


析 适 用 于 发 现 太阳 活动 类 型 的 现象 的 循环 效应 . 

作为 结束 , 我 们 注意 到 , 在 分 析 统 计 动 态 系统 时 , 通常 涉及 两 种 形式 的 噪声 :“ 内 
部 噪声 ”和 “外 部 噪声 ";“ 内 部 噪声 ” 由 系统 的 统计 特征 (诸如 太阳 活动 的 随机 本 性 ) 
特殊 确定 , 而 “外 部 噪声 ”照例 是 与 测量 误差 (例如 , 把 不 大 的 “ 黑 团 ” 算 成 一 个 “ 黑 
F”) 相 联系 的 附加 噪声 . 

考虑 到 这 些 情况 , 应 该 强调 , R/S- 分 析 对 于 “外 部 噪声 ”是 稳健 的 ; 再 加 上 一 句 ， 
这 一 特点 使 得 它 也 是 研究 所 考察 的 统计 动态 系统 的 “内 部 ”随机 本 性 的 十 分 有 效 的 
方法 . 
§4b. 某 些 金融 时 间 序 列 的 及 /S- 分 析 

i. 我 们 得 到 R/S- 分 析 怎 样 对 分 形 模 型 的 、 线 性 和 非 线 性 模型 “起 作用 ”以 及 
它 可 能 怎样 用 于 循环 性 问题 的 某 种 表示 以 后 , 自然 试图 把 它 应 用 于 具体 的 金融 时 间 
序列 (道琼斯 指数 , S&P500 指数 , 股价 , 债券 价格 , 汇率 ). 

我 们 已 经 不 止 一 次 地 强调 , 这 里 再 次 提请 注意 : 在 分 析 金 融 数 据 时 , 极端 重要 的 
是 要 规定 它 的 时 间 间 隔 A, 而 投资 者 、 交易 者 或 者 其 他 市 场 活动 者 正 是 在 这 一 时 间 
问 隔 中 计算 数据 . 因此 , 运用 §2b 的 记号 , 我 们 将 清楚 地 规定 时 间 间 隔 A, 并 以 A; 


ANE hia = In gh 其 中 5, 是 我 们 感 兴趣 的 金融 指数 在 时 刻 t 的 值 . 


it. AX 尺 /s- 分 析 对 包括 金融 在 内 的 时 间 序 列 的 应 用 有 大 量 的 资料 , 它们 包含 
在 [317], [323], [325], [327], [329] 中 以 及 更 切 题 的 出 版 物 [385], [386] 中 . 下 面 引 进 的 
相应 分 析 结 果 的 压缩 叙述 基本 上 根据 书 [385] 和 [386]. 

2. 道琼斯 指数 (DJIA; 参见 第 一 章 81b 中 的 第 6 点 ; 统计 数据 从 1888 年 起 发 表 
在 “华尔街 日 报 (The Wall Street Journal)" E). 我 们 将 假定 A = 1 天 , 5 X, 20 X. 
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下 列表 格 概述 了 R/S- 分 析 的 结果 : 





观察 值 数 | iw 的 估 [循环 性 
计 什 
0.59 
0.61 
0.72 




















如 果 考 察 统计 量 V, 的 性 态 , 那么 可 以 察觉 , 它 的 值 开始 时 随 n 的 增长 而 增长 ， 
随后 (在 A = 20 天 的 情形 下 ) 24 n = 52 ( 即 经 过 1040 天 ), 这 一 增长 终止 , 表明 在 数 
据 中 具有 循环 性 . 

在 日 数据 (A = 1 K) 的 分 析 中 , 统计 量 Vv, 大致 增长 到 n = 1250 X, 然后 它 的 
性 态 平稳 化 (比较 84a 中 的 图 49), 表明 出 现 循环 (长 度 接近 四 年 ; 这 通常 与 美国 的 
总 统 选举 的 四 年 周期 相 联 系 ). 


3. S&P500 指数 (参见 第 一 章 81b 中 的 第 6 点 ; ABE 82d 中 的 第 2 点 ) 有 “ 标 
记 ” 结 构 , 并 且 对 此 有 一 个 相当 庞大 的 数据 库 . 从 1950 年 1 月 到 1988 年 6 月 的 月 
数据 [385; 第 8 章 ] (A = 1 月 ) 的 分 析 指 出 , 如 同道 琼斯 指数 的 情形 那样 , 大 致 具有 
四 年 的 循环 性 . 

更 为 细致 的 以 A = 1 分 钟 , 5 分 钟 和 30 分钟 的 及 /S- 分 析 (根据 1989 年 到 1992 
年 的 数据 ; [386; 第 9 章 ]) 对 Hurst 参数 导出 这 样 的 估计 值 f: 


Ñ = 0.603, 0.590 和 0.653， (1) 


它 证 实 S&P500 指数 运动 中 的 趋向 “持续 性 ”. 


值得 注意 的 是 ， 由 量 加 = In 二 (S, = Sna) 到 线性 补偿 值 


n—i 





hp = hn 一 (ao + aihn_1) 
的 转换 使 得 对 于 IH. 的 相应 的 估计 值 减 小 (比较 (1)): 
il = 0.551, 0.546 和 0.594， 


它 实际 上 接近 于 均值 Eo H(0.538, 0.540, 0.563), 它们 是 根据 同样 的 样本 在 假设 2 成 
立 的 假定 下 求 得 的 . 

所 有 这 些 都 说 明 , 看 来 , 在 短 时间 间 隔 下 , 传统 的 线性 模型 (其 至 简单 到 如 AR(1) 
那样 ) 就 可 以 很 好 地 描述 指数 S&P500 的 性 态 的 一 阶 逼 近 . 

有 一 种 流传 甚 广 的 关于 日 内 的 高 频数 据 的 自 回归 特征 的 见解 , 说 它 是 因为 “日 
内 ”的 交易 者 对 最 后 的 标记 结果 过 度 反 应 , 在 作出 自己 的 决策 时 不 能 考虑 对 过 去 的 
值 的 “长 记忆 ”; 这 一 状况 可 作为 这 种 见解 的 一 种 解释 . 然而 , 这 一 图 景 随 着 时 间 间 隔 
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A 的 增 大 而 有 所 改变 , 而 A 决定 了 交易 者 的 “决策 ” 能力. 特别 是 , 比如 对 于 人 A=1 
A, R/S- 分 析 清 晰 地 显示 具有 分 形 结 构 ; 它 表现 在 值 RI E, di 48 个 月 计算 的 f + 
当 大 : f = 0.78 (根据 1963 年 1 月 到 1989 年 10 月 的 数据 ; [385; 第 8 3E]. 

正如 上 面 已 经 解释 , Hurst 参数 的 大 值 证 实 具有 “持续 性 ”, 它 可 以 导致 趋向 性 和 
循环 性 . 

在 所 考察 的 情形 下 , 甚至 对 量 V. 的 简单 直观 分 析 就 能 指出 (比较 84a 中 的 图 
49) 具有 四 年 循环 (48 H), 它 如 同道 琼斯 指数 情形 下 一 样 , 经 济 循环 的 交 蔡 是 由 美国 
的 总 统 选举 所 引起 的 . 

现在 再 提起 下 列 这 点 是 适宜 的 (参见 $3a): 对 于 S&P500 指数 的 日 数据 来 说 , 其 
Hf, nz £^ (其 中 经 验 离 差 5。 由 83a 中 的 公式 (8) 来 确定 ) 的 R/S- 分 析 指 出 ， 
Hurst 参数 的 合计 值 大 致 等 于 0.31, 远 小 于 1/2, 从 而 表明 具有 “ 反 持续 性 " 效应 . 这 
在 直观 上 指出 量 mn 具有 快速 交 蔡 的 性 质 . 换 句 话说 , 在 每 一 时 刻 n, 系统 “有 记忆 ”， 
AUR E 5, 大 于 5,,_1, 那么 在 下 一 个 时 刻 值 Snp 就 很 有 可 能 小 于 n. 


4. 对 于 股价 的 尽 /S- 分 析 不 仅 确定 了 它们 的 分 形 结构 和 揭示 了 具有 循环 性 , 并 
且 还 能 从 风险 的 视角 来 对 它们 进行 比较 . 根据 在 著作 [385; 第 8 章 ] 中 引进 的 数据 ， 
对 于 S&P500 指数 和 一 系列 属于 这 一 指数 的 公司 的 股价 的 Hurst 参数 H = H(-) 和 
循环 长 度 C = CC) 有 下 列 值 : 





H(S&P500)=0.78, C(S&P500)=46, 
H(IBM)=0.72, C(IBM)-18, 
H(Apple Computer)-—0.75, C(Apple Computer)—18, 


H(Consolidation Edison)=0.68, C(Consolidation Edison)=0.90. 


正如 我 们 所 看 到 的 , S&P500 指数 的 Hurst 指数 比 它 的 组 成 公司 的 要 大 . 我 们 也 
看 到 , Apple Computer (苹果 计算 机 ) 的 参数 H 足够 高 (0.75), 比 起 比如 Consolidation 
Edison (爱迪生 联合 公司 ) 的 来 要 大 得 多 . 

现在 我 们 注意 到 , 当 B = 1 时 , (标准 ) 分 形 布朗 运动 By(t) = te, 其 中 & 是 有 均 
值 0 和 方差 1 的 正 态 分 布 随机 变量 . 对 于 这 个 过 程 Bi = (Bi (t)z, 所 有 “随机 性 ” 
都 由 量 e 来 确定 , 并 且 很 明显 , 在 所 有 参数 满足 0 < H<1 的 分 形 布朗 运动 类 中 , 这 
TRE “OE” BDA. 尤其 明显 的 是 , 4ST 1 时 , 过 程 Bg 的 噪声 成 分 变 得 越 
来 越 小 , 而 这 有 其 “金融 ”解释 : 对 于 用 这 样 的 过 程 所 引出 的 模型 ( 当 了 11 时) 变 
得 “风险 越 来 越 小 ”. ( 当 三 11 时 , 在 过 程 By BRAT B; 的 框架 下 , 对 所 陈述 的 关 
于 噪声 成 分 减 小 的 断言 可 给 出 严格 的 意义 . 我 们 也 察觉 , 相关 函数 p(n) = Ehxhrin 
当班 > 1/2 时 是 正 的 (保持 运动 趋向 的 “持续 性 "), 并 且 对 于 所 有 n, 24 EL T 1 时 ， 
pu(n) ^ 1.) 

在 著作 [385] 中 注意 到 , 这 样 的 (用 弱 收 敛 术语 的 ) 解释 , 当 所 考察 的 过 程 有 大 
Hurst 参数 H, 而 处 于 风险 概念 基础 的 方差 不 能 定义 时 , 特别 有 吸引 力 . 
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S&P500 指数 有 较 大 的 参数 H 这 一 事实 说 明基 于 这 一 指数 进行 证 券 交易 比 对 公 
司 股 票 进行 交易 风险 较 小 , 它 自 然 要 用 分 散 化 (参见 第 一 章 820) 减 小 了 噪声 因素 来 
解释 . 


注 1. 我 们 强调 , 这 里 把 “ 较 小 的 风险 ”理解 为 “ 较 小 的 噪声 ”,“ 较 大 的 持续 性 ”， 
它 表现 为 力求 保持 运动 方向 . 然而 , 应 该 强调 , 在 有 较 大 的 H 的 系统 中 , 存在 急剧 变 
动 运 动 方向 的 可 能 性 . 一 长 串 上 扬 后 面 会 遇 到 一 长 串 下 跌 . 

ik 2. 回 到 各 种 股票 的 给 定 值 HN C, 应 该 注意 到 在 [385] 中 所 作出 的 下 列 观 
Ex: 创新 水 平 高 的 公司 照例 导致 大 H 值 和 短 循环 ; 创新 水 平 低 的 公司 则 对 应 小 班 值 
和 长 循环 . 


5. 债券 (bonds). 30 年 T-Bond (美国 的 国库 券 , Treasury Bond) 在 1950 年 1 月 


到 1989 年 10 月 期 间 (参见 [385; 第 8 章 ]) 也 有 相当 高 的 分 形 参 数 BL x 0.68, 循环 大 
BOE 5 年 . 


6. 货币 汇率 . 在 货币 汇率 之 间 以 及 在 诸如 道琼斯 指数 、S&P500 指数 、 股 价 、 俩 
券 价格 等 等 的 金融 指数 之 间 有 很 大 的 差别 . 

比如 , 股票 的 买卖 直接 与 这 些 证 券 有 关 的 领域 中 的 投资 相 联 系 . 而 外 汇 的 买卖 是 

由 创建 今后 的 扩大 生产 、 消费 等 等 的 可 能 性 来 定向 的 . 同时 , 大 部 分 外 汇 交 易 至 少 触 
及 两 个 国家 , 本 质 上 是 由 她 们 的 经 济 政 治 状况 来 决定 的 , 在 许多 方面 取决 于 她 们 的 
中 央 银 行 的 作用 (诸如 投资 、 利率 变动 等 等 ) . 

这 些 因素 当然 会 在 汇率 的 统计 性 质 及 其 动态 变化 上 留 下 自己 的 痕迹 . 

可 用 来 判断 汇率 变化 程度 的 重要 特征 之 一 是 ^ 波动 率 ， 它 通过 增 量 Ua - 
Ha-pa] KEX, 其 中 H = Inc Se ”以 及 S, 是 汇率 的 值 (参见 例如 Sie 中 的 公式 
(5)). 

在 这 一 联系 中 , 应 该 强调 , 上 面 所 考察 的 统计 量 Ra RD 按 其 自身 的 含义 也 
是 “幅度 ” 过 程 = (Heo 的 变化 特征 , 因而 不 令 人 惊奇 的 是 R/S 分 析 也 能 发 现 
许多 已 经 在 上 节 描述 过 的 汇率 的 性 质 . | 

不 同 于 道琼斯 指数 、S&P500 指数 类 型 的 金融 指数 , 在 汇率 的 演变 中 , 清晰 地 显 
ANESH (至 少 对 于 小 A > O) 和 随时 间 保持 它 的 趋向 

对 作为 Inn 的 西数 的 统计 In Re 的 性 太 用 最 小 二 乘法 作 简单 分 析 , 就 能 发 现 


这 一 些 ; "BH, 值 m^ — (n 2 1) BEARES c filnn 分 组 , 其 中 参数 站 对 于 多 
数 货币 来 说 有 比 1/2 明生 要 天 的 数值 例如 , 对 于 日 元 对 美元 的 汇率 ,站 (JPY/USD) ~ 
0.64. 类 似 地 有 fI(DEM/USD) ~ 0.64, fi(GBP/USD) ~ 0.61. 

所 有 这 些 都 说 明 , 这 些 汇率 具有 带 相当 大 的 Hurst. 参数 值 的 分 形 结构 .在 这 方 
面 , 有 益 的 是 要 回忆 起 , 对 于 分 形 布朗 运动 来 说 , EH? hus) | ?H 那样 增长 . 因此 , 当 
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H > 1/2 时 , A.) 的 值 比 通常 的 布朗 运动 要 撒 得 开 , 从 而 , 随 着 时 间 的 增长 , 外 汇 的 运 
营 风 险 大 大 增加 . 看 来 , 这 一 点 解释 了 为 什么 在 外 汇市 场 中 , 人 们 偏爱 的 不 是 长 线 运 
E, 而 是 积极 的 短线 交易 
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Bachelier's formula, Bachelier 公式 , 19 

Bank account, 银行 账户 , 7 

Best linear estimator, 最 优 线 性 估计 量 , 131 

Black noise, WIRE, 214 

Black-Scholes formula, Black-Scholes 公式 ， 
19 


Brakets, 括号 
angle, fli, 277 
square, Ù, 277 


Brownian bridge, 布朗 桥 , 217 
Brownian motion, 布朗 运动 , 19 
fractional (fractal), 分 形 , 202, 208, 209 
geometric (economic), 几何 (经 济 ), 19, 
216, 259 
multifractional, 多 重 分 形 , 210 


C 
Cantor set, Cantor Æ, 206 
CAPM line, CAPM 直线 , 50 
Chaos, 混沌 , 160, 202 
Chaotic white noise, 混沌 白 品 声 , 164 
Class of Dirichlet, Dirichlet 类 , 274 
Cluster, RR, 327 
Compensator, 补偿 量 , 93, 275 
Compound interest, 复 利 , 7 
Concept of efficient market, 有 效 市 场 概念 ， 
40, 55, 60 
Condition, 条 件 
Lipshitz local , 局 部 Lipshitz, 242 
Novikov, 245 
of linear growth, 线性 增长 , 242 
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usual, 常设 , 220, 234, 267 
Conditional, 条 件 

expectation generalized, 广义 期 望 , 87 
Conjecture, 假设 

martingale, 8, 37 

random walk, 随机 游 走 , 36 
Correlation dimension, 相关 维 数 , 167 
Coupon yield, 息 票 收益 率 , 9 
Cross rate, 汇率 , 297 
Cumulant, 累积 量 , 185 
Current yield, 当前 利率 , 11 


D 
Decomposition, 分 解 
Doob, 83, 273 
Doob generalized, 广义 Doob, 87 
Doob-Meyer, 274 
Differential variance, 微分 方差 , 216 
Diffusion, 扩散 , 216 
Diffusion with jumps, 4E BEEKBU3 Bk, 253 
Distribution, 分 布 
F-, 181 
T-, 180, 181 
B8-(Beta), 181 
x?-, 181 
t-(Student), 180, 181 
binomial, 二 项 , 181 
Cauchy, 177 
exponential, 指数 , 181 
Gaussian \\inverse Gaussian, 高斯 \ 逆 
高 斯 , 181, 197 
generalized hyperbolic, 广义 双 曲 , 196 
geometric, 几何 , 181 
infinitely divisible, 无 限 可 分 , 177 
Lévy-Smirnov, 180 
log-normal, 对 数 正 态 , 181 
logistic, BAMA, 181 
negative binomial, 负 二 项 , 181 
normal, 正 态 , 177, 180, 181 


of Pareto type, Pareto 型 , 176, 295 
one-side, 单 边 稳定 , 177 
Pareto, 176, 181 
Poisson, 泊 松 , 181 
stable, 稳定 , 173 
two-side exponential (Laplace), 双边 
指数 (Laplace), 181 
uniform, 2535], 181, 193 
Distribution, 分 布 
invariant, 不 变 , 170 
Diversification, 分 散 化 , 43 
Dividend, 红利 , 9 
Doléans exponential, Doléans 随机 指数 ， 
222, 238, 280 
Doléans exponential, Doléans 指数 , 78 
Drift component, 漂移 成 分 , 180 
Dynamical systems nonlinear, 非 线 性 动力 
系统 , 202 


E 
Effect of asymmetry, 反对 称 效 应 , 149 
Equation, 方程 
Cameron-Martin, 250 
Doléans, 280 
Feynman-Kac, 250 
heat, #4, 250 
Kolmogorov backward, 
Kolmogorov 倒 向 , 249 
Kolmogorov forward, 
Kolmogorov 正 向 , 249 
Kolmogorov-Chapman, 247 
Langevin, 218 
Yule-Walker, 123 
Estimator of maximum likelihood, 最 大 似 
然 估 计量 , 124, 126 
Event, 事件 
catastrophic, 灾难 , 71, 74 
extremal, 极端 , 74 
normal, 正常 , 74 
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F 
Face value, 面值 , 9, 263 
Kalman-Bucy filter, Kalman-Bucy- 滤 波 , 158 
Filtered probability space, 渗透 概率 空间 ， 
77, 266, 293 
Financial, 金融 
engineering, If, 6, 63 
instruments, 工具 , 6 
turbulence, iji, 214 
Formula, 公式 
Bachelier, 19 
Black-Scholes, 19 
Itó, 235, 236, 279 
Kolmogorov-Itó, 240 
Lévy-Khintchine, 178 
Tanaka, 243, 282 
Forward (contract), 远 期 (合约 ), 22 
Fractal, 分 形 , 205 
Fractal geometry, 分 形 几何 , 204, 205, 213 
Fractional noise, 分 形 噪 声 , 213 
Function, PE 
elementary, 基本 , 229, 268 
predictable, 可 料 , 271 
simple, 简单, 230, 268 
truncation, 截断 ，179 
Functional, 74 
Brownian, 7 BH, 233 
measurable, 可 测 , 246 
progressively measurable, 循序 可 测 , 246 
Functions adapted, 适应 函数 , 229 
Fundamental, 基本 
solution, fj£, 42 
Futures (contract), 期 货 (合约 ), 21 
FX-market, 外 汇市 场 , 289 


G 

Gasket of Sierpinski, Sierpinski 三 角形 (dh 
Fal), 205, 206 

Gaussian fractional noise， 高 斯 分 形 噪声 ， 
212, 333 


Geographic zones, 地 理 带 , 289 
Geometric random walk, 几何 随机 游 走 , 104 


Heavy tails, RR, 302 
Helices of Wiener, 维 纳 螺 线 , 210 


I 
Identities of Wald, Wald 恒等式 , 222 
Index, 指数 
Dow (DJIA), 道琼斯 , 15, 310 
S&P500, 标准 普尔 500, 15, 310 
stable, 标准 , 302 
tail, 尾部 , 302 
Inequalities, 不 等 式 
Doob, 227 
Kolmogorov-Doob, 227 
Interest rate, 利率 , 8, 253, 254, 265 
Intermediaries, 中 介 , 5 


K 

Kolmogorov’s axiomatics, Kolmogorov 公 
理 体系 , 76 

Kurtosis, 峰 度 , 81 

L 

Law, 定律 


of 2/3, 三 分 之 二 , 214 
of large numbers strong， 强 大 数 ，86， 
124, 145, 225 
of large numbers, KX, 102 
of the iterated logarithm， 和 迭代 对 数 ， 
225 
Leptokurtosis, 尖峰 ,147 
Leverage effect, 杠杆 效应 , 149 
Local, 局 部 
drift, BB, 216 
law of the iterated logarithm, 迭代 对 
数 定律 , 224 
Logistic map, 逻辑 斯 蒂 映 射 , 161 
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Long position, #34, 22, 24 


M 
Margin, 保证 金 , 24 
Market, 市 场 
currency exchange (FX-market), 
外 汇 (FX- 市 场 ), 289 
semi-strongly efficient, 半 强 有 效 , 39 
strongly efficient, 强 有 效 , 39 
weakly efficient, $8473, 39 
Markov property, Markov 性 质 , 220 
Markov time, Markov 时 刻 , 106, 294 
Martingale, 8, 37, 38, 83, 89 
difference, generalized, 25, 广义 , 91 
difference, 3$, 39, 90, 143 
generalized, 广义 , 90 
local purely discontinuous， 纯 间断 局 
部 , 278 
local, 局 部 , 90 
square integrable, 平方 可 积 , 85，269， 
271 
transformation, 变换 , 91 
uniformly integrable, 一 致 可 积 , 89 
Maturity date, 到 期 日 , 9 
Maximal inequalities, 最 大 值 不 等 式 , 227 
Maximum likelihood method, 最 大 似 然 法 ， 
123 
Measure, 测度 
Lévy, 178, 185 
Wiener, 维 纳 , 215 
Mixture of Gaussian distributions, 高 斯 分 
布 的 混合 , 195 
Model, 模型 
ACD, ARDM, 295 
ARCH, 58, 99, 141, 146, 262 
ARIMA, 110, 127, 130 
ARMA, 98, 127, 130, 139, 262 
AR, 116, 138, 262 
EGARCH, 149 
GARCH, 58, 100, 147, 262 


HARCH, 152 

HJM, 266 

MA, 98, 111, 136, 262 

MA(oo), 118 

TGARCH, 150 

affine, 仿 射 , 266 

Bachelier linear, Bachelier 线性 , 259 

Black-Derman-Toy, 254 

Black-Karasinski, 254 

Black-Merton-Scholes, 260 

Chaotic, 混沌 , 160 

Chen, 255 

conditional Gaussian, %44 Ej, 96, 
141 

Cox-Ingersoll-Ross, 254 

Cox-Ross-Rubinstein (CRR), 102 

Dothan, 254 

Dynamic chaos, 动态 混沌 , 160 

Ho-Lee, 254 

Hull-White, 254 

Merton, 254 

non-Gaussian, 非 高 斯 , 173 

nonlinear stochastic, 非 线性 随机 ， 140 

Samuelson, 216 

Sandmann-Sondermann, 254 

Schimidt, 258 

single-factor, AT, 266 

stochastic volatility, 随机 波动 率 , 101, 
154 

Taylor, 101 

Vasicek, 254 

with discrete intervention of chance, 
带 离散 干预 机 会 , 105 

Modulus of continuity, 连续 模 , 224 


N 
Negative correlation, 人 负 相 关 , 46 
Noise, 噪声 

black, 黑 , 214 
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pink, 粉红 , 214 
white, H, 110, 212, 214 


O 
One-sided moving average, 单 边 移动 平均 ， 
131 
Operational time, 运作 时 间 , 108, 322 
Option, 期 权 , 21, 25 
American type, 美式 , 26 
call with aftereffect, 有 后 效 买 人 , 29 
call，arithmetic Asian， 算 术 平 均 亚 洲 
买 人 , 30 
call, KA, 26, 29 
European type, 欧式 , 26 
put with aftereffect, 有 后 效 卖 出 , 30 
put, arithmetic Asian, 算术 平均 亚洲 
卖 出 , 30 
put, 卖 出 , 26, 29 


P 
Parameter, 参数 

Hurst, 191 

location (u), 位 置 , 175 

scale (o), 尺度 , 175 

skewness (8), #H#, 175 
Phenomenon, 效应 

absence of correlation, 不 相关 , 47 

cluster, RÆ, 328 

Markowitz, 46 

negative correlation, 负 相 关 , 46, 319 
Point process, 点 过 程 

marked, 标 值 , 293 

multivariate, 多 元 , 293 
Portfolio, 组 合 

investment, 投资 , 31, 44 
Position long, short, 43k, ZK, 22, 27 
Predictability, 可 料 性 , 83, 253 
Prediction, 预测 , 109 
Price, 价格 


rational (fair, mutually appropriate), 
合理 (公平 , BRI), 31 
strike, 执行 , 30 
Principle reflection, 反射 原理 , 225 
Problem, 问题 
Cauchy, 249 
Dirichlet, 250 
Process, 过 程 
adapted, 适应 , 267 
Bessel, 218 
càdlàg, 右 连 左 极 , 268 
counting (point), 计数 (点 ), 107, 293 
Itó, 234 
Lévy, 183 
Lévy a-stable, Lévy a- 稳 定 ， 189, 190 
Lévy purely jump, Lévy 纯 跳 路 , 186 
multivariate point, 多 元 点 , 107 
Ornstein-Uhlenbeck, 211 
Poisson, 184^, 187 
predictable, 可 料 , 270 
stable, 稳定 , 189 
stochastic indistinguishable, 
随机 无 区 别 , 242 
three-dimensional Bessel, 三 维 Bessel, 
95 
Wiener, #4244, 104 
with discrete intervention of chance, 
带 离散 干预 机 会 , 105, 107, 292 
with intermittency (antipersistence, 
relaxation) , 带 间歇 ，212 
zero-energy, 零 能 量 , 315 
Pure uncertainty, 纯 不 确定 性 , 65 


Q 

Quadratic, 二 次 , 平方 
covariance, 协 变 差 , 275, 281 
predictable variation, 可 料 变 差 , 85 
variation, 变 差 , 85, 225, 275 

Quantile, 分 位 数 法 , 299 





- 378 . 索引 . 英汉 术语 对 照 





R 
R/S-analysis, 有 R/S- 分 析 , 328, 336 
Random, 随机 
process self-similar， 自 相似 过 程 , 207 
vector stable, 稳定 向 量 , 181 
vector strictly stable, 严格 稳定 向 量 ， 
183 
Range, 范围 , 203 
Rank tests, 秩 检验 , 299 
Rational, 合理 
price, 价格 , 30 
Reinsurance, 再 保险 , 68 
Returns. logarithmic returns, 收益 率 . 对 
数 收 益 率 , 16 
Risk, 风险 
market, 市 场 , 63 
systematic, 系统 , 48, 51 
unsystematic, 非 系 统 , 48, 51 


S 
Securities, 证 券 , 5 
Self-similarity, 自 相 似 , 191, 202 
Semimartingale, 2E&k, 267 
special, 特殊 , 274 
Sequence, 序列 
completely deterministic, 完全 决定 的 ， 
133 
completely nondeterministic， 完 全 不 
决定 的 , 133 
innovation, 更 新 , 134 
logistic, BHM, 167 
predictable, ATÆ}, 83 
regular, 正则 , 133 
singular, 奇异 , 133 
stationary in the strict sense, 狭义 平 
$$, 118 
stationary in the wide sense, 广义 平 
稳 , 113, 118 


Shares (stock), 股票 , 13 
Short position, Z$, 22, 24, 27 
Simple interest, HU, 7 
Smile effect, 微笑 效应 , 260 
Solar activity, 太阳 效应 , 335 
Solution, 解 
probabilistic, 概率 , 250 
strong, 强 , 241, 243 
Specification, 规定 
direct, 直接 , 12, 265 
indirect, 间接 , 12, 265 
Spectral representation, 谱 表 示 , 135 
Spread, 价差 , 292 
Stability exponent, 稳定 指数 , 175 
Stable, 稳定 , 173 
Standard Brownian motion, 标准 布朗 运动 ， 
184 
Statistics of “ticks”, “标记 ”的 统计 , 287 
Stochastic, 随机 
basis, 基底 , 77, 266 
differential equation, 微分 方程 , 240 
exponential (Doléans), 指数 (Doléans), 
78, 222, 238, 279 
integral, 积分 , 216, 232, 269, 271 
process predictable, 可 料 过 程 , 270 
Stopping time, 停 时 , 106 
Submartingale, F#%, 89 
local, 局 部 , 90 
Subordination, 从 属 量 , 193 
Supermartingale, kb, 89 
local, 局 部 , 90 


工 
Theorem, 定理 
Doob (convergence), Doob (收敛 ), 222 
Lévy, 221, 280 
Lundberg-Cramér, 72 
on normal correlation, 正 态 相关 , 80 
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Time, 时 间 
local (Lévy), 局 部 (Lévy), 243 
operational, 运作 , 108, 195, 322 
physical, 物理 , 195 
Transformation, 变换 
Bernoulli, 165 
Triplet (B, C, v), 三 元 组 (B,C,v), 179 
Turbulence, fait, 214 


U 
Uniform integrability, 一 致 可 积 , 89, 274 


V 
Volatility, 波动 率 , 57, 216, 292, 311, 312 
implied, 隐 含 , 261 


W 
White noise, KIR, 110, 212 
Wiener process, 维 纳 过 程 , 19, 184 


Y 
Yield to the maturity date, 到 期 收益 , 265 
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本 书 原版 自 1998 年 出 版 以 来 , 被 认为 是 “随机 金融 数学 方面 最 深刻 的 一 本 著 
fe". 全 书 共 分 两 着 , 每 一 卷 都 包含 四 章 : 第 一 卷 的 副题 为 : 事实 “异型 , 第 二 卷 的 副 
题 为 理论 = 这 两 卷 的 内 容 既 相互 联系 , 又 相对 独立 。 读者 可 把 本 书 看 作 一 本 “随机 
金融 数学 全 书 ”， 


第 一 卷 的 第 一 章 有 关 国际 金融 市 场 以 及 金融 理论 和 人 金融 工程 的 "事实 ". 它 可 看 
作 一 位 前 苏联 数学 家 对 西方 金融 市 场 和 金融 理论 、 金融 工程 的 独特 理解 , 其 中 作者 
不 但 概述 了 金融 市 场 的 基本 状况 、 金融 学 的 基本 概念 以 及 Markowitz 证 券 组 合 选择 
理论 、 资本 资产 定价 模型 [CAPM)、RBoss 套利 定价 理论 {APT) 、 有 效 市 场 理论 等 ， 
甚至 还 简要 介绍 了 保险 业 和 精算 理论 。 


第 一 卷 的 后 三 章 都 有 关 金 融 学 的 随机 “模型 ”; BRAD, 连续 模型 和 统计 模 
型 = 作者 提出 , Doob 分 解 、 局 部 蒜 、 鞭 变换 等 概念 在 价格 模型 的 套利 定价 讨论 中 起 
本 质 作用 ; 而 对 于 统计 模型 ; 除了 高 观点 介绍 各 种 线性 模型 以 外 , 详尽 介绍 了 近年 发 
展 起 来 的 ARCH 和 GARCH 类 模型 以 及 随机 波动 率 模型 。 同时 , 还 讨论 混沌 理论 、 
分 形 理论 和 各 种 数据 统计 分 析 方法 在 金融 资产 价格 模型 中 的 应 用 关于 连续 模型 的 
内 容 远 超过 一 般 的 金融 数学 教材 和 专著 ; 除了 用 基于 Brown 运动 的 随机 分 析 来 描述 
的 模型 以 外 , 还 对 最 一 般 的 六 蒜 模 型 作 精采 介绍 =- 同时 , CESILURL DET RE f th A Rae 11 
#2, Lévy 过 程 : 双 曲 分 布 和 双 曲 过 程 以 至 更 一 般 的 无 限 可 分 分 布 等 重要 工具 : 


本 书 的 阐述 深入 贱 出 ， 精致 透彻 , 可 供 高 等 院 校 应 用 数学 和 金融 工程 专业 的 教 
师 , 学 生 以 及 广大 金融 工作 者 参考 使 用 。 
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